IDEIGLENES PELDATAR

vegyészhallgatok szamara

A "Kémiai Matematika” c. tantargyhoz

— kézirat gyanant —

Osszeallitotta:
Surjan Péter
Szabados Agnes
Lazar Armand

ELTE TTK Elméleti Kémia Tanszék
2002






ELOSZO

Ez a példatar a II. éves vegyészhallgaték szamara késziil a "Kémiai Matematika” c. tan-
targyhoz kapocsolédé szamolasi gyakorlatok segédanyagaként. Az ”ideiglenes” jelz6 arra utal,
hogy — bar folyamatosan javitjuk és fejlesztjiik — még sok fontos példa hidnyzik, a meglév6
példak Osszeallitasa, sorrendje tobb helyen esetleges, nehézségi fokuk nem kiegyenstlyozott.
Az idén el6szor kozreadott megolddsok hibat is tartalmazhatnak — ezek megkereséséhez és
kijavitdsdhoz kérjiikk a T. kollégak szemfiiles segitségét. A jelen kiadas hidnyos is, mert nem
tartalmazza a kvantummechanikai példak egy részének megoldasat. Mindezen negativumok
ellenére azt gondoltuk, hogy az ideiglenes példatar kozreadasa felbecsiilhetetlen segitséget
jelent az anyag elsajatitasahoz.

A példak forrasa részben az elmult években kialakult rend szerint a gyakorlatokon meg-
oldasra keriil6 feladatai, részben az elmilt évek zarthelyi dolgozatainak példai. Kivételt képez
a csoportelmélet és a kvantummechanika fejezet, amely jérészt az Elméleti Kémia Tanszék
korabbi, még a ”"Kémiai Matematika” c. tantargy bevezetése elGtt Osszeallitott és sokszo-
rositva rendszeresen kézreadott feladatait tartalmazza.

A példakat harom nehézségi foku csoportba soroltuk. A jeldletlen feladatok — ezek vannak
a legtobben — a legkdnnyebbek, ezeket mindenkinek meg kell tudni oldani. A (*)-gal jelolt
feladatok k6zépnehezek, ezek megoldasat a jobb érdemjegyet igényloktol koveteljiik csak meg.
Végiil (**) jeloli az érdekesebb feladatokat, amelyeket nem kériink szamon, csak szorgalmi
jelleggel ajanljuk az anyagon tilmend érdeklédésii kollegaknak.

A példak megoldasahoz sok sikert kivanunk.

Budapest, 2002 szeptemberében

Surjan Péter
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I. PELDAK
1. Bevezetd szamolasi gyakorlatok

1.1.
Egyszertisitsiik a kovetkezé kifejezéseket:

1< K+ A
1. —
szl 2

n—1

2. a1+ Z aj+1
j=1

n
3.3 (ik — iks1)
k=1

1.2.
Legyen A=Y .a;és B=3b;.
Igaz-e, hogy AB =3 a;b; ?

1.3.
Tekintstik az aldbbi mennyiséget:

N N N
C = E Wg E ij’t}j - E Lliwlvi
k=1 j=1

il=1
1. Lecserélheté-e a ’j’ Osszegzd index ’k’-ra?
2. Lecserélhet6-e az i’ 6sszegz6 index ’I-re?

3. Lecserélhet6-e a 'k’ 0sszegz6 index ’j’-re, ha
ugyanakkor a ’j’-t ’k’-ra véaltoztatjuk?

4. Lecserélheto-e a 'k’ 6sszegz6 index ’'i’-re vagy
1-re?

5. Lecserélhet6-e a ’j’ Osszegzd index ’i’-re vagy
717_ ?
re’

6. Egyszeriisitsiik a kifejezést!

7. frjuk fel a kifejezést indexek nélkiil (mdtrixos,
vektoros jeloléssel)!

1.4.
Mit adnak az alabbi 0sszegzések:

3
1. > 6iklk;
k=1

3
2. Z 6ik5ki
k,i=1

3
3. Z 6ij5ij

ij. k=1

(d;x a Kronecker-delta)

2. Hatarérték; a rend fogalma

2.1.
Szamitsuk ki az alabbi n — oo hatarértékeket:
4
1. a, = nt
n
n
2. a, =
= oz 1
n?—1
3. a, = T
1 a, = cos(Qn)
n
5n? + 2 4 ™
5a,=———1+—-+ —r—
“ 7n2+9m)< +TL+]4n2+3>

6. (*)

2.2,
Legyen F(g) = (ag? + be)?(e + 1)
Adjuk meg O(4)-ig !

2.3.
Kozelitsitk O(3) -ig az alabbi kifejezést:

F=(1+e+¢e)?

2.4.
Kozelitsiik kis x-re O(3)-ig az e“*(*) kifejezést!

2.5.
Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket:

. P |
o

. 2?2 +8x—1
2. lim ———m——
z—oo 3 — 1000z

3. lim

sin(x)



4 lim 2@
x—0 x

2.6.
Becstiljiik meg a /1 — sin 10° kifejezés értékét!

2.7.
Kozelitsiik (szdmolégép nélkiil) az aldbbi szémot:
exp /1 — arctg(2 - 10-3)

3. Egyvaltozés differencidlas és integralas

3.1.

Igazoljuk a kis valtozasok maddszerével, hogy
d

— a3 = 322

dx

3.2.
Derivaljuk az aldbbi fliggvényeket:

1. f(z)=(2z+1)3

2 + bx
2. fl@)= 322 — 3z

3. fl@)=v1+Vz
4. flx) =3e*" [1 42z + 627
5 flx)=2a"

6. f(z)= [y g(y)dy

T.(**) f2) = [y 9(e,y)dy
3.3.
Legyen y = sin(z) és z = 22 + 1. Adjuk meg a %
derivéltat!
3.4.

Fejtsiik Taylor-sorba az f(z) = ¢¥"(®) fiiggvényt az
origé korul!

3.5.
Fejtsiik Taylor-sorba az f(x,y) = e* 1 fiiggvényt!

3.6.

Tekintsiik azt az f(z) fliggvényt, amelyik y=1-nél
45°-0s szogben metszi az y tengelyt, és amelyre igaz,
hogy f(x1 + x2) = f(x1).f(x2). Szdmitsuk ki a
df/dz derivéltat!

3.7.
Végezziik el az aldbbi integralasokat:

1. [ dx
2. [z*dx
1
. [(62* —32% +z+ 7)dx

. [ tg(x)dx
./de
14+ 22
6:6
/e“erldx

8. [In(z) dz

w

S

Ut

(=2}

=

©

. [cos?(z) dz
10. [ W1 —dzxdx
11. [ze*dx

12. [e”sin(e”) dx
13. [2? cos(z) dz

14. [€e**sin(e”) dz

3.8.
Szamitsuk ki az aldbbi integrélok értékét (sziikség
esetén haszndljunk integraltdbldzatot):

w/2
1. [ x cos(z)dx
0

o0
2. [a® e da
0
3. [ 2?2 27" dy

4. [x e *dx
0



4. Tobbvaltozés differencialas

4.1.
Adjuk meg az alabbi fiiggvények parcidlis de-
rivaltjait !

1. f(x»y):%w
1
2. f(il?,y):m

3. flz,y) =In\/22? + 2
4 W(ayz) = e VI

4.2.
Ellenérizziik a Young tétel érvényességét az aldbbi
fliggvény példajan:

flz,y) = 2z +y)°

4.3.
Szamitsuk ki az

1
V(@ —0)2 + (y — v0)?

fliggvény gradiensét a sikban !

f(z,y) =

4.4.
Legyen

®(,y, 2) = sin(a? +y? + 2%)2

Szamitsuk ki & gradiensét!

4.5.
Legyen f(z,y,2) = (2*+3?+2%)",n > 0. Szamitsuk
ki Af -t a 3 dimenzids térben!

4.6.
Irjuk 5l az fla,y) = 522 — 3y3 + xy? fiiggvény
teljes derivaltjat!

4.7.

Az idedlis géz dllapotegyenlete pV = nRT, ahol R
allandé. Tekintsiik n-et is konstansnak. Hogyan
véaltozik a gdz homérséklete, ha nyomasat kicsiny
Ap-vel, térfogatat kicsiny AV-vel megvaltoztatjuk?

4.8.

Redlis gdz nyomasat kicsiny dp -vel, térfogatat dV -

vel noveljiik. Hogyan valtozik a homérséklete ?
(Allapotegyenlet:

a
ahol a, b, és R: const. )

4.9.

Z
Az atommag elektromos potencidlja & = ——.
r

Szamitsuk ki a térerésség vektorat! Mennyi ennek a
vektornak az abszolit értéke a tér egyes pontjaiban?

4.10.
Igazoljuk az alabbi azonossagokat:

1. divrot v=20
2. rot grad & =0

4.11.
Legyen v(r) = r. Szédmitsuk ki ennek a centrélis
térnek a divergencigjat!

4.12.
Szamitsuk ki az

r
T

Coulomb—tér divergencidjat!

4.13. (*¥)
Igazoljuk, hogy div v értéke invaridans a koordinata
rendszer elforgatasara!



4.14. (*¥%)
Igazoljuk, hogy A operdtor Descartes-alakja in-
varians a koordindta rendszer elforgatéséaral

4.15.

Legyen ® = z2.y.23 és a = zzi — y2%j + 222yk, ahol
i,j,k az x,y, z irdnyud egységvektorokat jeloli. Adjuk
meg div a-t és rot (Pa)-t!

5. Tobbvaltozés integralas

5.1.
Végezziik el az

//x2(:v+y)dxdy

integralast!

5.2.

Szdmitsuk ki az f(x)=x*> parabola {vének

hossziisdgét az (1,1) és a (2,4) pontok kozott!

5.3.

Milyen hosszi a linc az y=0 tengely x=-1 és
x=+1 pontjai kozott kifeszitve ? (A ’lancgdrbe’:
y = yo + ch(zx), ahol yo konstans.)

5.4.
Szémitsuk ki a kor keriiletét ivhosszintegrallall

5.5.

Hatérozzuk meg az y = 22 parabola és az y = = + 2
egyenes altal kozrezart tartoméany teriiletét kettos
integrallal !

5.6.
Viazoljuk fel az y = 2%, = 2, és y = 1 fiiggvények
altal hatarolt R teriiletet. Szamitsuk ki a

//R(gn2 +4?) de dy

integralt!
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5.7.
Szamitsuk ki a kor teriiletét kettds integréllal!

5.8.
Szamitsuk ki a gomb felszinét!

5.9.
Szémitsuk ki a gomb térfogatat!

5.10. (*)
Szamitsuk ki az ellipszis teriiletét kettGs integrallal!

5.11.
Adjuk meg a v(r) = (vg,v,) = (22, —yx) vektortér

/ (vy dz + v, dy)vonalintegréljat az y = —2x + 2
L

egyenes mentén x = 0-tél x = 1-ig integrélval

5.12. (%)

Hatéarozzuk meg az F(r) = T y

1+
$2+y2 $2+y

5
vektortér integraljit az

L = {r(p) = icos(p) + jsin(p) + ky|p € [0,27] }
gorbe mentén! (i,j,k a Descartes bdazisvektorok,
x,y,z a helyvektor komponensei; az L gorbe az
egységsugari henger palastjain emelkedd spirdlt ir
le, a gorbe paramétere a henger koord. rendszer ¢
szoge)

5.13.

Mit ad az u(r) = grad®(r) vektormezd integrélja
az A(1,1,1) és a B(2,3,5) pontokat Osszekotd
tetsz6leges gorbére, ha ®(r) = x3yz2?

6. Széls6értékszamitas, variaciészamitas

6.1.
Hol lehet szélséértéke az f(z) = x%e~ fiiggvénynek?

6.2.
Hol lehet széls6értéke az f(x,y) = x2y? fiiggvénynek



az x + y = 1 mellékfeltétellel?

6.3.
Allapitsuk meg a Hess matrix segitségével, hogy van-
e szélsGértéke az alabbi kétvaltozos fiiggvénynek:

flz,y) =2y +2>+¢°

6.4.

Hol veszi f6l az f(z,y) = xy + 2% + 2y° fiiggvény
legnagyobb ill. legkisebb értékét az 1 sugari kor
mentén?

6.5.

Hol veszi {6l az f(z,y,z) = 2zy + 2yz fliggvény
legnagyobb ill. legkisebb értékét az 1 sugart gémb
feliiletén?

6.6.
4

1
Hol lehet szélséértéke az f(z,y,2) = — + — +
T )

9
—fuggvénynek az = + y + z = 12 mellékfeltétel
z

figyelembevételével?

6.7.
Vizsgéljuk az f(z,y) = (e* — 1).y fliggvényt!

(a) Mely z,y pontban staciondrius?

(b) Hatdrozzuk meg ebben a pontban a
normalkoordinatakat, mint a Hess matrix
sajatvektorait!

(¢) Dontsiik el a sajatértékek alapjan, hogy van-e
széls6értéke a fiiggvénynek!

6.8.

Hol lehet széls6értéke az alabbi funkciondlnak?
b

J(f) = [ (fP(x)a? - f*(2)2®) da

a

6.9.
Hol lehet széls6értéke az alabbi funkciondlnak 7

b
Ju>:/‘uuﬂnfu>—2f@ndz
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6.10.
Hol lehet széls6értéke a
/2
5(5) = [ costa)f(a) da
0

funkcionélnak a

/2
/ fA(x)dz =1
0

mellékfeltétellel?

6.11.
Melyik f(z) fliggvény teszi staciondriussd a

1
ﬂﬁ:AxMMMx

funkciondlt azzal a mellékfeltétellel, hogy f(z)
normalt az Lo[0,1] téren?

6.12. (*)
Tekintsiik az alabbi funkcionélt:

1) = [ (@) - £2@) da

Ennek keressiik a szélséértékét az f(0) = 0és f(1) =
1 hatérfeltételek mellett. Mutassuk meg, hogy a

o(x) =2+ cx(l — )

probafiiggvény minden c-re kielégiti a
hatarfeltételeket! Mennyi a ¢ paraméter op-
timdlis értéke? (Ritz-mddszer)

Oldjuk meg egzaktul is a problémat!

6.13.
Legyen v = (x,y) 2-dimenziés normélt vektor. Mi-
nimalizdljuk az

E = (v|Hv)

skaldrszorzatot az 22 4+ y? = 1 mellékfeltétellel, ha

01
n- (Vo)
6.14.

Egy menekiilonek az A pontbdél a B pontba kell




futnia. Az Ut el6szOr rogds terepen vezet; itt
vi sebességgel tud futni. Egy hatdrvonal utan
szabadabb terepen v, sebességgel futhat. Milyen
szog alatt fusson, hogy legrévidebb id6 alatt érjen
oda?

7. Koordinatarendszerek

7.1.
Adjuk meg az (z,y) = (—3,2.5) pontot sikbeli
polarkoordinatédkban!

7.2.
Adjuk meg az (x,y,2) = (1,—2,—1) pontot térbeli
polarkoordinatéakban!

7.3.
Mik a Descartes-koordindtdi az (r,¢) = (1,7/2)
pontnak?

7.4.
Mik a Descartes-koordinétéi az (r, 0, ¢) = (2,7/4,7)
pontnak?

7.5.
Szdmitsuk ki a sikbeli
Jacobi determindnséat!

polarkoordiata-rendszer

7.6.
Szdmitsuk ki a térbeli
Jacobi determindnséat!

polarkoordiata-rendszer

7.7.
frjuk fel a sikbeli poldrkoordidta-rendszer metrikus
matrixat!

7.8.
frjuk fel a térbeli polarkoordidta-rendszer metrikus
matrixat!
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7.9. (**)

Tudjuk, hogy az
o= & DT cos(d)
y= B GE D= i)

Z_E 14

transzforméciét végrehajtva egyenleteinket a u,v,
és ¢ ortogonalis koordindtarendszerben irhatjuk
fel (elliptikus koordinatdk). Hogy fest a metrikus
matrix az elliptikus koordinatarendszerben?

7.10.

Szemléltessiik rajzban azt a tényt, hogy a
sikbeli polarkoordinata-rendszer ”térfogateleme”
dr = rdr dg!

7.11. (%)

Mi a szemléletes magyardzata a  térbeli
polarkoordinata-rendszer térfogatelemét megadd
dV = r2drsin 6 df d¢ képletnek?

7.12. (%)

Legyen f(z,y,2) = f(r) goémbszimmetrikus

fiiggvény. Szamitsuk ki A f-et! (Utm.: tekintsiik
f(r) hatvdnysorat, beleértve a negativ kitevéjl

tagokat is.) Mit lehet mondani az f(r) = 1/r
esetrol?

7.13.
Végezziik el az aldbbi integralast:

[ [ e V&H¥dzdy

— 00 —0O0

7.14.
Szamitsuk ki az alabbi térfogati integralt:

|~

—\/ T2 Y2422

/_Z/ [ex2+y2+22

drdydz



7.15. (*)

Az a és a b pontba az abra szerint elhelyezziik a y, =
e " ill x, = e~ " fiiggvényeket, ahol r, és 1, az a
és a b pontoktdl mért tavolsagot jelenti. Szamitsuk
ki a (xa|xb) skaldrszorzatot! (Atfedési integral)

R

N ()
8 Komplex fiiggvények

8.1.

Adjuk meg a z* +1 =
valés részét!
szdmsikon!

0 egyenlet gyokeinek
Rajzoljuk fol a gyokoket a komplex

8.2.
Melyik az a j szdm, amelyre j2 = —i ?

8.3.
Bizonyitsuk be, hogy

it = 6—77/2

Mi az érdekessége ennek a képletnek?

8.4.
Valasszuk szét az f(z) = 2° fiiggvény valds és
képzetes részét!

8.5.
Vélasszuk szét az f(z) = sin(z) fliggvény valds és
képzetes részét!

8.6.
Irjuk fel az f(z) = sin(z) fiiggvényt exponencidlis
alakban !

8.7.
Hogy fest az f(z) = sin(z) fiiggvény domborzata?
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8.8.
Vizsgaljuk meg, hogy analitikusak-e az aldbbi
fliggvények az egész komplex szamsikon:

a.) cos(z)
b.) sin(z)
c.) e

cos(z)

z

sin(z)

£.)

SIS

8.9.
Hol analitikusak az alabbi fiiggvények?

a.) f(z) = f(z +iy) = 2* —y? +i(2zy)

b.) f(z) = f(zx +iy) =22 +y + iz + 2y)

8.10.
Derivaljuk le a z"e® komplex fiiggvényt!

8.11.

eZ
Adjuk meg az — fiiggvény Laurent-sorat!
z

Hol analitikus ez a fliggvény?

8.12.
1

Vizsgéljuk az f(z) = — komplex fiiggvényt!
z

a.) Valasszuk szét a valds és képzetes részeket!

b.) Allapitsuk meg, hogy hol analitikus f (2)?

8.13.
Hatarozzuk meg a ze® komplex fliggvény primitiv
fliggvényét!

8.14. (*%*)
Milyen feltételnek kell eleget tegyen egy komp-
lex figgvény, hogy egy végtelen sugard origd



kozéppontu félkor mentén vett integralja eltiinjon?

8.15.
Szamitsuk ki az aldbbi valds integralt a komplex sik
alkalmasan vélasztott kontirjdn integralval

oo

/ dx
4 + z2
8.16.
Szamitsuk ki az
cos(z)
d
/ 1+ 22 v

integralt!

9. Linearis terek és operatorok,
matrixszamitas

9.1.
Normaljuk az alabbi vektort :

a=(-204,5)

9.2.
Szamitsuk ki az (alb) skaldrszorzatot, ha
la) = |1,2i,3) és |b) = 2,1, —i)!

9.3.
Egyszertisitsiik az aldbbi kifejezéseket:

a.) {ef*x|e’x)

b.) ((a + b)x|y).(x|(a + ib)y)

9.4.
Legyen |a) és |b) két ortonormélt vektor a Hilbert
térben. Bizonyitsuk be, hogy a

) = le) = (Ja)al + B el ) )

vektor ortogondlis |a)-ra és |b)-re!
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9.5.
Adott a sikon két vektor,

e; = (1,V3) és ex = (—V/3,1).

a) Ortogondlis-e a két vektor? Normaljuk e;-t és
eg—t!

b) Fejtsiik ki a v = (0, 1) vektort a normalt e; és
eo alkotta bazison!

9.6.
Hatéarozzuk meg az aldbbi méatrix inverzét:

- (12)

Mikor létezik az inverz 7

9.7.

Hatarozzuk meg az alabbi matrixok determindnsat,

sajatértékeit és normalt sajatvektorait!

a.) 10 b.) (*)
A= B

5 0
5 10 0 =
0 0 2

9.8.
Szamitsuk ki az alabbi két matrix kommutatorat:

3 4 10
a=(33) »=(3)
9.9.

Felcserélheté-e

1. két diagondlis matrix szorzasa;

2. egy altalanos és egy diagonalis matrix

szorzasa?
9.10.
Kommutal-e az alabbi két matrix?

cosa —sina 0 cosf3 —sing 0
A=| sina cosa O B=| sinf8 cos 0

0 0 1 0 0 1

9.11.

Igazoljuk, hogy az alabbi matrix unitér, és irjuk fel
az inverzét!



1 1 1
V3 V3 VB
U A W i
Ve VB Vg
0 % 7

9.12.
Adott a stk v = ( 1, v/3 ) vektora. Forgassuk el
30°-kal pozitiv irdnyba! Mik az 4j komponensek?

9.13. (¥)
Szamitsuk ki az

(12
A:4(2 1)

matrix cosinusat!

9.14.
Mivel egyenls (A + B)2, ha A és B nem kommutdls
operatorok?

9.15.
Igazoljuk az alabbi azonossagot:

[A,[B.¢]] + [B,]¢.4]] + [¢.[4.B]] =0

9.16. - -
Igazoljuk, hogy (AB)~! = B~1A~1l

9.17. o
Igazoljuk, hogy (AB)! = BT Af!

9.18.
Legyen A linedris operator.
operator?

Linedris-e az A2

9.19.
Megvizsgalandé, hogy két hermitikus operator

a) Osszege
b) linedris kombindcidja
¢) szorzata

hermitikus-e.

9.20.
Adott az y = 3z egyenes a sikban. Irjuk fel azt
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a projekciés operatort, amelyik erre az egyenesre
vetit! Keressik meg a v = (1,1) vektornak az
egyenesre es6 vetiiletét!

9.21.
Igazoljuk, hogy ha P tetszoOleges projektor, akkor

az (1+ P) operétor invertalhato, és az inverz 1 — %IAD

9.22.
Adott egy n dimenziés tér ortonormdlt bézisa,

11),12),...,|n). A P = |k)(k| operdtor a k-adik
bézisvektorra vetité projektor.

a) Mik lehetnek a T = I — 2P titkrdz6 operator
sajatértékei? (I az egységoperator)

b) Mivel egyenlé a (T)? operétor?

9.23.
Mutassuk meg, hogy ha (T)2 = I (T tiikrézé
L .

operator), akkor P = §(f + T) projektor. Hogyan

fest a P-re ortogondlis Q = I — P projektor? (I az
egységoperator)

9.24. (*)
Mutassuk meg, hogy ha P projektor, akkor
expP=1+(e—1)P!

9.25.
Egy kétdimenzids tér két ortonormdlt bazisvektora

lu) és |v). Adjuk meg a Q = |u)(v| operétor spiirjat!

9.26. (**)
Legyen |a) és |8) két normélt, egymdsra merdleges
vektor. Tekintsiik az

4 = X () (8] + IB)al)

2
8y = 5 (=) {8l +18){al)
1
82 = 5 (la){a] = 16)(6])

operatorokat.

a) Epitsiik fel az 8., 3y, 5. operdtorok matrixdt
az |a), |8) bazisan!
(Ezek a Pauli-métrixok, feles spinii részecskék
spin-impulzusmomentumanak x,y,z koor-
dindtdjahoz rendelhetdk.)



b) Mutassuk meg, hogy [$,, 5,] = i5. ,
[8,, 8] = i80 65 [5:,80] = 13, !

c¢) Ellendrizziik, hogy az operdtorok matrixai
is kielégitik az el6z6 pontban szereplé kom-
mutacids szabalyokat!

d) Szerkessziik meg az in. lépteté operdtorokat
(vagy azok métrix reprezentdcidjat), amelyek
az aldbbiak szerint hatnak:

8410) = le) és Sila) =0

S-la) =16) és 5.[8)=0

Hogyan lehet 3, 5,-nal 5,-t, 5_-t kifejezni?

9.27.
Mely szamok
sajatértékei?

lehetnek a projekciés operdator

9.28.
Léssuk be, hogy unitér operator sajatértékei 1 ab-
szolut értékii szamok!

9.29. (*)
Lassuk be, hogy ha G hermitikus operator
(azaz Gt = @), akkor az

U = exp(i@)
operator unitér!

9.30.
Az aldbbiak kozill melyik fiiggvény eleme az
Lo[—00, 0] térnek?

9.31.
Normaljuk le az y =

Vcos(z) fiiggvényt a

[—g, g] intervallumon!
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9.32.
Az 15[0,1] térben adott f(x) = 2z + 3z* és
g(x) = 23 — 522, Szamitsuk ki a skaldrszorzatukat!

9.33.
Milyen messze van egymastol a 9.32.
szerepl6 két fliggvény?

példaban

9.34.
Adott a kovetkezd fliggvényrendszer az Ls[0, +00]
térben:

fi=e"

a.) normaljuk és ortogonalizdljuk &ket;

2 2

far=we™™  fy=a?e"

b.) az a.) pontban nyert ortogondlis bazisban fejt-
siik sorba az f(z) = e * fliggvényt!

9.35.
Az alabbi operatorok koziil melyik 6nadjungalt?
. d A d?
Dy = —; Dy = —
VT 27 da?
~ ~ d?
D = ) — D = ) ——
57 e 4T a2
9.36.

Hatarozzuk meg az &brazolt fliggvény Fourier-
sorfejtésének egyiitthatdit az Lo (0, 27) tér kovetkezd
ortonormdlt bazisan:

¢1(x) — L

PRI W

1
¢4(x) = —= cos 2z;

Jr

3(x) = = sin x;

Nz

o5(x) = % sin 2z

2

9.37.

Legyen W(r) normdlt, négyzetesen integralhatd



valés fiiggvény, amely r-en kiviil még egy R pa-
raméternek is fiiggvénye. Igazoljuk, hogy ¥(r)
oV (r)

-re!
R re:

ortogonalis

9.38.
Milyen feltételekkel ortogonalis egy négyzetesen
integralhaté fiiggvény a sajat derivaltjara?

10. Differencialegyenletek

10.1.
Hényadrendii az aldbbi differencidlegyenlet?

[a:Jr(frf(a:)—O

frjuk fel a szokésos alakban!

g)?d?uk meg az  alabbi  egyszerti  diffe-
rencialegyenleteket:

1. j—i =c¢ (c=const)

2. % =cosw

3. % =c¢ (c=const)

4. % = cosx
10.3.

1
z+1
azon megolddsat, melyre f(0) = 1!

Keressiik meg az f'(x) = differencidlegyenlet

10.4.
Oldjuk meg a kovetkezo differencialegyenletet a
valtozdk szétvalasztasdnak modszerével:

f(z) + 22 f(z) + Af(x) =0

10.5.
Megoldandé az y'y? = 1 differencidlegyenlet.
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10.6.
Oldjuk meg az f'(x)+ 2z f(x) = 0 differencidlegyen-
letet!

(l)(l)djuk meg az aldbbi differencidlegyenletet:
P =0

10.8.

Oldjuk meg a
% + f3z) =0

differencidlegyenletet!

10.9.
Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

fl@)? = flz) +6=0

10.10.
Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet:

e " f(x)f(z) =

10.11.
Oldjuk meg az aldbbi y(z) fliggvényre vonatkozé dif-
ferencidlegyenletet:

y=z+y

Utmutatds: vezessiink be 1j valtozot!

10.12.
Keressiik meg az

;1
Y 22—y

differencidlegyenlet azon megoldasat, amely athalad

az x = 2,y = —1 ponton! Utmutatds: vezessiink be
1j valtozot!



10.13. (*)
Oldjuk meg a kovetkez6 fliggvényegyiitthatds diffe-
rencidlegyenletet:

F'(@) + - f(z) =sine

10.14.
Mutassuk meg, hogy az y = 2x + Ce® az

Y —y=2(1-x)

differencialegyenlet dltalanos megoldasa, és keressiik
meg azt a partikularis megoldast, amely kielégiti az
x =0,y = 3 feltételeket!

10.15.
Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenletet:

y —xy = x3€x2/2

10.16.
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyeneletet!

10.17.

100 gramm cukrot vizbe szérunk. Ha az oldédott
cukor mennyiségét g-val jeloljik, akkor az oldédés
sebessége megadhatd a kovetkezo egyenlettel:

dg _

= k(100 —
gr k(100 — q)

Adjuk meg a feloldédott cukor mennyiségének
id6fiiggését!

10.18.
Az etil-acetdt elszappanositasi reakcidja a kovetkezo:
CHgCOO - CQH5 + NaOH —

CH3COONa + CoH50H
Ha az etil-acetat kezdeti koncentraciéja a=0.02
sulyszézalék, a natrium-hidroxid kezdeti kon-
centracidja b=0.04 sulyszazalék és azt tapasztaljuk,
hogy az etil-acetat koncentracidja 25 perc alatt
10% -kal csokken, akkor mennyi idé alatt csokken a
koncentrécié 15 % -kal?
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10.19. (%)

Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet a
Sommerfeld-féle polinom mdédszerrel, a kovetkezd
peremfeltételekkel:

f (@) + Ef(x) — 2 f(z) =0

lim f(z)=0

r—+o0

10.20. (*)

Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenletet a
Sommerfeld-féle polinom médszerrel, az alabbi pe-
remfeltételek mellett:

£ () + %f’(w) + (—4 +- = 2) f@)=0

£(0) = lim f(a) =0

r—00

10.21.
Legyen

2f"(x) = 3f'(x) + 4f (x) = .

Milyen egyenletnek tesz eleget f(z) Laplace-
transzformaéltja, az alabbi kezdeti feltételek mellett:

10.22. (*)

Megoldand6 az aldbbi differencidlegyenlet Lap-
lace transzformacié segitségével, az alabbi kezdeti
feltételek mellett:

d? d
d71£+2a é—f—bf(m):é(x—xo).
flo)=0 f(0)=0

10.23.
Alakitsuk elsérendii differencial-egyenletrendszerré
az aldbbi harmadrendi egyenletet:

a3 f d2f



10.24.
Oldjuk meg az

Py _
0x0y

parcidlis differencidlegyenletet az f(0,y) = 1 és
f(z,0) = 22 + 1 kezdeti feltételekkel!

10.25.
Szeparaljuk az alabbi parcialis diffe-
rencidlegyenletet:
0 f ,Of  O*f
- —+—= =0
Ox? e oz * Oy?
10.26.

A valtozdk szeparalasaval adjuk meg az id6éfiiggd
Schrédinger egyenlet

oW(r,t) -
S = A )

7

egy partikuldris megolddsat. Az egyenletben h
konstans, r a térbeli, ¢ pedig az idO6beli koordinatat
jeloli. A térfiiggd egyenletet természetesen nem kell
megoldani!

10.27.
A hidrogénatom elektronjanak hulldmfiiggvényét az
aldbbi Schrodinger egyenletet hatdrozzuk meg:

1 1
|:2A + :| \IJ(T7 97 ¢) = E\IJ(T’, 05 d))
r
A A operator polarkoordinatas alakjat felhasznalva
szeparaljuk ezt a differencidlegyenletet az r,0,¢
koordinatakban! Hogyan lehet az r-re vonatkozé

egyenletet megoldani?

11. Ortogonalis polinomok, specialis
fliiggvények

11.1.
Igazoljuk, hogy a P, = 2% — % polinom kielégiti az

(1—2*)P,” —2zP, +n(n+1)P,

Legendre-egyenletet!
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11.2.
Tekintsiik a [0,00] intervallumon értelmezett
fliggvények terét az
(o)
<l >= [ fa@ o) ds
0

skalarszorzattal. Ortogonalizdljuk a kovetkezo
normalt fliggvényeket a Schmidt-féle eljarassal!

1
fo=—F=x

=1 NG

11.3.
Legyen a skalarszorzat

(flg) = 770 e F*(2)g(x) dz.

Ortogonalizaljuk az f1 = 1, fo = =z, f3 =
fiiggvényeket!

2

11.4.

a.) Mutassuk meg, hogy az el6z8 feladatban ka-
pott ortogonélis polinomok kielégitik a

H"(z) — 2zH'j(z) + cHj(z) =0
Hermite egyenletet.

b.) (**) Oldjuk meg ezt az egyenletet a polinom-
modszerrel, és mutassuk meg, hogy a polinom
akkor véges, ha c=2n (pdros szam)!

11.5. (**)
Vizsgaljuk meg az

Yim (0, 9) = Nim Pijm(cos 0)e™™?
gombfiiggvények
<}/lm ‘le’m’> ~ 5ll/5mm’

ortogonalitdsi reldcidinak teljesiilését!
asszocialt Legendre polinom:

Itt P, az

m d™P,
P (cos@) = (1 —cos? )2 ﬁ



12. Csoportelmélet

12.1.
Csoportot alkot—e az 1 és a —1 szdm, ha a csoport
szorzas mivelete a kozonséges szorzasként definialt?

12.2.
Igazoljuk, hogy az E és a ), szimmetria operatorok
csoportot alkotnak!

12.3.

A szimmetridjuk szerint melyik pontcsoportba tar-
toznak a kovetkez6 molekuldk:

a) piridin; b) PCls; c) 1,1-difluoretilén; d) sésav; e)
ciklobutadién I (feltételezett négyzetes gytiril); f)
ciklobutadién II (ma &ltaldnosan elfogadott, téglalap
alakd gy(irli); g) nyitott etdn h) fed6 etan; i) benzol;
j) naftalin; k) sik etilén; 1) 90° csavart etilén; m)
buckminsterfullerén, Cgp; n) monoklér—metén;
o) diklér-metan; p) 1,2,4,5-tetrafluor-benzol; q)
ciklobutén; r) diboran; s)B(OH)s

12.4.

Tekintstink egy szabdlyos haromszoget alkotd hipo-
tetikus Az molekuldt, s ennek atomjain vegyiink
fel x,y,z iranyu elmozdulas-egységvektorokat az abra
szerint (a z vektorok a sikra mer6legesek):

.

X1

Dsn
y2 ys3

X2 X3

a.) Adjuk meg a molekula-pontcsoport ezen 9
vektor altal generdlt reprezentacidjanak fel-
bontésat irreducibilis reprezentacidkra!

b.) Mely irreducibilis reprezentdciékhoz sorol-
hatdék ezen Az molekula rezgései (precizebben
normalrezgései)?
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12.5.
A klérmonoxid molekula klératomjain helyezziink el
egy-egy ekvivalens p, fliggvényt az dbra szerint.

a.) Hatdrozzuk meg ezen két fliggvény &ltal ge-
neralt reprezentdcié felbontasat irreducibilis
reprezentacidkral

b.) Projekciés operdtort segitségével, képezzik a
két fiiggvény azon linedarkombindciéit, melyek
az a.) pontban kapott irreducibilis repre-
zentacidknak képezik bazisét!

/ N\

OO GO

12.6.

Végezziik el a sik etilén molekula rezgési
analizisét abban a bézisban, amelynek vektorai
a szénatomokbdl indulnak a szomszédos atomok
felé! Hogy festenek a szimmetrizalt bazisvektorok?

12.7. (*)

A transz-difluor-diazin molekula atomjain he-
lyezziink el a molekula sikjara merdlegesen egy—egy
p figgvényt, legyenek ezek pn,pn/, pr, pr !

a.) Hatdrozzuk meg a fenti négy fliggvény éltal
definialt reprezentécié felbontasat irreducibilis
reprezentacidkra!

b.) Hatédrozzuk meg az irreducibilis reprezentaciok
szamara bazist képezo szimmetriapalydkat!

12.8.

Hatérozzuk meg, hogy a PCl3 molekula ( C3, pont-
csoport) egyes rezgési médusai mely irreducibilis
reprezentacidknak felelnek meg!



12.9.

Helyezziink el a PCl3 molekula klér atomjain
egy-egy  alkalmasan megvélasztott — p—figgvényt
(a  szokdsos pg,py,p. fliggvények megfeleld

linedrkombindldsdaval), és  képezziink  beldlik
egy Ao szimmetriaju kombinaciot!

12.10.
Tekintsiik a ciklobutan molekuldanak
szénvazat, ami sematikusan a kovetkezd:

®
© ©
®

csak a

s

a) Ez az egyszer(isitett molekula a Dsg pontcso-
portba tartozik. Rajzon, vagy irdsban mutas-
suk be, hogy a Dyy csoport szimmetriaelemei
(valamennyi tipus, 14sd karaktertébla) valéban
megvannak!

b) Helyezziink el az atomokon egy-egy s
fiiggvényt! Redukaljuk az ezek altal képezett
reprezentaciot irreducibilis reprezentaciokral

¢) Hatdrozzuk meg, hogyan oszlanak el a négy

atom belsd (rezgési) szabadsdgi fokai az irre-
ducibilis reprezentaciok kozott!

12.11. (%)

Igazoljuk, hogy egy véges csoport tetszbleges A
elemének A™ hatvanyai maguk is egy csoportot
(részcsoport) alkotnak!

12.12.
Legyen a z-irdny a trigondlis planaris B F3 molekula
sikjara merdleges!

a) Melyik pontcsoportba tartozik ez a molekula?

b) Allapitsuk meg (egyszeriien kiolvasva a karak-
tertablabdl), hogy a B atomon elhelyezett p.,
Dy, p- fliggvények képezte 3 dimenzids repre-
zentacié milyen irreducibilis reprezentacidékra
bonthatd!
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¢) A F atomokon egy-egy s fiiggvényt elhelyezve
hogyan redukalédik ez a 3 dimenzids tér?

d) Helyezziink el a F atomokon egy-egy p,
fliggvényt, jeloljik ezeket py, p2, ps-mal, és

1
képezziik a g = ﬁ(pl + p2 + p3) kombinéciét!
Irreducibilis reprezentécié
bazisfliggvénye-e ¢, és ha igen, melyiké?

e) Tekintsiikk az atomok kovetkez6 két elmoz-
duldsat!

Sy T Sy

F ®
F F @
g @06

Melyik irreducibilis reprezentaciéhoz tartozik

Sl és 527

f) Milyen irreducibilis reprezentdcidkra bont-
haték a molekula rezgései? ( Helyezziink el
T;, Vi, z; elmozdulds-koordinatdkat az atomo-
kon, hatdrozzuk meg a 12 dimenzids repre-
zentacié felbontasat, majd vonjuk le a mole-
kula egészének transzlacidjat és rotacidjat!)

12.13.
Az etilén molekula szimmetridja Dyy. (A z tengelyt

vegyiik a sikra merélegesnek!)

a) Végezzik el azon 4 elmozdulds-koordindta
altal definidlt reprezentacio felbontasat, ame-
lyek a C—H kotésirdnyokba mutatnak! (rq,

T2, T3, 7"4)

b) Hatdrozzuk meg 71, ra, r3, r4-bél a szimmet-
rizélt koordindtakat!

c) Helyezziink el a H atomokon egy-egy s
fliggvényt, s1, sa, s3, s4-et! Mi lesz az ezek
altal definidlt reprezentacié felbontasa? Me-
lyek lesznek a beldliikk képezhetd szimmet-
riafliggvények?

d) Egy-egy p. figgvényt elhelyezve a H atomo-
kon, &llapitsuk meg az %(pl + p2 + p3 + pa)
fliggvény szimmetrigjat!



12.14. (%)

Legyenek egy csoportreprezentacié karakterei valds
szamok!  Bizonyitsuk be, hogy a reprezenticid
onmagaval képzett direkt szorzata tartalmazza a
teljesen szimmetrikus reprezentaciot!

Utmutatés: frjuk fel a képletet arra vonatkozodan,
hogy hanyszor van meg a direkt-szorzat repre-
zentaciéban a teljesen szimmetrikus reprezentécié,
majd bizonyitsuk be, hogy az nem lehet zérus!

12.15.

Tekintstik a Cy, pontcsoport esetén azt a I', harom
dimenziés reprezentdciét, amelynek a valés R?
térbeli ey, €4, €5 ortonormélt elemek képezik bazisat!
(,,vektor-reprezentdcis”)!

a) Bontsuk fel I'-t irreducibilis Gsszetevéire!

b) Hatdrozzuk meg a 'y @ FE direkt szorzat
reprezentacio karaktereit és felbontasat irredu-
cibilis reprezentaciokral

12.16.

A TeCly ion szimmetridja Cl4,. A molekula atom-
jainak az egyensulytél valé elmozditasai a Cly,
csoport egy 18 dimenzids reprezentaciéjat adjak.
Allapitsuk meg ennek karaktereit és bontsuk fel a
reprezentaciét irreducibilis Osszetevékre! Hény pa-
raméter kell a molekula egyensilyi geometridjanak
meghatdrozasara (adott szimmetria esetén)?

12.17.
Tekintstik a 12.7. feladatban szerepl6 transz-
difluor-diazin molekuldt (Cyp szimmetria)!

a.) Allapitsuk meg, hogy a molekulanak az
egyensilyi helyzethez képest vett elmozdulasai,
amelyek egy 12 dimenziés vektorba foglalhatok,
milyen irreducibilis reprezentaciékra bonthatdk!
Allapitsuk meg, hogy melyik reprezenticiéhoz hany
szabadségi fok (rezgés) tartozik! Hany paraméter
sziikséges az egyensiilyi geometria jellemzéséhez?
b.) Van-e a molekuldnak 4llandé dipélusnyomatéka,
és ha igen, milyen iranya?

12.18.

Egy Ag Osszetételli molekulat az iésaCy operatorok
onmagara képeznek le. Milyen ennek a molekuldnak
a szerkezete? (Rajz és leirds.)
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12.19. (%)
Mi az Sy z-tengely koriili 90°-os forgatds-tikrozés

z
operator hatdsa az Lt fliggvényre?
T

12.20.

Bizonyitsuk be, hogy egy Abel-csoport barmelyik
irreducibilis reprezentacidjanak barmely operatorra
vonatkoztatott karaktere csakis olyan komplex szam
lehet, amelynek abszolut értéke 1!

12.21. (*)

Tekintsiik a ¢ = 22 — y? és @y = 22y fiiggvényeket!
Allapitsuk meg, hogy ezek bazisit képezik-e a
z-tengely koriili tetszésszerinti szogi forgatdsok cso-
portjanak! Hatdrozzuk meg az « szogi forgatdshoz
tartoz6 matrixot ezen a bézison!

12.22. (*%*)

Ismeretes, hogy egy magarahagyott H atom n = 2
fékvantumszamhoz tartozé allapotai degenerdltak.
Egyediil a szimmetridara vonatkozé megfontolasok
segitségével allapitsuk meg, hogy hany kiilonbo6z6
energiaszint alakul ki, ha ezt a gerjesztett H-atomot
az abra szerinti elektromos tér (pl. ligandumok tere)
veszi kortl:

H

12.23.

A BF3 molekula B atomjén helyezziik el a (2p,;, 2p,)
és a (3ps,3p,) fuggvény part! Allapitsuk meg,
hogy milyen reprezentaciot general a kovetkezo négy
fliggvény tere!

J1 = 2p3ps
fo = 2p.3py
f3 = 2py3p:
fa = 2py3p,y



13. Kvantummechanikai alkalmazasok

13.1.
Hatérozzuk meg a ¢ polarkoordindtdhoz (mint
helykoordinétédhoz) tartozé operdtor és az im-
(térbeli

kifejezett) z komponenséhez tartozé operdtor kom-
mutétorat!

pulzusmomentum polarkoordinatédkban

13.2.

Definidljuk i, = (cosa)l, + (sina)l, alakban az
impulzusmomentumnak a z tengellyel az xz sikban
« szoget bezard irdnyra vald vetiiletét. Hatarozzuk

meg az [, , lo] kommutdtort! Milyen a értékeknél
lesz a kommutator zérus?

13.3.

Hatérozzuk meg a p, (x-irdnyd impulzus) és az 32
operatorok kommutdtorat, azaz a pP,i° — £2p,
operatort! Onadjungélt—e ez az operator?

13.4.

Hatérozzuk meg az [I, , &] kommutdtort! Lehet-

e egyszerre ,élesen” meghatarozott értéke I,
impulzusmomentum-komponensnek és x—nek?

13.5.

Igazoljuk, hogy a T kinetikus energia—operator
pozitiv szemidefinit!  (Az egyszerfiség kedvéért
Ls[a, b] térben dolgozzunk!)

13.6.
Kommutédl—e a kinetikus és a potencialis energia
operatora ?

13.7.
Szamitsuk ki az impulzusmomentum operator x és
z komponensének kommutétorat!

13.8. (**)
A Heisenberg-féle  hatdrozatlansagi  relacidék
segitségével szamitsuk ki hozzdvetllegesen a

hidrogénatom alapéallapotanak energiajat!
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13.9. (%)

A Franck—Hertz kisérletben a hidrogénatomokat
elektronnyaldb segitségével juttatjuk els6é ger-
jesztett &llapotba. A gerjeszté  elektronok
energidiban felléps fluktudcié £ ~ 107° eV (azaz
E ~1.602 % 1072 J) nagysdgrendfi. Szamitsuk ki a
gerjesztett allapot atlagos élettartamat!

13.10.

Mozogjon egy m tomegii részecske az z-tengely
mentén V (z) = $ka? potencidltérben! (Harmonikus
linedris oszcillator modell.) Igazoljuk, hogy a rend-

szer H Hamilton- operdtordnak a Wo(z) = e~ 272"
fiiggvény (nem normadlt) sajatfiiggvénye, ha
v = —V’;m , és az energia—sajatérték Fy = %hu
ahol v = iq / % !

13.11.

Ismert az a-tengely mentén [—oo , oo] interval-

lumban V(z) = 1ka? potencidl hatdsdnak aldvetve
mozg6 m tomegii részecske (harmonikus linedris osz-
cilldtor) alapéllapoti normélt hullamfliggvénye és

energiaja:
1
EO = ihl/ y

ahol
vVkm 1 k

“ 5V
a). Hatdrozzuk meg a kinetikus energia véarhaté
értékét, és mutassuk meg, hogy ez Ey fele!

b). (*) Szamitsuk ki az alapallapot energidjanak
kozelité értékét a perturbacioszamitdas elsd
rendjében arra az esetre, ha a potencidl
V(z) = $kz? + bab ! (A megolddst elegendd
b—vel és y—val kifejeznil)

13.12.

Adjon a varidcids elv alapjan felsé korldtot a V(x) =
kx? potencidl hatésa alatt mozgd m tomeg részecske
alapallapotu energidjara, a kovetkez6 utmutatas
segitségével:

a). Induljunk ki a kovetkezé fiiggvénybol:

_ Jcosgow, halz| <a
f(m)_{o, ha |z| > a



Normaljuk e fiiggvényt, majd hasznaljuk
probafiiggvényként a kérdezett szélsGérték
szamitdsnal! Az a itt egyelére konstans pa-
raméter.

b). Keressiik meg a azon értékét, amellyel a felsd
korlat a lehetd legszigoribb (legmélyebb)!

c). (*) Milyen meggondolasbdl vilasztottuk
éppen a fenti prébafiiggvényt (vagyis mi a fel-
hasznélt fizikai modell) ?

13.13.

Mozogjon egy m tomegii részecske az x-tengely
mentén, és legyen a rd haté erd F = —ax + bx? !
Irjuk fel e mozgds Hamilton operatoranak

sajatértékegyenletét !

13.14.
Legyen egy egydimenziés mozgast végzo részecske
hullamfiiggvénye :

U(z) = Ne~30e*
(v pozitiv dllandd) .

a). Hatdrozzuk meg az N normaldsi tényezd
értékét!

b). Hatdrozzuk meg x varhaté értékét!

13.15.

Tekintsiink egy egydimenzidés mozgast az = ten-
gely mentén! Hatarozzuk meg az impulzuso-
perdtor pi; és pp; métrixelemét a kovetkezd két
bézisfiiggvényre:

o1(x) = Nle_%w2 pa(x) = N2xe_%75”2

ahol N; és Ny normalasi tényezdk, v pedig kons-
tans paraméter. A legegyszeriibb megoldashoz
hasznaljuk ki azt a tényt, hogy a fenti fliggvények
az Lo[oo, —o0] tér egy ortonormalt bazisdnak elemei
kozil valdk!

13.16.
Mozogjon egy m tomegl részecske a ¢ koordinata
mentén, és legyen a potencial ! :

V(g) = D(1 —e P9)%.

1 Kétatomos molekuldk rezgései térgyalhaték a fenti po-
tenciéllal; ez jobb kozelités, mint a parabolikus potencidl.
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a.) Irjuk fel a részecskére haté erdt!

b.) Mi a D és a [ paraméterek szemléletes je-
lentése?

c.) frjuk fel a mozgds Schrodinger—egyenletét!

13.17.
Egy m tomegii részecske mozogjon egy dimenziéban,

a V(r) =
alatt!
o(x) = e=2%" alakban! Optimaljuk a-t a varidciés
elv segitségével! (Figyelem :

%Fa:2 harmonikus potencidl hatasa
Keressiik az alapéllapot huldmfiiggvényét

a probafliggvény nem
normalt!)

13.18.
Adjunk fels6 korlatot a V(z) potencidltérben mozgd
m tomegi részecske alapédllapoti energiajaral

_fex, halz|<a
V(x)_{oo, ha || > a

(¢ konstans) Utmutatds: haszndljuk a varidciés
tételt és a potencidlgédor hullamfiiggvényét!

13.19.
Hasonlitsuk 6ssze a két normalt hullamfliggvényt,
amelyek egydimenziés mozgashoz tartoznak :

e <
Wl(x)_{cos 5, haz| <1

0, ha |z| > 1
_ [ 2cos(27z) , halz| < %
%(”3)_{0, ha|x|>%

Melyikhez tartozik a nagyobb kinetikus energia?

13.20.
Egy pontszer(i, m tomegii test mozog a V(z) = e’

potencialban. frjuk fel a rendszer Hamilton
operdtordt és a Schrodinger egyenletet!

13.21.
Legyen egy rendszer
¢ polarkoordindtatol fliggod

\/%(2 cos(2¢) + 1).

mentum z komponensének véarhaté értéke ebben

hullamfiiggvényének a
része V() =
Mi lesz az impulzusmo-



Mi annak a valészintisége, hogy
—h, 0, h, 2h lesz az

az allapotban?
l, mérésekor rendre —2h,
eredmény?

13.22.
Ellendrizziik integralassal,
fliggvénye normalt!

hogy a H-atom 1s

13.23.
Ellenérizziik integrélassal, hogy a H-atom 1s és 2s
fliggvényei egymadsra ortogonalisak!

13.24.

Hatarozzuk meg a potencidlis energia varhaté
értékét a H—atom 2py &llapotdban! Hasonlitsuk
Ossze a nyert erdményt a teljes energia ugyan-
ezen 4llapotra vonatkoztatott értékével,  il-
letve a kinetikus energia megfelelé értékével!
(E=<T>+<V>)2

13.25.
Szamitsuk ki az elektron atlagos tavolsagat a magtol
a H-atom 2p, allapotaban!

13.26.
A H-atom egy tetszbleges W, éallapotdban a
magtdl vald tavolsag varhatod értéke

<r>= %[3112 —I(1+1)],

ahol ag a Bohr—réadiusz. Szamitsuk ki az < r >
varhaté értéket a hidrogénatom 100s &dllapotdban!
(Megjegyzés:  egy baktérium &tlagos mérete
0.001 —0.010 mm.)

13.27. (*)
Mekkora az energia, az impulzusmomentum és a
mégneses momentum abszolut értéke, valamint az
utébbi két mennyiség z-komponenseinek értéke a
H-atom 3py; allapotdban? (Az atomi egységeket is
adjuk meg!)

2 A nyert eredmények az tn. viridl—tétel megfogalmazasai a
V(r) = konst. * r— 1 alakid potencidlfiiggvénnyel rendelkezd
rendszerek esetére.
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13.28.
Analizaljuk a H-atom 2s palyajat!

a). Hatdrozzuk meg a csomégémb sugardt!
b). Mi a jelentése a |W|?4mr? fiiggvénynek, és hol

van ennek a széls6értéke? (Elegendd az egyen-
letet felirni, megoldani nem kell!)

13.29. (*)
Tekintsiink egy hidrogénatomot a

V2
S

allapotfiiggvénnyel leirt allapotban!

r .
275 sinf cos b cos ¢

U(r,0,¢) =

a). Melyik két d—fliggvénynek, milyen linedris
kombinéacidja ez?

b). Az impulzusmomentum egyik komponensének
mérése milyen lehetséges értékeket, milyen
valészintiséggel eredményez?

13.30.

Ortogondlis-e egymdasra a H-atom 2p, és 2p,
palydja? (A bizonyitds sordn ne végezziink in-
tegralast explicite!)

13.31. (*)

Keressiik a hidrogénatom alapallapotu
hullamfiiggvényét e~ " alakban!  Optimaljuk «
paraméter értékét a varidcids elvnek megfeleléen!

13.32.

Mi annak a valdszinlisége, hogy a H—atom 1s
allapotaban az elektront lag sugart géombon beliil
talaljuk?

13.33.
A hidrogénatom 2s é&llapotdnak (normélatlan)
hullamfliggvénye:
Wy = (2 —7)e"/?
Szamitsuk ki a gradiensét !
13.34.
Normaljuk le az el6z6 példaban  szereplo



hulldmfiiggvényt az Lg[—o0,+00] (3 dimenzids)
téren | Mennyi a valésziniisége annak, hogy az
elektron a mag koré vont r=1.0 sugard gdémbon
belill tart6zkodik?

13.35. (*)

Hatdrozzuk meg egy hipotetikus V(r) = —% + ar%
potencidltérben  mozgé elektron alapallapotu
energiajat a perturbédcidszamitas elsé rendjében!
(Probaljuk megitélni az eredmény megbizhatdsagat
a=0,001 és a =1 esetén!)
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II. MEGOLDASOK

1. Bevezetd szamolasi gyakorlatok

M1.1.
1 %C K Z 1+ Z )\k) =
k=1 k=1
=4 /m—l—Z)\k):g—i-;KZ)\k
k=1 k=1
n—1
2. Z Q.
k=0

3. 11 — Z'n—i-l

M1.2.
Nem. AB = (Zz ai) (Z] bj) = Zi,j CLibj

Egyszerti dolog, mégis gyakori hiba.

M 1.3.

1. Nem.
2. Nem.
3. Igen.
4. Tgen.

5. Igen.

6. Cseréljiik az ’i’ indexet ’j’-re, az 'I’-et 'k’-ra.

N

N
> wiLijv; — Y Lyjwgv; =
kj=1 k=1
N

= Z kakj (’Uj — ’Uj) =0
k,j=1

7. C =wLv — wLv

2. Hatarérték; a rend fogalma

27

M 2.1.
1.1
2.0
3.1
4. nincs hatarértéke
5
5 2
5 7
6. L
nk k' (n—k)!
_lam-1)...n—k+1)(n—k)!
- nk (n— k) k!
S nn—1)...(n—k+1) 1 poo 1
B nk k! k!
M 2.2

b2 e? + (2ab + b?) e® + O(4)

M 2.3.
1+2e+3e24+0(3)

M 2.4.

cos(x) =1 —22/2 + O(4);
el =eef =e—ec+ O(?);
e = e —ex?/2+ O(4)

M 2.5.
) (1+6)5*17/1+56+O(62)*/Iﬂ
T(l4et -1 A+4de+0(e2)- A

NI

2.0 (a nevez6 gyorsabban divergdl, mint a

szadmlalo)
3. nincs hatéarértéke

r — O(2?)
r x

n sin(r)

:1—(’)(962)@)1

M 2.6.

sin(z) = — O(3);
VIi—e=1-1/2-0(2);

V1 —sin(r/18) =1 — /36 + O(2);



ordo 5-ig:
1—sin(z) =1—12/2 —2?/8 + 23(1/12 — 1/16)+
at(1/24 — 5/128) + O(5)

M 2.7.
arctg(2-1073) ~2-1073;

V1-2-1073~1-2-1073/2;
exp(l —1073) ~e—e1073

3. Egyvaltozoés differencialas és integralas

M 3.1.
d 4 . (z+Ax)®—2a?
P Alclngo Az
(x4 Az)® —a® 4%+ 327 Ax+ O((Ax)?)— 43
Az B Az
Az20 322
M 3.2.
1. 6(2z + 1)2
5 (22 + 5)(32% — 3x) — (62 — 3)(22 + bz)
’ (322 — 3x)?
3. 1(1 + 21/2)71/2 VL B S S
2 2 41+ Vr)

4. 243 e* 1+ 22+ 627 + 3e** [122 + 2]

5. 2% = e? @), % =z"(1+Inz);

vagy  lehet  logaritmikus  differencidlas

segitségével, ' = f(Inf) alapjin

df . flz+Az)— f(z)
6‘@_&130 Az B

x+Ax

~ Jim L / gly) dy - / g(y) dy
0

Az—0 Ax

= lim i/g(y)dy=

Aw~>0 Ax

= lim =S [9(z) Az + O((Az)?)] = g(z)

Az—0 Azx
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df 1 z+dz
=L = lim — dz, y) dy—
AR B / gz + dx,y)dy
—/g(ﬂmy)dy =
0
— lim — ] (x4 dz,y) dy+
= Jm | ) 9@+ dey)dy
0
m+dr x
+ / g($+dx,y)dy7/g(fﬂ,y)dy
x 0

Az els6 két tagban g(x + dz,y)-t Taylor sorba
fejtjiik = szerint, O(2):
af . 1|7 [ g
] - d —dzd
0 0
x4+ dl
+ / 9(x,y) dy+

x

z+dxa x

99 _

+ / 5, 12 Y /g(x,y)dy
x 0

A jobb oldalon a zdréjelben az els6 tag kiesik
az utolséval. A harmadik és a negyedik
tagban az integral kicsi dx-re irhatd, mint:

erd:c
g(z,y)dy = g(x,y = x) dx

z+dza a
/ —gdxdy — dedx
ox ox

xT

Ezek segitségével kapjuk'

af / 99 4
dx dz—)O dx or Y

+g(z,y =) dx +ag(may_x)dxdx} =

g
= lim |g(= / dy+
dz—o0 a

+3g(x, y =) dx]
ox



M 3.3.

ﬂ dy dz _ 9 ()
dx dz dz Teosiz

M34

5111 a:) " |
0

a Taylor sor ordo 6- ig'
(=3) (=8)

fO+8) =146+ 62+—54+755+O( )

M 3.5.

jelolés: fo = f(zo,y0);

A példaban szereplofiiggvényre igaz, hogy
ontm f
ox"oy™

flxo+Az, yo+Ay)

= f barmely n,m term. szdm esetén;

= fo+foBa+ folyt fo( D)+

BB+ byt = 3 T fo(an) (A
k,j=0
M 3.6.
f(6) = f(0)+ f(0)5 + O(62) =1+ 6 + O(6?)
df oy et = f@) . f@)f(6) — flz)
dx 6—0 1) 5—0 1)
f@)f©) = fl@) _ f@)(1++0(%) - fx) _
1) 1)
f(x) = f(@)6 + f(2)O(6?) = f(z) 50 f
1)
M 3.7.
l.z+C
1,5
3. —% +C
xd 3 22
46— =3+ +T0+C

5. az integrandus f’/f alakd, ekkor
[ =mlfl+C;

10.

12.

13.

14.

. cos?(z) =
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ftg(x)dx:f sinz .. _ _ICOS'x _

COoS T Ccos T

= —In|cos(z)| + C

1 2
‘3 / H_ixﬂ dx alakra hozés utédn az integran-

dus f'/f alakd,
tehdt a megoldéasfiiggvény: % In(1+2%)+C

Egy masik lehet6ség: x = sht helyettesitéssel.

. az integrandus f'/f alakd; In(e® +1) + C

. parcialis integrélds: fu’v + fuq/ = wv;

dz = zln(z)— [ 2l de = zIn(z)—2+C

[ In(z)
cos(2z) + 1
2

1
g + 1 sin(2x) + C

; t = 2x helyettesitéssel,

t = 1 — 4z helyettesitéssel:
1 5¢5/4

dx 1
1/4 2 _ = 1/4 _ =
/t : dt = /t dt = 1

1.4 1
cz—g\/ﬁ+cz_g,4/(1—4m)5+c

. parcidlis integrélds; ze® — e* + C

t = €” helyettesitéssel; — cos(e®) + C

parcialis integralas kétszer;
22 sin(z) + 2z cos(x) — 2sin(z) + C

t = e” helyettesités utan parcialis integralés;
—e” cos(e”) +sin(e”) + C

M 3.8.

aEl . 717 ﬂ-
. parcidlis integralas; 5~ 1

. parcialis integralas 6tszor, vagy tabazatbol; —

re3) _ Vr

.2 =

43/2 8

. t = \/x helyettesitéssel; g

. integréltéablazatbdl: 72 /6

. integréltablazatbol: 72 /12



4. Tobbvaltozés differencialas
jelolés:  r = (z,y) ill. (x,y, z) értelem szerint,
a két ill. harom valtozds esetben
r=r| =22 +y2 il /22 +y2 + 22
a két ill. harom valtozds esetben
j6 tudni: 9r/dx = x/r

M 4.1.
,of _rt-2? 0f | 2wy
B oy  rd
af 1 1 of 1 2
20 SE S oo e =
or  wleA)s Oy l(ag)y
o Of _x  Of 'y
" ox % oy r2
g v_ v, 00y, 0¥ z .
C 9r o oy r 8z re

A 3. és 4. példédban szerepld fliggvény x, y-ban ill.
x, 1y, z-ben szimmetrikus, ezért a kiilonbozé valtozdk

szerinti derivaltak x — 1y stb.  helyettesitéssel
megkaphatok.

M 4.2.

0 0 0

——f=—6(2 2=12(2

oy o:! = 3y (22 +y) (2z +y)

0 0 0

——f=-3(2 2=12(2

90y ~ ox (22 +y) (22 +y)

M 4.3.
jelolés: ro = (zo, yo)

g _ T

or  |r—rf3

of of of
d = —, — ) =
_ 7(55—550,3/—2/0,2—20) __I'—7To
v — ro|3 |r — o3

M 4.4.

oD x cos(r)
g—cos(r);, Vo = "

részletesebben: ldsd el6zé példa
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lg/; 4.5. _—

= 2zn(r?)

g% =42%n(n — 1)(r?)" 2 + 2n(r?)n-1
Af = dn(n—1)(r2)" 2 (2% + % + 22)

+ 6n(r?)"~ ! = (r))»~(4n(n — 1) + 6n)

M 4.6.
Af_0fde 0f dy
dt  Or dt Oy dt

dx dy
=(1 2 == 4+ (2xy — 9%) -2
(102 +y7)— + (2zy = 9y7)

M 4.7.
_
" Rn
orT orT \%4 P
dT = —d —dV=—A —AV
dp p+8V Rn p+Rn
M 4.8.
o e/ ).
= 7 :
oT 1 a or V-b
— == — —2a(V =0)); — = —
av R(p+ V2 a( ))? ap R )
1 a V—-b
T=— — =2 —b))d —d
d R(p+V2 a(V —0))dV + 7 dp
M 4.9
o® Zx
E = —grad®; 9 5
r
E=- 3(%1972)— ZT3;
| _ Z
Bl=275 =13
M 4.10.

1. formalisan:
a V x v vektor ,,meréleges” V-ra, ezért V x v
skalaris szorzata V-val 0

precizebben:



jelolés: Vxv=w

V(V x v) = (a%,(%,a@)(wx,wy,wz) =
8 z Ow, 8 . v, v, vy
o+ o T G = (G — T 5y (5E

p)
%) + az(%: — %LJ) =0 (wi.: Young-tétel)

2. formalisan:
a V@ vektor V-val ,,parhuzamos”,
szorzata V-val 0

ezért x

precizebben:
[V X (V(I))]x — 9z (V(I)) y(vq))x =

— 002 _ 9092 _
~ Oz Oy Oy Oz

[jjbél a Young-tétel miatt. Teljesen hasonléan
lathatd, hogy a masik két komponens is 0.

M 4.11.

diVV:(%,{%;%)( 'Y, 2 ) 3z+8y+8z_3

VB = (& &) 0 ) =

oz’ Oy’ 0z T
oy /) + gz (/) =

= ge(z/r®) +

3 2 .3 .
_ r°=3rx T —37y r 73rz
r6 + r6 +

= (3r3=3r%) /18 =0

(kivéve r = 0)

M 4.13.

jelolések:

e7,ef, e : az eredeti Descartes bazisvektorok
e¥ e}, e} : az elforgatott bazisvektorok

kapcsolat e’ ek és e¥-ok kozott:

e _Z ij ]
el =3, (U—l)“e]—z (U )U Y =3, Ujie}

(mivel U unitér, valés métrix)

a helyvektor komponensei:
r= Zj yje; = diried =3, jriUjie;

tehat: Y; = Zz Ujlxl
v komponensei:
_ T AT Yy _ Y PN
v=>viel = viep =3 v Uki€]
‘L _ Y
tehét: = Uit}

a divergencia a két koord. rendszerben szamitva:

(div v) Z

: az eredetiben
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az elforgatottban

(divv)¥ = zl: (r“)ayi g
a lancszabaly segl'tségével'

0 Oy T
Z Ox; Z 0y; 8%
kihaszndlva, hogy 0y, / 8961 = UjZ

Z a jZ i Z a szUkﬂ)k

i,5,k
mivel ), U]ZU;“ = jk (ul U unitér)

Zéﬂf Z 8y

(div v)*

(div v)*

(div v)* (div v)¥

QED

M 4.14.
Az eléz6 példa jeloléseit hasznaljuk. A Laplace-
operator a két koord. rendszerben

9?
T = — 1 y =
A 8x§ ill. A E 8yz

a léncszabély segitségével:

9 Oy,
8x1 Z Oy; 0x;

ezért:
_ Zaayy Ziayk _
8951 6152 33/]‘ 0x; - Oyy, Ox;
—U;;Up;

Z 5y a U jiY ki
Az utolso egyenlosegnél kihasznaltuk, hogy
gff = Uj;. A Laplace operator:

8 0
ACE = U 'LUkz

Mivel U unitér Z U;iUpi = jk fgy

AT=2 0 o2y Zayj ou;

QED

M 4.15.
diva = Z(zz2)i%+ %(—yz)j2 + 2 (22%y)k? =22y

da = 23yt — 229323 + 22%9y% 23k
rot (Pa) = (4a? yz + 322y3
+ (4a3yz® — 83y
+

22)i+
Z)J
(—2xy323 + 232H)k



5. Tobbvaltozés integralas

M 5.1.

[ dy [23dz + [ [2?ydzdy
5134 1}3 2

Y+ 5+ g() + h(y)

g(x) és h(y) tetszOleges fiiggvények

4 3
=y + [ydy =

M 5.2.
L= [lds| = [/(dz)*+ (dy)* =

- V() () o= V-
jmdx
integr;xltéblézatbéls
I = [@ + In(4v1+ 422 + 81:)}?
VI+16+ {In(4v/T+16 4 16) — 51+ 4—
1In(4y/1+4+8) = 3,16784

M 5.3.

l= fl \/1—+—(ch’(ac))2d3v7

részletesebben: ldsd el6zd feladat

I = f1\/1+sh2(:z:)dx: flch(x)d:c:

[sh]L, = sh(1) — sh(—1) = &=L/e_L/ete

= e —

M 5.4.
Praktikus a polar koord. rendszer ¢ szogét hasznalni
paraméterként. Ha r a kor sugara, x = rcos(¢) és

y = rsin(¢) a két Descartes koordindta.
A kor keriilete:

V@R = (%) + (%)
sz V(=rsin(0)” + (r cos(8)) do =

| =

Zfﬂ\/ﬁdgﬁ =r Zfrdgb =r[g]3" =r2r

M 5.5.
A parabola és az egyenes metszéspontjai: (-1,1) és
(2,4). Az integral:

o =

32

2 z42 2
I:/ (/ dy) da:z/ [y dz =
-1 2 -1
2 2 372
:/ (x+2—2?)de = S, =45
1 2 314
M 5.6.
2 [ a2
[ Jp@® + y?)dzdy = | (f(w2+y2>dy> o
1 \1
2 p— 2 .
f[x2y+y3} de = [ x4+%—x2—%)dx=
1 y=1 1
2
5 7 3 31 , 127 _ 8
RS Rt R L S
M 5.7.
Descartes koordinatdk helyett érdemes sikbeli

poléarkoordinatékat hasznélni. A transzformécié
Jacobi-determindnsdnak abszolit értéke |J| =r. Az
R sugart kor teriilete:

27

R
/ dxdy:/rdr/dQS
kor
R

0 0
r2 ” R?
[2]0 [Qﬂg = 7 2

M 5.8.

Polérkoordindta Az (z,y,2)
(r,0, @) transzformécié Jacobi-determindnsdnak ab-
szolit értéke |J| r?sin(f). A térfogatelem
gémbi koordindtarendszerben tehat: dVv
r?sin(f) d¢ df dr = dodr, ahol do az elemi gomb-
feliilet.
Az

F =

T =

rendszer. —

R sugari gbmb felszine:

Joimp do = 57 Jor B? sin(0) dodg =

R2 [2™d¢ [ sin(0) df = R2[¢)2™[—cos(0)]f =

R*2(27) = 4R?*m

J6  tudni: 4
2T [T sin(6)dgdg.

integralasakor megjelenik.

az  un  térszogintegral,

Gombszimmetrikus fliggvény

M 5.9.

Az el6z6 példdhoz hasonléan. A kiilénbség, hogy
itt a gdbmb sugara nem rogzitett, hanem r szerint is
integralni kell. Az R sugartd géomb térfogata:

Vo= [ T2 sin(9) d dg dr =

fOR r2dr fOQW d¢ [, sin(9) df =

r3 R R3



M 5.10.
Az (x,y) Descartes koordindtédkrél érdemes 1j
koordindtakra (r,¢) attérni, az

y =br sin(¢)

transzformécié szerint (r és ¢ itt nem a sfkbeli
polérkoordindtdk). Az ellipszis nagytengelye a |,
kistengelye b. Konnyen ellenérizhetd, hogy a fenti
paraméterezéssel r = 1 esetén tetszbleges ¢-re
teljesiil az ellipszis egyenlete (z2/a® + y?/b* = 1).
Ha r < 1, az ellipszis belsejébe es6 pontot kapunk.
A fenti transzormacié Jacobi-deteminansianak ab-
szolut értéke |J| = abr, ez is konnyen megkaphatd.
Az ellipszis teriilete:

x = ar cos(p),

1 p2m 1 2w
T = [, [y abrdedr=ab [;rdr[" dp=

o711
= ab [%] 21 = abw
0

M 5.11.
A vektortér az egyenes mentén:

v(r) = (22, — (=22 + 2)z) = (22, 222 — 22)

az egyenes egyenletének derivéltja:
dy/dz = -2,

a keresett integral:

[}, (vp d 4 v, dy) = fol v dz + fol vy% dr =
= fol z?dx + f01(2ac2 —2z)(-2)dz =
= [} (~32% + 4z) dz =

= [—x?’ + 2952](1) =1

M 5.12.
az F vektortér a gorbe paraméterével kifejezve:

Plr(e) = ooyt + oo + Ok =

= icos(y) + jsin(¢) + kO

a gorbe derivaltja a paraméter szerint:
dr/dp = —isin(p) + jcos(p) + k

dr .
az F — skaldris szorzat értéke:

de
—cos(p) sin(p) + sin(p) cos(p) +0-1=0

ezért a keresett integral:
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27 27
/Fdr: /F(r(cp))j—;dga = /Odcp:()
L 0 0

M 5.13.

Az els6 gradiens tétel értelmében
[ grad®(r)dr = ®(B) — B(A).
A kérdéses integral értéke tehat:
23.3.52—-13.1-12 =599

6. Széls6értékszamitas, varidciészamitas

M 6.1.

f'=Q2—-xz)xe™®

Szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy
f'=0. Mivel e® # 0, badrmely valdés x-re, a derivalt
fliggvény z = 0 és x = 2 esetén lehet nulla. Ezekben
a pontokban lehet szélséértéke f-nek.

A feladat nem kérdezi, de lehet ellenérizni az

elégséges feltételt.

f'=2e"% —2ze™* — f’

f"|gE:0 =2 >0, x = 0 esetén ezért minimuma van
f-nek

f”|$:2 =272 <0, z =2 esetén ezért maximuma
van f-nek

M 6.2.

1. megoldas: behelyettesitéssel
A mellékfeltételbdl: y =1 — x.
Ezt behelyettesitve f-be:
fl@) = 2?(1 —2)?
ff=22(1—-2)[(1—-2)— 2]
f/ =0, ha
xr=0. Ekkory=1.
vagy * =1. Ekkory =0.
vagy x =1/2. Ekkory =1/2.
Ebben a harom pontban lehet szélséérték.

2. megoldas: multiplikdtor mddszerrel
A mellékfeltétel egyenlete, O-ra rendezve:
g(@y)=x+y—-1=0
Tekintsiik az aldbbi fliggvényt (A a Lagrange
multiplikdtor):
F(z,y,A) = f(z,y) = Ag(z,y)
Az F parcidlis derivalt fiiggvényei:

%—I;:Zmyz—)\



%—5 = 2x2y - A

9

95 = g(x,y)

A mellékfeltételes szélsGérték létezésének
sziikséges feltétele a parcidlis derivaltak
0 volta. A X szerinti derivalt elt{inése a

mellékfeltételt biztositja, ezzel egyelére nem
foglalkozunk. A maésik két derivaltat nullava
téve a
2zy? = 222y
egyenletet kapjuk. Az egyenlet teljesiil, ha
x = 0vagy y = 0 vagy x = y. Ezt a harom
megoldast a mellékfeltételbe visszahelyet-
tesitve:
r=0, y=1
vagy =1, y=0
vagy t =y =1/2

A Lagrange féle multiplikdtor mdédszer hasznalata
ebben a példiban nem indokolt, az 1. megoldés
egyszeriibb.  Vannak esetek azonban, amikor a
multiplikator médszerrel tudunk sokkal konyebben
célt érni (14sd pl. 6.5., 6.6.).

M 6.3.
T TR T
ox2 7 oy 7 0xdy

A Hess-métrix: H = ( ? ; )

det H=4-1=3>0

A determindns egyenld a sajatértékek szorzataval.
Mivel a determinédns pozitiv, ebbél kovetkezik, hogy
a Hess-matrix két sajatértéke azonos elGjeli. Ezért
létezik szélsGértéke az f-nek.

A feladat nem kérdezi, de lehet ellenérizni: a két
sajatérték \; = 1 és Ao = 3. Mindketté pozitiv,
f-nek tehdt minimuma van. A minimum helyét a
of/0x =0
of /0y =0
egyenletrendszerbdl kapjuk: x =0 és y = 0.

M 6.4.
Lagrange multiplikdtor médszerrel (ldsd 6.2. példa)

a multiplikdtor értékére ?’g—\/ﬁ—t kapunk. A négy
(z,y) pontpér:
(w1,91), (21,92), (2, y1), (¥2,92), ahol

gy =1/VA+2V2, yo=—1/V4-2V2

_ 1 _ 1
xl_\/1_4+2\/§’ mQ__\/1_4—2\/§

A flggvényértékeket kiszdmolva lathatd,

hogy
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(z1,1y1) és (x2,y2) esetén maximuma, (x1,y2) 6és
(z2,y1) esetén pedig minimuma van f-nek az adott
mellékfeltétel mellett.

A fenti megoldas helyett egyszeriibb, ha a
mellékfeltételt, a geometriai jelentést kihaszndlva,
x = cosg, y = sinp valasztdssal teljesitjik (¢ a
sikbeli polar koord. rendszer mésodik koordinataja).
Igy az

f(@) = cos sing + cos? p + 2sin? ¢

egyvaltozds fliggvény szélséértékeit keressiik. A
df /dp = 0 feltételbdl a

cos? ¢ —sin® p + 2cos ¢ sing =0

egyenletet  kapjuk. A kétszeres szogek
szogliiggvényeit felhaszndlva cos(2p) = —sin(2¢)
adédik. Ebbél 2¢ = 37 + krr |

p=3T+kg

A ¢ szerinti masodik derivalt,
F"'= 2 [cos(2¢) — sin(2p)
negativ ¢ = %w ill. ¢ = %ﬂ esetén, ezért ezekben

a pontokban maximuma van f-nek. A ¢ = %w

ill. ¢ = 27 esetben f” pozitiv, ezeken a helyeken
minimuma van f-nek.

M 6.5.

Lagrange multiplikdtor médszerrel. A mellékfeltétel
0-ra rendezett egyenlete:

9(z,y,2) =2* +y* + 2> —=1=0

A mellékfeltétellel kiegészitett fiiggvény:
F(J?, Y, z, >\) = f(l', Y, Z) - )\g(l', Y, Z)
Ennek z,y, z szerinti parcidlis derivaltjai:
OF/0x =2y —2\x, OF/0z =2y —2)\z
OF /0y = 2z + 2z — 2\y

A
OF/0x =0
0F/0z=0
OF /0y =0
egyenletrendszer megoldasaként kapjuk, hogy

z = = y/A (az els6 és a masodik egyenletbél),
vagy A = 0.

Ha A =0, az

- }
22 +22=1

egyenletrendszerb6l = =

z=F1/V2.

Az =z = y/X esetben A = +£v2-t kapunk. A

+1/vV2, y = 0 és



Yy
+v277 +v/2
lyettesitve kapjuk, hogy y = +1/v/2.

mellékfeltételbe a ( ) pontot visszahe-

07 _i)7

Az f staciondrius pontjai tehat: =( 7

(1L & (-5,
A fligvényértékek a staciondrius pontokban rendre

11,2 V25 2 Az fnek  tehat
a harmadik és negyedik pontban maximuma, az
otodik és hatodik pontban minimuma van az adott

mellékfeltétel mellett.

1
V2’

Itt is lehet polarkoordindtakkal probalkozni, de a
megoldas multiplikator médszerrel egyszeriibb.

M 6.6.

Lagrange multiplikdtor médszer. A nullara rende-
zett mellékfeltételt egy szammal szorozva az eredeti
figgvényhez hozzadjuk:

F(z,y,2,A) =1/z+4/y+9/2 + Nz + y + 2 — 12)

Az F fliggvény x,y, z szerinti parcidlis derivaltjait
nullava téve a

—1/22+ X =0
—4/y* + 1 =0
—9/224+X=0
egyenletrendszert  kapjuk, ennek megoldasa:

y==22xésy =43z .

A mellékfeltételbe visszahelyettesitve:
r+2xr+3x=12 .

Ez tkp. négy egyenlet, amibol -+,+ el6jel
esetén r = 2, y = 4, z = 6 -ot kapunk.
Ez az egyik megoldas. A +,— el6jeleket

valasztva ellentmondasra jutunk, a —,+ eset
az x =6, y = —12, z = 18 megoldasra, a —, —
eset pedig az ¢ = —3, y = 6, z = 9 megoldasra
vezet.

M 6.7.
(a) Of [0z =ye™, Of/0y=e" —1
Az
ye” =0
e*—1=0

egyenletrendszerbél kapjuk, hogy a (0,0) pont
a staciondrius pont.

(b) a masodik

0 f)0x* = ye* ,
0% f/0xdy = €

parcidlis derivaltak:

floy? =0

A Hess-métrix az x = 0, y = 0 pontban:
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01
H‘(OVO) - (1 0)

Ennek sajatértékei és normélt sajatvektorai:
1

M =-1, vi = ?(1,—1)

=1, va=5(11)

(¢) Mivel a (0,0) pontban szémitott Hess-mdtrix
egyik sajatértéke pozitiv, a masik negativ,
ezért f-nek nincs széls6értéke a (0,0) pontban,
hanem nyeregpontja van.

M 6.8.
A funkciondl varidcidja:

0J = /b (3f%(z)x? of — 2f(2)2® &f) da =

b
_ / (3f2(x)2? — 2f (2)2°) of do

A szélséérték sziikséges feltétele, hogy a funkciondl
variacidja nulla legyen. Az f fliggvény variaciéja, of,
tetszéleges. A fenti integrél ezért akkor nulla, ha
3f2(x)a? = 2f(x)2® =0

f(z) (3f(z)z® —223) =0

Az egyenlet megoldésai: 0 konstans

fz) =

2
fiiggvény, és f(z) = 3%

M 6.9.
A funkcional varidcidja:

b
5J:/ (lnf5f+fjlc5f—25f> dz =

b
:/ (Inf+1-2)6fda

A J variicidja akkor nulla, ha

Inf+1-2=0

fenndll. Ebbdl kapjuk, hogy a J funkciondlnak az
f = e konstans fiiggvény esetén lehet szélséértéke.

M 6.10.
A J funkciondlhoz hozzdadjuk a mellékfeltételt
nulldra rendezve, szorozva egy szammal (Lagrange

multiplikétor):

- w/2 B /2 ) B
Jf/o cos(x) f(z)dx — A (/0 fA(x)dz -1

A J funkcional variacidja:
N w/2
0J = / (cos(z) — 2M\f(x)) of dx
0

akkor tiinik el, ha
cos(z) = 2\ f(x) , azaz f(x) = cos(x)/(2N) .



A mellékfeltételbe visszahelyettesitve:
1 /2 1 z 1 w/2
4—/\2/0 cos?(z) dx = e [2 + 1 Sln(2x)} . =
1 7
= — = 1
4)2 4

VT
4
2 cos(x)

V3

Ebbdl a multiplikdtor értékére A = + , addodik, a

keresett fiiggvény tehdt f(x) =+

M 6.11.
1
A mellékfeltétel egyenlete: / f? (x)dz—1=0
0

A

j/lezf(x)dm—)\</01f2(x)dx—1>

funkciondl variacidja:
1 1
5j=/ :v25fdx—)\/ 2f of dw =
0 0
:/ (x2 — )\2f) Of dx
0

Mivel 6f tetszéleges, 6J akkor nulla, ha

22 = X\2f =0, azaz f=2z2/(2)).

A mellékfeltételbe visszahelyettesitve:
oty 11

_ d = —— =

oz f, T s

EbbSl A = +1/(2V5), ezért f = ++/52?

M 6.12.
#(0)=0+0=0,¢(1) =140 =1, ¢ tehdt teljesiti
a peremfeltételeket

Az  E(f) funkciondl helyett

E(c) = fol <¢2—(¢)/)2> dr fiiggvényt, és azt
keressiik, milyen ¢ szam esetén lehet szélséértéke
E(c)-nek.

¢? = 22(1 + 2¢ + %) — 23(2¢ + 2¢) + 2a?
(¢/)? =1+ 2+ ¢ — 4x(c+ 2) + 4222

1 . 24: oh+1 1
E(c)z/ apx” dx = ak{ } =
0 = E+1],
4

tekintjiik az

4

k= k=0
ek +1
dE &K1 day,
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Az ajp egyltthaték és c¢ szerinti
ao=—(1+¢)?, a; =4c® +4c
ay=1+4+2c—3c¢%, a3=—-2c2—2¢c, as=c
dag/dec = -2(1+¢), daj/dc=8c+4
dag/dc =2 —6¢, dag/dc= —4c—2

derivaltjaik:

2

day/dc = 2¢

Az egylitthaték ¢ szerinti derivaljait a fenti
dE/de = 0 feltételbe helyettesitve ¢ = %—ot
kapunk.

Az egzakt megolddshoz terkintsiik a funkcional

......

1

57 = [ (24()85(0) = 21'2) (1)) da

0
Beldthatd, hogy o(f'(z)) = (6f(x)) (ui. a de-
rivalds linedris miivelet, és varidlaskor csak a § f-ben

elsérend(i tagokat tekintjik). fgy a funkcional

varidcidja irhat6, mint
1
51— [ 21of —2160)) as
0

Integraljuk parcidlisan a masodik tagot:
1 1
2 [ 76y de=21r5f); -2 [ /57 o
0 0

Mivel §f nulla az integralasi tartomany hatarain,
ezért a jobb oldalon all6 az els6 tag nulla. A
funkciondl variacidja tehat:

1

5J=/(2f+2f”)(5fdx
0
A 0J = 0 feltétel tetszbleges § f-re akkor teljesiil, ha

f+f"=0.

Vegyiik észre, hogy tkp. az Euler-Lagrange egyen-
letet vezettiik le, az adott specidlis esetben. Az
Euler-Lagrange egyenlet szerint egy

b
J=[F(z f(z),f'(x)) dz =0

funkcionalt stacionariussa tevé fiiggvény, a
OF d OF

of dwof

differencidlegyenletnek tesz eleget.

Az ebben a feladatban ad6dé differencidlegyenlet
peremfeltételekhez illeszkedd partikuldris megoldasa

f(z) =sin(z)/sin(1).



M 6.13.

Hv = (y,z) , E=(w,y)<z> = 2zy

Tekintjiik az
F:Qacy—)\(x2+y2—1)
figgvényt. Ennek x és y szerinti parcidlis de-
rivéltjait 0-va téve 2 egyenletetet kapunk a harom
ismeretlenre:

20 =2 x =0

20 — 2 \y =0 }
Az egyenletrendszer megolddsa: A = +1 és z = +y.

A mellékfeltételbe visszahelyettesitve: 222 = 1,
tehdt x = 1/\@ dsy = :I:l/\@.
Vegyiik észre, hogy a H maétrix sajatértékfeladatat

oldottuk meg, A-ra a sajatértékeket, v-re a
sajatvektorokat kaptuk.

M 6.14.

Legyen a két terepet elvélaszté egyenes az x ten-
gellyel parhuzamos. A futé y;-nyit mozdul el az y ko-
ordinata mentén az elsé terepen, yo-nyit a masodik
terepen. Kérdés, hogy hogyan osszuk fel az = koor-
dindta mentén sziikséges elmozdulast, Azx-et, zi-re
(az elsd terepen megteendé 1t) és xo-re (a méasodik
terepen megteendé 1t) Ugy, hogy a futds alatt eltelt
id6 minimaélis legyen.

Keressiik tehdt a T(x1,72) = t1(z1) + ta(x2)
fliggvény szélséértékét, ahol t1 az elsd terepen futott
id6, to a méasodik terepen futott idé. A két véltozo
kozotti o1 +xo = Ax Ssszefiiggést mellékfeltételként
figyelembe kell vegyiik.

A két terepen futott id6, mint xp ill. o fliggvénye:
t1 =23+ /o1, ta =23+ 93 /v

A mellékfeltétellel kiegészitett fiiggvény:
T:t1+t2+)\(Al‘—x1—$2)

Ennek 1 és x4 szerinti parcidlis derivaltjait nullava
téve kapjuk:

L sina/\—O}

vy

i sinf—-—A=0

ahol « a ,,beérkezés” szoge (sina = z1/y/2? + y3)

és [ a ,kilépés” szoge (sinf3 = zo/\/23 +y3). Az

egyenletrendszerbol a s%n(a) _n
sin(3) Vg

adddik (v.6. Snellius-Descartes torvény).

egyenletet
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7. Koordinatarendszerek
M7.1.

r=+z2+y2?=3,90

o = arc tg? = 140,2° = 2,45 rad
X

MT7.2.

r=+vz2+y2+22=6
z
¥ = arc cos——————
Varz +y? + 22

(p = arc tgg = 243,4° = 4,25rad
T

= 114° = 1,99 rad

M 7.3.
x=rcosp =0
y=rsinp=1
M 7.4.

z=rsindcosp=—v2
y=rsindsinp =0
z=rcost =2

M 7.5.
T =1Cosp
y=rsing
ox .
or g cosp —rsing
J= oy 05| = sing  rcosp |
or 0O

=rcos’p — (—rsin® ) =r

M 7.6.
x =rsindcosp
y =rsindsing

z=rcost
9z Oz Oz
or 09 Oy
J—|0s 0w 0u| _
—|or 99 Op|
or 09 Oy

sintcos rcostcosp —rsindsing
= |sin¥siny rcosdsing rsindcosy | =
cos ¥ —rsind 0
= cos ¥[r? sin ¥ cos ¥ cos® p — (—r? sin 1) cos ¥ sin? )]
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M7.7é 5
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or Op
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M 7.8.
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M 7.9.
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M 7.10
M7.11
M7.12
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M 7.13.
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M 7.14.
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8. Komplex fiiggvények

M 8.1. |
A —1 exponencilis alakja: —1 = e#(7+k27)
y = —11/4 = ei(%Jrk%)
A Hégy gyOk 21 = eiﬂ—/47 29 = ei3ﬂ'/4

2y = €5T/4 4, = /4

Re(z1) = Re(z4) = cos(m/4) = 1/1/2
Re(z2) = Re(z3) = cos(3m/4) = —1/+/2

M 8.2.
j = (—Z)l/2 = (ei(%+k2ﬂ—))1/2 = ei(%-‘rk‘n’)
.1

i—
V2
1

V2

—1

Két ilyen szdm van: j; = —— +

és Jo =

s

1
V2

M 8.3.
Az i exponencidlis alakja: i = ¢
Z-i — €i~i7r/2 — e*ﬂ/?

im/2
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A képlet érdekessége, hogy harom kiillonbozé ere-
detli matematikai dllando kézott teremt kapcesolatot.

M 8.4.

f(z) =22 = (z +iy)? = (2% — y*) +i(22y) = u +iv
Az f(z) valés része u = % — y?, képzetes része v =
2xy.

M 8.5.
z algebrai alakja: z =a + ib
eiz o efiz eiaefb o 67iaeb
S. = = =
e 2i 2i
—b b

. .. .€ ..
= —27(cosa+zsma) —HE(cosa—zsma) =

. eb + e~b n eb —e 0
=sina | —— i1cosaq | —— | =
2 2

=sinachb+icosashb

Re(z) =sina chb, Im(z) = cosa shb

M 8.6. |
f(2) exponencidlis alakja: sin(z) = re*? |

abol 7 = /TR T TP 6 te — Bt

Az el6z6 példa eredményét felhaszndlva:
r= \/sin2a ch?b+ sh?bcos?a =
= \/sinza ch?b+ sh?b— sh?bsin’a =

= +/sina + sh?b

tgp = thbctga

M 8.7.

sinz = sin(a +ib) = A+ iB
Az sinz domborzata, a 8.6. példa eredményét
felhasznalva:

|sin z| = VA2 + B2 = v/sin?a + sh?b

M 8.8.
A fluggvények analitikus voltarél donthetiink
a Cauchy-Riemann feltételek alapjan vagy a
fiiggvények Laurent-sora alapjan. Most az utébbit
nézzik:

Nem szerepel negativ kitevéjii tag a sorban,
ezért cos z az egész komplex szamsikon anali-
tikus.



22 2P

3 +§:F

analitikus az egész komplex sikon

b.) sinz =z —

2 23

z
c.) € _1+z+—+§+

analitikus az egész komplex sikon

cos z

d. -
) z z 204l

z = 0-ban szinguléris (elsérend{i pélusa van),

a komplex sik t6bbi pontjaban regularis

sin z 22 24

e.) > :1—§+§:F

analitikus az egész komplex sikon

e 1 22
f) —==-+1 =
)Z ++ +3,+

z = 0- ban Szmgularls (elsérendii pélusa van),
a komplex sik tobbi pontjaban regularis

M 8.9.

A Cauchy-Riemann feltételeket ellendrizziik.
Azaz azt vizsgdljuk, hogy f(x + iy) = u + iv-re
Ou/0x = Ov /0y és Ou/dy = —0v/0z teljesiil-e.

a.) Ou/0x = 2x, Ov/dy = 2z, az elsd feltétel
teljesiil
Ou/dy = =2y, Ov/dr = 2y, a mésodik is
teljesiil
f az egész komplex sikon analitikus

b.) u/0x =2, Ov/dy = 2, az els6 feltétel tel-
jestil
Oou/dy = 1, 0Ov/0r = 1 a mésodik feltétel

nem teljesiil

Nincs olyan pontja a komplex siknak, ahol
mind a két feltétel teljesiilne, ezért f sehol sem
analitikus.

M 8.10.
A fiiggvény analitikus, ezért a szokdsos derivalési
szabélyokat alkalmazhatjuk.

df/dz = nz""le? 4 2me?

1 1 1 z 22
fz)= 7+7+72'Z2+3T+ +5'+*+
A z = 0 pont kivételével f mindeniitt analitikus a
komplex sikon.
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M 8.12
1 1 a—1b a—1b
R A R
a b
Re(f):m7 Im(f):*m

b.) f(z) a 0 kivételével mindeniitt analitikus

M 8.13.
parcidlis integrélas:
[ ze*dz = ze* — [e*dz = ze*

C tetszbleges komplex szam

—ef+C

M 8.14.
Jeldlje G az R sugart félkorivet. Az f(z) figgvény
Gr kontiron szamitott integralja:

™ ; % B
I= GRf(z)dz/O f(Re“”)d(pdap—

:/ f(Re™)iRe™ dp = z/ Rf(Re™)e' dyp

0 0

A végtelen sugart félkoriven vett integralt az [
hatarértékeként kapjuk, ahogy R — oo. Ahhoz,
hogy ez a hatarérték nulla legyen, a fentiek alapjan
az sziikséges, hogy Rf(Re'?) — 0, ahogy R — oo,
és a (p szerinti integral korlatos legyen.

A 8.15. feladatban szerepld

f(z) = 1/(4 + 2?) fiiggvény esetén példdul ahogy
R — oo az f(Re'¥) = 1/(R?e*% +4) fiiggvény tart
1/R%e*%-hez. Az utébbi kifejezés R-nek —2-odfoku
homogén fiiggvénye, R-rel szorozva is 0-hoz tart, ha
R — 0. A ¢ fiiggl rész integrélja ebben az esetben

[ e #etiedp = [e~?dp = —2i, korlatos.
0 0

M 8.15. P |
_ (e [ Y+2)
_/(x+2i)(x—2i)_/c o2 ¢

A G legyen egy olyan zart gorbe a komplex sikon,
amely a valds tengely —oo-tél oo-ig, lezarva egy
végtelen sugard félkorrel a felsé félsikon. A gorbe
irdnyftasa pozitiv. A fenti egyenldség fenndll,
mivel 1/(4 + z?) végtelen sugard félkoron vett
komplex integrélja nulla (ldsd 8.14. feladat). Az
egyenlet jobb oldalan az integrandus szamlaléja
analitikus a konttron beliil, a nevezében &all6 z — 2
miatt az integrandusnak egy polusa van G-n belil,
z = 2i-nél. Felhasznaljuk a



/ /(z) dz = 2mif(z0)

zZ— 20
G
Cauchy-féle integralformulat (itt f(z) analitikus
G-n belill, az integrandusnak csak z = zg esetén van
pélusa G-n beliil). Ennek segitségével kapjuk, hogy:

1
I =2mi =7/2
" i
M 8.16.
:/ (;f)sx ‘ d:z::/ cosz/(z'+z) gy —
(x4 0)(x—1) a z—1i

= 27i % =mcos(i) =7 ch (1)
i

Magyarazatot lasd az el6z6 példanal.

9. Linearis terek és operatorok,
matrixszamitas
M 9.1.
(ala) =4+0+16+5=25

la| = v/(ala) = 5
a=a/lal = %(_27 0,4, \/5)

M 9.2.
(alb) = 2+ (2i)* —3i =2 —bi

M 9.3.

a.) (e"xle™x) = e "' (x]z) = (x]z) =

/ 3 b b —ad
= 2d = —_ = _
/x x 5] 3

a

b.) ((a+ib)x]y) (x|(a+ib)y) =
= (a+ib)* (a+ib)(x|y) (x|y) = (a® + b?)(x|y)*

M 9.4.
Tudjuk, hogy |a) és |b) ortonorméltak, tehat
(ala) = (b]b) =1 és (a|b) = (bla) = 0.

Ellendrizziik |¢') atfedését |a)-val:

(alc) = (ale) — {ala){ale) — {alb) (Ble) =
YT

= {ale) ~ {ale) =0

Ellendrizziik |¢') dtfedését |b)-vel:
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(blc) = <bIC>—<bla><a|C>—<£@<bIC>=

——
0 1
= (blc) — (blc) =0
Vegyiikk  észre, hogy |¢/) a |¢) Schmidt-
ortogonalizaltja.
M 9.5.

a) Ellenérizziik az ortogonalitdst:

(eiles) = —V3+V3=0

Normalas:

_ 1
& =ei/lel| = €1

& =ey/les] = €2

b) vV = vi1€1 + v2€y
A vy és v9 kifejtési koefficienseket a fenti egyen-
letet skalarisan szorozva e€i-vel illetve eés-vel

kapjuk:
N 1 V3
v = (&1]v) = 5(04‘ V3) = 5
- 1 1
Vo = <62|V> = §(O+ 1) = 5
M 9.6.
ATl = deltA adj(A),

ahol adj(A) elemeit az A transzpondltjanak megfe-
lel6 eleméhez tartozé eléjeles aldeterminans adja

A fenti kifejezés értelmetlen, ha detA = 0. Ilyenkor
A nem invertdlhaté. Ebben a példdban detA = 2 —
2z, igy A-nak x = 1 esetén nem létezik inverze.

Ha z # 1, az A inverze:

2 =2
- 1
A 1:2—2x<_3; 1)

(A-val szorozva ellendrizhetd, hogy hibdztunk-e.)

Ha elfelejtenénk a matrix invertalds fent irt képletét,
azt barmikor megtehetjiik, hogy az inverz matrix de-
finiciéjat hasznaljuk. Ekkor egy n? ismeretlenes, n?
egyenletet tartalmazo egyenleterendszert megoldva
kapjuk meg az inverz mdtrix elemeit (n a métrix di-

menziéja). Ebben az esetben a

12 ab) (10
(3)(2a)-(o")
egyenlet alapjan az a,b,c,d szamokat kell megke-
ressiik. A fenti méatrixegyenlet tkp. négy egyenlet,
amiket a matrixszorzast komponensenként kiirva ka-

punk meg:



a+2c=1

ar +2c=0

b+2d=0

br+2d=1
Lehet ellenérizni, hogy ezen a tdton is ugyanarra az
A~ lre jutunk.

M 9.7.
a.)

detA = 200 — 100 = 100

Az A karakterisztikus egyenlete:

(10— N)2(2—-X)—25(2—-A) =0,

az egyenlet megolddsai Ay = 2, Ay = 5 és A3 = 15.
Ezek a szamok A sajatértékei.

A sajatvektorokat kaphatjuk példdul az

10—\ 5 0 x 0
5 10—XA 0 yl=1[o0
0 0 2-2X 2 0

egyenletrendszer megolddsaként.
A normalt sajatvektorok rendre:

0 1 1
V1 = 0 , Vo = £ -1 , V3 = L 1
1 V2 0 vz 0
A példat egyszeriibben is megoldhatjuk, ha

észrevesszilk, hogy az A egy 2 x 2-es és egy 1 x 1-
es matrix direkt Osszege. Ezért elegend6 a 2 x 2-es
probléméat megoldani. A bal fels6 2 x 2-es blokk
rdadasul nagyon egyszerti,

(Z 2) szerkezetl. Konnyen kijon, és hasznos

emlékezni rd, hogy az ilyen matrix sajatértékei a — b
és a+b, a megfelel§ (normdlatlan) sajatvektorok pe-
dig (1,-1) és (1,1).

b.)

detB =3+ 3¢

Mint az el6z6 A matrix esetén, itt is egy 2 X 2-es és

egy 1 dimenziés matrix direkt osszege all. Rogton

kiolvashaté, hogy az egyik sajatérték A\ = 3, a hozza
0

tartozé sajatvektor vi = | 1
0

Az els6 és a harmadik sor ill. oszlop adta 2 x 2-es
matrix karakterisztikus egyenlete

(1-X)?2+i=0,
ennek megolddasa a mésik két sajatérték,
Az = 1= iVi. Mivel a matrix nem szim-

metrikus, a A9-hoz ill.  a A3-hoz tartozd bal-és
jobboldali sajatvektorok nem egyeznek meg. A
sajatértékegyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy az

1 + iV/i-hez tartozé jobboldali sajatvektor
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,i\ﬁ

vy = \/% (1) ;
a balodali uy = ﬁ (Vi,0,1).
A 1 — Vi sajatértékhez tartozé jobboldali
sajatvektor
ivi
V3 = \/% (1) )

a balodali uy = \/%H (—=vi,0,1).

M 9.8.
11 20
AB = ( 8 15)

[A,B]:AB—BA:(_88 ig>=8(_11 _21>

M 9.9.

L (AB);;, = > Ai; Bji
J

Mivel A és B diagonalis, A;x = d;xA; és
Bji, = 6;.B;. Ezt kihaszndlva a szorzat ik-

adik elemére kapjuk:
(AB),,, = > 0ijAidjxBj = 6i. A; By
J

Forditott sorrendben szorozva :
(BA),,, =>_0ijBidjiAj = 0 AiB;
J

Két diagondlis matrix szorzasa tehat fel-
cserélhetd.

2. A kilonbség az el6z6 ponthoz képest, hogy
csak az A diagondlis. Az AB szorzat ik-adik
eleme ekkor:

(AB),, = Z5iinBjk = A;Bjy,
J

A forditott sorrendli szorzat ik-adik eleme:
(BA),, = > BijojuA;j = B Ay # (AB),;,.
J

Egy altaldnos és egy diagonalis matrix szorzasa
tehat nem cserélhetd fel.

M 9.10.

Az A és a B métrix is forgdsméatrix. A z tengely
koriil, a szoggel forgat az A, §-val a B matrix. Mi-
vel az azonos tengely koriili két forgatds sorrendje
felcserélhetd, a két matrix kommutal.

Szorzéssal ellendrizve:

AB =



cosa cos —sina sinf3 —sinf cosa —sina cos 3 0
=| cosf sina+sinf3 cosa —sina sin3+ cosa cosf3 0

0 0 1
cos(a+ 3) —sin(a+8) 0
=BA = | sin(a+ ) cos(a+p5) 0O
0 0 1
M 9.11.

A valés unitér métrixokat ortogondlis matrixoknak
is nevezik. Ortogondlis matrix sorai ill. oszlopai
egymasra merdlegesek és egyre normaltak. Ezt el-
lenérizziik. Az oszlopok norméja:

1.1/34+4/6=1
2.1/3+1/6+1/2=1
3.1/3+1/6+1/2=1

A sorok norméja:
1.1/341/34+1/3=1
2.4/6+1/6+1/6=1
3.1/2+1/2=1

Az oszlopok atfedése:

(12)  —1/3+42/6=0
a3y —1/3+2/6=0
(2)13)  1/3+1/6—1/2=0

A sorok atfedése:

(12)  —2/V18+1/V/18+1/V/18=0
W3 1VE—1/v6=0
213y 1/V/12-1/y/12=0
Ortogondlis matrix inverze egyenld a transz
ponaltjaval:
12
- v
L S G S
2o 3
V3 V6 V2

Szorzassal lehet ellenérizni, hogy tényleg ez az in-
verz.

M 9.12.
A sikban 30°-kal, pozitiv iranyba forgaté métrix:

(] =) - )

Az elforgatott v vektor:

O AR )-
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) - - ()

M 9.13.

1. diagonalizdlas (D = UTAU)
2. kiszamitjuk cos D -t

3. visszatranszformalas az eredeti bézisba

(cos A = Ucos (D) UT)

A D diagonalis matrix, A sajatértékeit tartalmazza.
Az U matrix oszlopai az A normélt sajatvektorai.
A D és az U matrix ebben az esetben:

T (—-10 . 1 /11
p=7(%3) & v=35(00)

A D cosinusza:

1 1 0
COSD—\/§<0 _1>

Az A cosinusza:

wa- (A0
-5 (10)
M 9.14.

(A+ B)?= A* + AB + BA + B?

A fenti egyenl6ség csak akkor volna tovabb irhato,
mint A24+2AB+B?  ha AB = BA, azaz [A, B] =0
fennallna.

M 9.16.
Az inverz operator definiciéjabdl indulunk ki:

(AB)"'AB =1

Szorozva az egyenletet jobbrdl Bfl—zel,
(AB)™*A = B!,

szorozva jobbrél A=1-zel:

(AB)"' = B~14-! QED

M 9.17.
Az adjungdlt operétor definicidja:



(fI(AB)g) = (ABflg),

tetszoleges f és g fiiggvényekre az A és B értelmezési
tartomanyabdl.

A jobb oldalon &llé skalaris szorzatban adjungaljuk
Act: L .

(ABflg) = (Bf|Atg), majd adjungaljuk B-t:
(ABflg) = (f|BTAlg).

Azt kaptuk tehat, hogy (f|(AB)tg) = (f|BTATg)
tetszoOleges f-re és g-re, amibdl kovetkezik, hogy
(AB)t = BTAf QED

M 9.18.
Ha A linedris, akkor tetszdleges «, 3 valds szamokra

ill. tetszdleges f, g fiiggvényekre A értelmezési tar-

tomanyabol

Alaf + Bg) = aAf + BAg  fennall.

Ugyanezt ellendrizziik A2 re:

A (af +Bg) = A (Alaf + 89)) =
=A (OzAf + ﬂAg) = aAAf+BAAg =
= aA2f + A%

Ha tehat A linearis, akkor A2 s lineéris.

M 9.19.

a) (fI(A+ B)lg) = (A + B)flg) = (Aflg) +

(Bflg) = (f|Ag) + (f|Bg) = (f|(A+ B)g)
A fenti egyenldségek irasakor rendre az
alabbiakat hasznaltuk:

- adjungalt operator definicidja

- skalaris szorzas additivitasa

-Aés B onadjungalt

- skaldris szorzas additivitdsa
Mivel a fenti egyenlet tetszlleges f és g
fliggvényekre igaz az A és B értelmezési tar-
toméanyabdl, ezért kovetkezik, hogy (A—i—E)T =

A + B. Hermitikus operatorok Osszege tehat
hermitikus.

(fl(cA + BB)tg) = ((@A + BB)flg) =
(aAflg) + (BBflg) = a*(f|Ag) + B*(f| Bg) =
(fla*Ag) + (f|B*Bg) = (fl(a*A + B*B)g)

A fenti egyenlOségek irasakor rendre az
aldbbiakat hasznéltuk:

b)

- adjungalt operator definicidja

- skaléris szorzas additivitasa
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-Aé¢s B onadjungalt; skalaris szorzat ho-
mogenitasa

- skalaris szorzat homogenitasa

- skalaris szorzas additivitédsa

Mivel f és g tetszOleges, ebbol kovetkezik,
hogy hermitikus operatorok valds egyiitthatds
linearis kombinacidja hermitikus.

¢) Tudjuk, hogy (AB)! = BTAT (lasd 9.17.
példa).
jungélt, (AE)T — BA. Hermitikus operatorok
szorzata ezért akkor hermitikus, ha kom-
mutélnak (ekkor ui. BA = BA).

Felhasznalva, hogy A és B énad-

M 9.20.
Az egyenes 1-re normélt irdnyvektora:

(n] = 4-(1,3)

Az egyenesre vetité projekcids operator:
P = [n)(n|
A v vektornak az egyenesre esd vetiilete:

) = 4 () @i ) -
(eei()

A feladat nem kérdezi, de a projektor matrixat is fel
tudjuk irni:

=3 (o1

Vektoroknak ezt a fajta szorzdsit (,,oszlop-sor”, a
szokdsos ,,sor-oszlop” skaldris szorzdssal szemben),
diadikus szorzasnak nevezik. Mig a skalaris szorzas
eredménye szam, a diadikus szorzassal matrixot ka-
punk.

Plv) =

M9.21.

Az (1 + P) invertdlhatdé, ha nincs 0 sajatértéke
(ui. a determindns a sajétértékek szorzata). Az
1+ p)—nek minden sajatértéke nagyobb egyenld
egy (u.i. az egységoperator minden sajatértéke egy,
a P sajatértékel pedig nem negativak), ezért in-
vertalhato.

P
Ellenérizziik, hogy valéban (1 — 5) az inverz:
- P . P P? . F
1+P)(1-2)=14+P-——— =1+P-2- =1
A+P)(1=-3)=1+P-o—— =1+ 5



M 9.22.

a) Az egységoperator spektrilis alakja:
I =Y |i)(i|. A T operétor:
T=1-2P=3|i)i| —2[k)(k| =
= 2 [0)(il = |k) (K|
i£k
Az utébbia T operator spektralis alakja, ebbdl
leolvashaté, hogy a T sajatértéke 1 vagy —1

lehet (—1 tartozik a |k) sajatvektorhoz, 1 az
Osszes tobbihez).

b) T2 =1 —2P)2=12—4P4+4P2 =]

=

+ o+
, =
_|_
\’j>

I

N[N
—
~>
[N}
N
+ ~>
~> =

~>
N
I
o=
—

(Q)
Il
~>
\
v
Il
~>
\
N[
~>
\
ﬂ)
Il
N |=
~
\
S
S~—"

N|—=

M 9.24.

exp P =
=1
=1

I+P+ P22+ P33 4...=
P+ P2 +P/3l 4. =
p

+
+PA+1/204+1/3!4...) =1+ P(e—1)

M 9.25.
A @ métrixa az |u), |v) bdzisan:

0 <<MQw<me)::(01)
(v|Qu) (v|Qv) 00

Ugyanis az 1,1 komponens példaul:

(ulQu) = {ulu) (vu) = 1-0 = 0.

Itt kihaszndltuk, hogy |u), |v) ortogondlisok, és
normaltak.

A Q spurja Sp(Q) = 0, a diagonadlis elemek Gsszege.

M 9.26.
a) szla) = 3 (l)(Ble) +[B){ala)) =
=3 (0la) +1[8)) = 515)
5218) = 5 (|0)(B18) + [8){elB)) =
=3 (1a) +0|8)) = 5la)
(a|3za) =

45

(l3.8) = 3lala) = 1/2
(B15.8) = 5(Bla) =0
_{ {alsza) (al3.f0) _1 01
%<wm@<mam>‘2<10>
Hasonldan:
1 (0 —1 1/1 0
( ) (0 h)

b) 5,8, = £ (16)(al — |a)(B]) (la)(al = 8)(3]) =
= lzi ([8){ala)(al = [B){alB)(B] — [a)(Bla)(al+
+ ) (B18)(BI) = 1 (18)(al +[e)(B])

8.8, = 1 (la)(al = [B)(B]) (18){a] = e)(B]) =
= 1 (la){alB){a| = |a){ala)(B] - B)(BIB) {a|+
+18)(Bla)(B]) = 1 (=[e)(B] = 18){al)

[8y,8.] = 8,8, — 8.8, =

=5 (18}l + la)(B]) = i3,

Hasonldan lathaté a mésik két kommutator.

i1 0 _if(-10
5%y =1\ 0 -1 Sz =1\ 0 1
P10 =1s
2\0 —-1) 7%

Hasonldan kijon a masik ketto is.

¢]
~

[Sz,8y] = 828y — SyS, =

d) 84 =[a)(8] és = |8){a
01 . 00
+=\oo) @ 5T\l10
A léptetd operatorok 5;, §,-nal kifejezve:
Sy =58,+15, é 5_=35,—18,
M 9.27.

Projekciés operator idempotens, azaz P2 =p.
Tegyiik fel, hogy P hermitikus. Ekkor a spektralis
felbontasa:

P = Z:pz|2><l|

ahol az |i) vektorok — P sajdtvektorai — egyméasra
ortogonélisok és normaltak, azaz (i|j) = d;;. A p;-k

P sajatértékei, valés szamok.

Kihasznalva hogy P idempotens:



S pilidil = Y papslid(ili) Gl = X p2li) il

Ebbél kivetkezik, hogy minden i-re p? = p;, ami a
valds szamok korében O-ra és 1-re igaz. Projekcios
operator sajétértéke tehat 0 vagy 1 lehet.

(Ha P nem hermitikus, akkor a spektralis felbontdsa
P = Y pilvi)(us| alakd, ahol a p; sajatértékek

nem feltétleniil valésak. A |v;)-k a P jobboldali
sajétvektorai (azaz Plv;) = pilvs)), (ui|-k a balol-
dali sajatvektorok (azaz (u;|P = (uglp;). A bal-
és jobboldali sajatvektorok biortogonalis rendszert
alkonak, vagyis (u;|v;) = 0;;. Azonban (v;|v;) =
Sij # 0ij, és hasonléan az (u;| vektorok sem
ortonorméltak. A baloldali sajatértékegyenletbe
helyettesitve ellenérizhetd, hogy az (u;| vektorok

eléallnak, mint (u;] = > (S’l)ij (vj]. A P projektor
J

sajatértértékeire az idempotenciat felhasznalva ek-

kor is 0-t vagy 1-et kapunk, mivel a p; = p? egyenlet-

nek a komplex szdmok korében is ezek a megolddsai.)

M 9.28.

Az U sajatértékegyenlete jobbrol:

Uli) = Ai).

Az egyenletet adjungélva:

(G|UT = (i|xx.

Szorozzuk a maésodik egyenletet jobbrdl az elso
egyenlettel:

@O0 = (I xili).-

Mivel U unitér, U1U = I (f az egységoperator).
Ezért a fenti egyenlet az aldbbiak szerint irhaté
tovabb:

(il2) = AF Ai(ilo).

Az (i]i) skaldrszorzat nem 0 (u.i. a nullvektor nem
lehet sajatvektor), ezért (i]i)-vel egyszerlisithetiink.
Kapjuk tehat, hogy:

1= A2\ QED

M 9.29.
tomor megoldas:

[t = e—iG _ ,—iG _ (eié>_1 e

A mésodik egyenléségnél hasznaltuk ki, hogy G her-
mitikus.

QED

részletesebb megoldas, spektralis felbontassal:

G =3 9l

46
iG =" "ig;|j){l
J
e'C =" e j)(j
J

o\t TR iy

(e9) =3 () 100l = Y e @il
J J

Az utolsé egyenldség igaz, mivel g;-k valés szamok

. At
(ui. G hermitikus). Ellendrizziik, hogy (ezc)

G

egyenl6-e €'C inverzével:

¢€ (e9) = S emiemiox]) k) (k] =
J.k

= Y e i j)as (k| = 1) G| = 1
J J
QED

M 9.30.

1. fi(z) nem eleme, mert fZ(z) = a* — 227 4 §

nem tlinik el +oo-ben, ezért nem integralhato
—00o-t6l co-ig

2. fo(z) nem eleme, mert f2(z) = e 2* nem

tunik el —oo-ben

3. f3(z) eleme, mert f2(z) = e’
eltiinik +oo-ben

elég gyorsan

4. fi(z) nem eleme, mert f7(z) = e’ nem tfinik
el +o0-ben
M 9.31.
/2 /2
lyl* = [ y*(z)de= [ cos(x)dz =
—m/2 —7/2

= [sin(:r)E/Q/z =1+1=2
llyll = v2
7= y/llyll = J5/cos(x)
M 9.32.
(f(2)lg(x)) = Off*(l“)g(x) dz =

1 71 171 271
5[], +s[¢], - [¢], -5 [#), -
5 0+3 5, 0% . 5% .
2,3 _10_15__ 1083

5T 8 4 7 T 7 280



<

.33.
), 9(x)) = |lf —gll =
V(@) = g(@)]f(z) — g(x)) =

1
{(2:1:4—335 —2%+52%)dz =24 +3% —

d(f

—~

1 1 _

Bzmmwﬂmmzfﬁf%w= z1

oo

C-=(fslfs) = f$4672m2 dr = /T4
0

D-={filf2) = | re~ 2 dy = i
0

(folf3) = fx?’ 2 dr=1=D

a) A fiiggvényeket Schmidt szerint ortogona-
lizaljuk.  (Lehetne ezen kiviill Lowdin féle
szimmetrikus ortogonalizdciéval, vagy az
atfedési matrixot diagonalizdlva. Az utébbit
kanonikus ortogonalizdciénak hivjik.) Elszor
normaljuk fi-et:

= fi/VA

Az ortogonalizalt rendszer elsé eleme fi. Az
fi1-re vetité projektor:
Py =|f1)(fil
Kivetitjik fo-bdl az
komponenst:

J2ort = f2— Pif2 = f2
Norméljuk fo or¢-0t:

| f2,0rt||> = B—28D + %A: B_D

D2
A
fo = foort/ | frontl] = v/ a5z (o — B f1)

Az ortogonalizalt rendszer masodik eleme fs.

fi-gyel parhuzamos

—fi (fl[\qu) = fo— %fl

Az fo-re vetitd projektor:
Py = |fo)(fol = 55252 1o — B 1) (f2 — B 11

Kivetitjiik f3-bél az fi-gyel és az fo-vel
parhuzamos komponenst:

f&,ort = f3— plfS - P2f3 =
=fz+ f;:%zgfl - Zg‘:gz)fz
Norméljuk f3 or¢-0t:
| f3,0rt]|* =
—B*A— D?A%B
Js = f3.0mt/ | f.0mtll

Az ortogonalizalt rendszer harmadik eleme f3.

—2D'B) / (AB — D?)*

(C(AB — D?)? + B3D? 4+ 2B2AD?—
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b) Az fi(z), fa(x), f3(2) bézison kifejtve az f(x)

fiiggvényt: f(z) = g1 f1(2)+g2f2(x) + 95 f3(x),
ahol a g1, g2, g3 koefficienseket rendre az

g1 = (| filz fe fi(x

g2 = (e7%| fa(= fefwfz
0

g3 = (e7"|f3(x fe_ff:s

integralok adjak.

M 9.35. X .
A D o6nadjungélt, ha (f|Dg) = (Df|g) tetsz6leges
f-re és g-re az értelmezési tartomanybdl.

L (f|D1g) = _70 frg'de=
—(f 9%~ ] frgde=—(Diflg)

wi. [f*g]=, nulla, ha f és g La(—o00,00)-
beli. Kihasznaltuk azt is, hogy a derivélas és
a komplex konjugalas felcserélhet6 muveletek.
A D; tehét nem hermitikus, hanem tm. anti-

hermitikus.
2 (f1Dag) = [ fg"da =
:Wmi—zﬁ@m:
=[5 = %+ ] 1 gde =
= (D2 flg)

ui [frg5 és [f7 97
Ly(—00,00)-beli. A Ds tehat hermitikus.

nulla, ha f és g

3. (f|Dsg) =i Tf*g’dw

— 00

=i[f g% —i f f*'gdx = (Ds f|g)

Magyarazat: mint az elsé pontban. A D

tehat hermitikus.

4. (f|Dag) =i f [rg" de =

— 0o

=ilfglZe—i [ fYgde=

i [ fgdr =

— 00

=ilf*q1> —

—(f)4f|g>

Magyarazat: mint a masodik pontban. A Dy
tehat antihermitikus.

ilf 9% +



M 9.36.
Az f figgvény:

_ 1 ha O0<z<7/2 vagy m <z <3m/2
fla) = —1 ha /2 <z <7 vagy 3n/2 <z <2m

Az f Fourier sorfejtése az adott bazison:

uwﬂﬁ—i@ww>

Az f pératlan fiiggvény, ezért paros figgvényekkel
szamitott integralja nulla. A Fourier sor egyiitt-
hatéit add integrélok kozil igy (é1|f), (¢P2|f)
és (¢4|f) nulla. (Lehet ellendrizni.) A pératlan
bézisfiiggvényekkel vett integralok:

/2
(p3lf) = <f sinzdx — f sinz dz+

/2

37/2 27
+ [ sinzdr— [ sinzdz|=
T 3m/2

- ﬁ (—[cos x]g/Z + [cos 2], — [cosm]iﬂ/z—f-

Heosal3T ) = = (1-1—-1+1)=0

(9s1f) = 7= (— (2522777 + [<52] o —

cos 2z 37/2 2T
— [eog2e] 2/ [sogpa)ln ) =

:ﬁ(1+1+1+1)=%
Az f Fourier sordnak ezen a béazison egyetlen tagja
van:

(@) = 2 s(a)

M 9.37.

Mivel ¥ normaélt:
oo

/ U2 (r, R)dr =

— 00
Derivéljuk az egyenletet R szerint, és feltessziik,
hogy az r szerinti integralas és az R szerinti derivalds
sorrendje felcserélhet6. Ekkor kapjuk:

ov v
2 ﬁ\]}dr—o azaz <ﬁ‘\]¥> =0

— 00

Tehat ¥ merdleges g—%—re.

M 9.38.
Parciélis integréléssal:

ff r)dr =

48

= @@~ [ 1)) de =
= [ f@)i@) s

Az utébbi egyenléség igaz, mert f(x) az Ly (—00, 00)-
nek eleme. Ha f(x) valds fiiggvény, a fentiekbdl kap-
juk, hogy

2/ﬁ@vmmw=o

ezért ekkor f minden tovdbbi
merdleges a derivaltjara.

feltétel nélkiil

Ha f komplex, akkor a fenti egyenléséget részletezve
kapjuk, hogy

T (Ref — ilmf)(Ref) +i(Imf)') de =

— 00

= f (Ref) —i(Imf))(Ref +iImf) dz

o0

| (Ref(Ref) —ilmf(Ref)'+

—00

+iRef(Imf) 4+ Imf(Imf)") dz =
— = ] (Ref(Refy + ilmf(Ref)~
—iRef(Imf) + Imf(Imf)’) dz

oo

2 /(Ref(Ref)’ + Imf(Imf)) dz = 0
Ezért ahhoz, hogy f merdleges legyen a derivaltjara
elegendo, ha

oo

/ (Imf(Ref) — Ref(Imf))dz =0
teljesiil.

10. Differencialegyenletek
M 10.1.

A differencidlegyenlet szokasos alakban felirva:

FO (@) +22f" (@) + 2 (x) +2° f(a) =

M 10.2.
Az egyenletekbdl kozvetlen integralassal kapjuk:

/df /cdx+c

() =cx+C



/df /cosxdx—i—C

x) =sinz + C

3. g—cx—i—C

/df /cm—i—C )dx + Cq

(z) = cx® + Cx + C4

4. g:sinerC
dx
/df:/(sinx+0)dx+01

f(z) = —cosx + Cz + Cy

M 10.3.
af 1

da:_x+1

/df / dr -+ C
ln\sc+1|+C
f() Infl|+C=C=1

fl@)y=Injz+1]+1

M 10.4.
f'l@) = (A +2%)f(x)
% :—/(A+x2)dm+C

3
1n|f(x)|=—)\m—%+0

23
fla) = e 5 A

M 10.5.

dy _ 1

de  y2

/yzdy:/da:—i-c

3

%:x—i—C

y=v3x+C)

M 10.6.
%z—/dex—i—C’

In|f(z)| = —2*+C
f(z) = e~ @ HC

M 10.7.

%z—/dx—&—C

—lf@)]=2+C
f(x) ==1/(x+C)
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M 10.8.

%:—/dx—i—(}'
1

=z+C

2y flx)—6=2+C
f(z) = i(m+0)2+6

M10 10.
(2)f(x) = we®

/fdf /xe de +C

) T
2 =e(z—1)+C

f(z) =+/2e%(x — 1)+ C

M 10.11.
Legyen u = x + y.
Ekkor v’ =149 ¢ =u —1

d
—u—u—i—l

/ /dx—FC
u—+1

Inju+1=z+C
I+C*1

u = Fe
y=+e"T¢ — (14 2)

M 10.12.
Legyenu=2z—y u' =2-y
g L _2u-1

u u

U
/QU_ldu—/dx—i—C’

|
—+-In
5 1

1
u—Q‘:x—i—C

Y 1
L S m2e—y—1/2| =
2+4n|a:y /2|=C

/

Az x = 2, y = —1 pontot behelyettesitve a kons-

tansra kapjuk:
In(9/2) =4C — 2



M 10.13.
1
A homogén egyenelet megolddsa: f'(x)+ ;f(x) =

df _ fl)

dx T

df dx
L [F+e
In|f(x)] =—In|z|+ C = —InCi|z|
1
flz) = Ciz
Irjunk C; helyébe olyan fiiggvényt, hogy f () meg-
olddsa legyen az inhomogén egyenletnek (4llandé
varidldsa):

oo 1 Cix) 1
f(x)*cl(x)x'_? C2(x) @
1 1 C(a) 11
2

22 C2x) C1(z)

=sinx

1
Ci(2)x x
Ci(x)
- Ci(a)
dC,
s
b
Cl((L‘)

fz) =

= zrsinx

= /xsinxdx—l—C

=sinx —xcosx +C

sinx

— COoOSX + —
x

a0

dl +£ _0
dyu y=

k
udu=—— [ ydy+C

m
w ke .k
2 m 2 m
u=+/2C — w2y?
d
& _ 20 —w2y? C2=2C
dz

dy /

—— = [ dx+C
/\/Cg—uﬂyz '
1 . Wy
il “J _ C
WaurcsmcO xr+ O

M 10.14.

y,:2+061

24+ Ce® -2 —Ce"=2—-22=2(1 — 1)
3=y(0)=2-0+Ce=C

C=3 y=2x+Ce"

M 10.15.
Szorozzuk meg a differencidlegyenlet mindkét ol-

2

dalgt e~ Jrde = =%
2 22

e 2y —xe  2y==zx

22\’
() =

-tel (integrdlé tényezd)!
3

M 10.16.
d
Legyen Y- U
dx
d2y dudy du

d2? ~ dydzr dy

y = % sin(wz + Cs)

M 10.17.

9 pa0—q  qi=0)=0

dt
/k:dt+C’

/100—

—In(100 — ¢) =kt + C

( ) — 100 o 7kt+C
A kezdeti feltétel szerint:
0=100—¢e¢

q(t) = 100(1 — e=*t)

M 10.18.
Irjuk fel az etil-acetat fogyasara vonatkozé kinetikai
differencialegyenletet:

dletil-acetét)

B Ta——— k[etil-acetat][NaOH]

Vezessiik be a kovetkezo6 jeloléseket:

[etil-acetdt]i—o = a

[NaOH];—o = b

x = [etil-acetdt];—o — [etil-acetdt];

A feladat differencidlegyenlete a fenti jelolésekkel:
i—j =k(a—2x)(b—2x)

Ez egy egyszeri, szétvilaszthat6 valtozoéju differen-

cidlegyenlet:
/ kdt+C

[

1 a—
1 =
— n - kt+C
a-r _ p(b—a)kt+C1
b—=x
Kezdeti feltétel: z(t =0) =0

a
Innen: — = 1

b

Behelyettesitve és x-et kifejezve:
ab(eakt _ ebkt)

T gebkt — peakt



A feladat szovegében szereplé szamértékek behe-
lyettesitésével a fenti egyenletbél k értéke meg-
hatarozhatd, és annak ismeretében a kérdés
megvalaszolhato.

M 10.19.
A differencidlegyenlet aszimptotikus alakja z — +oo

esetén:
a? f(x) =

f(x) =

Ennek a feltételt kielégitd aszimptotikus megoldasa:

falz) = C’e‘é

Keressilk a az eredeti differencidlegyenlet meg-
oldasat
x)Zakxk

alakban, ahol 1egyen H(x

E aka:

Visszahelyettesitve az eredeti dlfferen(31alegyenletbe:
fo () H (x) + 2f3(x) H'(z) + fo(2)H" (2)+
+Efo(x)H(z) — 2 fo(x)H(z) = 0

(=14 22) fo(x)H () + 22 fo () H (2) + fo(x)H" (z)+
+E fo(x)H(x) — 2° fa(z)H(x) =0

[H"(x) = 2¢H'(z) + (E = 1)H (2)] fa(z) = 0

| H"(2) — 20H'(x) + (E — 1)H(x) = 0]

H (x) kifejtését behelyettesitve:

Z ark(k —1)z*=2 — 2962%/{:5’“_14—
k k
E-1) Z arpz® =0
k

Z [aryok(k — 1) — 2apk + (E — Dag] 2 =0
k

Ez barmely x esetén csak gy teljesiilhet, ha:
2k+1-F
(k+1)(k+2)
A fenti 6sszefliggés egy rekurzids formuldt ad a H(x)
polinomok egyiitthatéira. A kapott polinomok csak
abban az esetben lesznek végesek (azaz ap, = 0, ha

k nagyobb, mint egy adott természetes szdm), ha
E=2k+1

Az  ekkor kaphaté

polinomoknak hivjuk.

Q42 = ag

fliggvényeket  Hermite-

M 10.20.
A differencidlegyenlet aszimptotikus alakja z — oo

o1

esetén:
1

£(x) ~ 31(@) =
Ennek a feltételt kielégité partikuldris megolddsa:
fa (.1‘) =Ce 2
Keressiitk a az eredeti differencidlegyenlet meg-
old&iszit

=z%f,(x Z apz”

alakban, ahol legyen L(x Z apx®

és « tetszbleges valds szam.

Visszahelyettesitve az eredeti differencidlegyenletbe,
a kovetkez6 alakra hozhato kifejezést kapunk:

fies ngxk =0
k

Itt gr nem fiigg x-t6l, csak a differencidlegyenlet
konstansait tartalmazza. Barmely x esetén a fenti
egyenelet csak akkor all fenn, ha g = 0, barmely &
esetén. k = 0-ra felirva:
go=colala+1)—¢c =0
Innen

1 1
a = 5 + 1 +c
esetén kapunk a feltételeknek megfelel6 megoldast.
A fenti a-val felirva g(z)-et, és visszairva az eredeti
differencidlegyenletbe, L(z)-re az aldbbi differenci-
alegyenlet adédik:

L'(z)+ (1+V1+4c—z) L' (z)+

+<b+;+\/i+c>[/(z)—0

Az 10.19. feladat megoldasdhoz hasonléan, L(x)
egyltthatoira kapjuk:

k+3+4/f+c—b
(k+1++v1+4e)(k+1)

A kapott polinom akkor lesz véges, ha

1 /1
b—k+§+ 14’6

Abban az esetben, ha ¢ = [(I + 1) alakd, ahol | nem-
negativ egész szam, b szintén egész szam, adott b
esetén [ lehetséges értékei:

1=0,1,2,...,b—1

Az ekkor kapott L(x) fiiggvényeket asszocialt Lagu-
erre polinomoknak nevezziik.

Ck41 = Ck

M 10.21.

25%F(s)—2f(0)s—2f"(0)
1

T (st 1)

—3sF(s)4+3f(0)+4F(s) =




F(s) = (s +1)(3f(0) —2f'(0) —2f(0)s) + 1
(252 —3s+4)(s+1)
Felhasznalva a kezdeti feltételeket:
F(s) = (s+1)(3—2s)+1
VT 22— 35+ 4)(s+ 1)

M 10.22.
s2F(s) — f(0)s — f'(0) +2a(sF(s) — £(0)) + bF(s) =

F(s)(s® + 2as +b) = e 5% 4 f(0)(s + 2a) + f'(0)

Pl T SO+20) (0
s24+2as+b s24+2as+b s24+2as+0b
Felhasznalva a kezdeti feltételeket:
6—8330
F(s)= ———
(5) s2+2as+b

Visszatranszformélva (pl. tédblazat segitségével):

67&((127&?0)

fz) = Nyl sin [\/ b2 —a?(x — xo)}
M 10.23.
A

(@) =g(x) f'(z)=h(z)
jelolések bevezetésével a feladat egyenlete az aldbbi
homogén differencialegyenletrendszerként irhaté fel:

g'(x) +5g(x) —4f(x) =0
W (x) —g(z) =0
fl(x) = h(x) =0

M 10.24.
af B
of

a—yzm—&-C(y)

f(z,y) =2y + /C(y) dy + Ca(x)
Legyen:

Ciy) = [ Cty)dy

A kezdeti feltételeket alkalmazva:
1201(y)+02(0) $2+1201(0)+02($)
Az elsé egyenletben y = 0-t helyettesitve:

1= C1(0) + C2(0)

innen C1(0)-t beirva a méasodik feltételi egyenletbe:
CQ((E) = z? + 02(0)

Az els6 egyenletbél Cy (y)-t kifejezve:

Ci(y) =1-C2(0)

A Cy(y)-ra és Ca(x)-re kapott kifejezéseket f(z,y)-
ba visszahelyettesitve:

’ f(:r,y)zxy-i—ﬁ-i—l‘

M 10.25.
Keressiik a megoldast szorzatfiiggvény alakban:
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f(z,y) = g(x)h(y)

Behelyettesitve a differencialegyenletbe:
9" (@)h(y) + 2%g (x)h(y) + g(z)h" (y) = 0
9'(x) , 2°g'(@) , W"(y) _,
g9(z) 29(56) h(y)
9" (x) +2%g'(x) _
o) ¢
Wiy)
My C
M 10.26.
Legyen: U(r,t) = a(r)b(t)
Ekkor:
n OO _ 10y agryoie)
1 db() 1
ZH@F = mH(r)a(r)
() H(r)a(r) _
ih Ol E Aia(r) E
b(t) = e % H(r)a(r) = Ea(r)
M 10.27.

Legyen: W(r,d,¢) = R(r)Y (¥, )
2 2
A= st 20t s | (st ) + s
o

or2  ror r2sin?d

or2  ror r2

+%R(r)Y(197 ¢) = ER(r)Y (9,¢)

1 0% 290 1
2

(4280 1) s

1 1
eﬁR(T)&wY(T% ©) + ;R(T)Y(ﬁ7 p) =

= ER(r)Y (¥, ¢)

_19°R(r) 19R(r)\ 1 L1
2 Or? r Or R(r) r
_LA’L%SPY('&?SD) . E
22 Y(d,9)
O?R(r) OR(r) 1
2 — J—
(T a2 T ) Ry
Aﬁ gaY(ﬂ7 30) 2
_20e? WP op,
Y (9, )
Aﬂ7@Y(193¢) _ l(l + 1)

Y (9, ¢)



OPR(r) | 20R(r) | <2E_ 2 U(1+1)

or? r Or r 72

Az utébbi, r-re vonatkozé egyenlet megoldasat ldasd

a 10.20. feladatnal.

11. Ortogondlis polinomok, speciilis

fuggvények
M11.1.
Py =2
Py =2x

1
(1—2%)-2—2z-22+2(2+1)(2? —5)20
2222 — 422 4+ 622 -2=0

>R(r)—0

M 11.2.
fi=h=1
fo=fo = (folfi1) = f2 = (fal 1) =
1 1
=—zx— [e "1 —zdx =
V2 O/ V2
1 1
=— xe T dx = (SL‘ -1
\/E 20/ V2
M 11.3.
AT (falfi)
_ . Aelf) o (felfr)
AT AR LRTAT
f e~ 1. zdx 0
=x — =r——F==
f e~ dzx VT
f g B GBLE) _l) (ls)
’ (FilF) (f3lf2) (filfr)  (F3115)
[ e 2% 1dx Ik e~ .22 pde
:$2—7OO _ = =
[ e **dx [ ez -xdx
2. VT 0 1
M 11.4.

Hy=f1 =1 trividlis ¢=0
=fi=x H/=0 H =1
—2z-14c-x2=0 c=2

1
2—21‘-233—1—0(1:2—5):0 c=4
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A differencialegyenlet megoldasat ldasd a 10.19.
feladat megoldasanal.

M 11.5.
<}/lm‘}/l’m’> =

T 27

= Nim / / Py (o8 9)e "™ Ppryys (cos 9)e™ ¢ sind ) dyp =

™

2m
= /\/’fm/le(cos 9) Py (cos 9) sinﬁdﬂ/e_(m_m/)“” dp =

0

](1 cos? ) mim/ dm™H(cos? ¥ — 1) d™'H (cos2 9 — 1)
d(cos9)mti d(cos )™+

0

-sind dd =

Nl mm’(smm’(sll’ - N/lm mm’(sll’
Utobbl egyenl6ség az asszocialt Legendre polinomok
ortogonalitasabdl adodik.

12. Csoportelmélet

M 12.1.
Ellendrizziik a csoportaxiémaékat.

a.) ZARTSAG 1-1=1€ G
-1-1=-1€g¢g
~-1-(-1)=1€g

teljestl

b.) ASSZOCIATIVITAS A valés szamok korében
értelmezett szorzds asszociativ.

c.) EGYSEGELEM Az 1 az egységelem, (ldsd a.)

pont).

d.) INVERZ ELEM Minden elemnek van inverze,
és az eleme a csoportnak: 17! = 1 € G és
(-1)"t=-1€g

M 12.2.

Ellendrizziik a csoportaxiémaékat.

a.) ZARTSAG E6), =65, € G
ROy = E eg
EE=FEcg

teljesiil

b.) ASSZOCIATIVITAS  Szimmetria  operdtorok
egymads utani alkalmazasa zaréjelezheto.



¢.) EGYSEGELEM Az F az egységelem, (lasd a.)

pont).

d.) INVERZ ELEM Minden elemnek van inverze, és
az eleme a csoportnak: 6,?1 = 6, € G és
E'=FEcg

M 12.3.

a) Cgv b) 031, C) Cgv d) Cooh e) D4h f) Dgh g) SG h)
D3y i) Den j) Dan k) Dap 1) Sy m) I, n) Cs,

0) Coy, p) Dap, q) Sy 1) Doy, s) C1 éltaldban, Cy ha sik,
Cs5 ha az -OH csoportok igy allnak mint a propeller
szarnyai, C3p, ha sik és propeller

M12.4.

a.) A Dsj csoport elemeinek karakterei az elmoz-
dulds-egységvektorok alkotta dbrazoldsban (jeloljiik
az dbrézolast I'-val):

XF(E) =9 XF(C3) =0
Xp(Co)=1—-2=-1 Xr(on) =6—-3=3
XF(S3):O XF(O'U):Q—l:l
‘E 203 302 Op 253 2Uv
F‘9 0o -1 3 0 1

A Air. silya a I redukélhat6 reprezentaciéban:

1
ny, = 5 Z Xa (R)xr (R)
Reg
ahol g a csoport rendje.

Az egyes i.r.-ek silya I'-ban:
1
na, = E(9+0_3+3+0+3) =1

1
nay =5 (0F0-3+3+0+3)=1

1
1

nay =130 +0-3-34+0-3)=0
1

nag =35 (9+0+3-3+0+3)=1
1

A T teh4t a kovetkezd i.r.-ekre bonthatd
=A@ A, ®2E & A, @ E"

b.) A karaktertdbldbdl kiolvasva a transzlacids
szabadsagi fokok

Iy =E @ Aj

i.r.-ekhez tartoznak, a forgéasi szabadsagi fokok

o4

Tyot = AL ® E”
i.r.-ekhez sorolhatdk.
metriai:

r,=I-T4 —

A normalrezgések szim-

Trot = A @ E

12.5.
C, pontcsoport
a.) A szimmetriaoperdtorok karakterei az adott

reprezentaciéban:
E C; oy, o),
2 0 2 0

Az egyes i.r.-ek silya ebben a reprezentacioban:

na, =-(2+2) =1

— ] =

ng, =-(2+2) =1

na,=-(2-2)=0

g NN N

’I’LBQZ*(Q—Q):O

Ez az dbrdzolds tehdt I' = A, @ By i.r.-ekre bomlik.

b.) A A ir. szerint transzformdléds fiiggvényt
eredményezd projekcids operator:

- 1
P, :7ZXA(R)R'
g Reg
Jeloljiik pi-gyel az egyik, po-vel a masik Cl atomon
elhelyezett p, figgvényt. Az A; szerint transz-
formalédé linearis kombinacio:
A 1
Papr=(E+Cotoy+o,)p =
— P2

—42?1 b2 =pP1 —P2)= )

A B szerint transzformdl6dé linedris kombinécié:
. 1
Pp, p1 = Z(E—C2+Uv —0,)p =

1 +
= 1(271 +p2+p1+Dp2) 21%

12.6.

Do, pontcsoport

Legyen a z tengely a C=C kd&téssel parhuzamos és
az xz sik a molekulasik. Jeloljik a reprezentacio
vektorait ahogy az abra mutatja.



H H
A o
C
’U5T iv6
(Y C (%
2 3

A csoport elemeinek karakterei ebben az

abrazolasban:
|E Ca(2) Ca(y) Ca(x) i a(xy) o(x2) o(yz)
F‘ 6 2 0 0O 0 O 6 2

Az egyes i.r.-ek silya:
1
na, = §(6+2+6+2) =2

1
np, == (6+2-6-2)=0

8
n&g:%®—2+6—m:1
n, =5 (6-2-6+2)=0
7Mu:%®+2—6—%:0
n&u:ém+2+6+m:2
n&u:é@—2—6+m:0
nBSu—é(G—Z—&—G—Z):l

A T felbontésa i.r.-ekre:
I'=2A,® Byy ©2B1, © Ba,

A szimmetrizalt bazisvektorok:
Agy szimmetridjiak:

mﬂ:é@+@@+@@+@w+
+i+ o(xy) + o(xz) + a(yz))vl =

1
:g(’Ul+U4+’U3+U2+’U3+’U2+U1+’U4):

1
:Z(v1+vg+v3+v4)

. 1

PAQU5 = 5 (1)5 + 1]6)

Byg szimmetridju:

. 1

Py, o1 = 5 (B = Ca(:) + Caly) - Cala)+

+i— o) + o(22) — o(y2) )1 =
1

:g(’Ul—U4—|—’U3—U2+U3—’U2—|—1}1—U4):

55
:Z(Ul—ﬂz+03—v4)

By, szimmetridjuak:
A 1
Py, vs = 2 (E+ Ca(2) = Caly) = Cala)+

—i —o(zy) + o(z2) + U(yz))vs =
1

:g(’U5+'U5—Ugf'l)ﬁ—l)6—’l)6+1)5+’l)5):
1
25(1’5—“6)

Pp,,v1 = 1 (v1 — v2 — v3 + v4)

B3, szimmetrigju:

. 1
Pp,,v1 = 1 (v1 +v2 — v3 — va)

M 12.7.

Cyp, pontcsoport

a.) A szimmetria miveletek karakterei a négy p.
fliggvény alkotta reprezentdcidéban:

ECQiO’h
I''a 0 04
Az ir.-ek sulya:
1 1
=-4-4)= =-(4-4) =
na, = 7A=0=0 0 = (4-1)=0

1 1
nt:i(4+4):2 nAu21(4+4):2

Az 4dbrazolés felbontdsa i.r-ekre:
I' =24, ® 2B,

b.) Az A, ir.
riapdlyak:

szaméra bazist képezd szimmet-

. 1 )
PAupF:Z(E*FCZ*'L_Uh)pF:

1 pr + D)
:ﬂw+w+m+%ﬁ>—yﬁ
3 pN + D]
Pa,pN = — N

A By ir. szdmara bazist képezdé szimmetriapdlydk:

. 1 )
PngF: Z(E—Cg—%—lfo'h)ppz

1 Pr — P
= Z(pp—p’FquFfp}:) = TF
o
pngN:M
2
M 12.8.

Az atomok elmozduldsvektorainak (a Descartes
koordindtarendszer x,y,z tengelyével parhuzamos



egységvektorok) 12 dimenziés dbrazolasit re-
dukaljuk i.r.-ekre. A (3, szimmetriaelemeinek ka-
rakterei ebben az abrézolasban:

E 203 3Uv

rie o 2
A (O3 karakterének megallapitasahoz fel kellett
épitsiik a szimmetia operdtor matrixat a P atom
x és y irdnyu elmozduldsvektordnak bézisin. A Cj
miivelet ugyanis ezt a két vektort egymas linearis
kombinéacidéjaba transzformalja. A C3 matrixa ezen

az altéren a 120°-kal pozitiv iranyba forgaté 2z2-es
matrix:

(s )

A matrix spurja —1. A Cj5 karaktere igy 1 — 1 =0,
mivel a tobbi bazisvektor koziil csak a P atom z
irdnyt elmozdulasvektorat nem mozditja el a Cj
miivelet.

Az egyes i.r.-ek silya a I' reprezentdcidéban:
1 1
nA1:6(12+6>:3 nA2:6(12_6):1

1
nE:624:4

Az dbrazolés tehat a

=349 A, ¢ 4E

i.r.-ekre redukalédik. Ezekbél I'y, = A1 @ E tartozik
a molekula tomegkoézéppontjanak elmozduldsihoz,
Tt = As @ E tartozik a molekula forgatdsahoz.
A rezgési médusok a

Fv :P_Ftr_rrot :2A1€B2E

i.r.-eknek felelnek meg.

M 12.9.
Tekintsiik a hdrom Cl atom meghatdrozta sikot (zy
sik) és szdmozzuk a hdrom Cl atomot, ahogy az dbra
mutatja. Legyen az x tengely a vizszintes koordinata
tengely.

b1

06

Cly

Clo Cls
p2 p3

Az dbran vazolt p1, po és p3 fliggvények Osszege egy
olyan linedris kombindcié, amely az As ir. sze-
rint transzformalédik. A pi, ps és ps fliggvények
a Cl; atomokon centrdlt pu;,py:,p.; fliggvények

26

segitségével az alabbiak szerint adhaték meg:

P1 = Pz1

P2 = cos(60°)py2 — sin(60°)py2

ps = sin(30%)pz3 + cos(30°)pys3

(Azaz po-t a pgo — 60°%-0s elforgatdsdval, ps-at a
pys —30°-0s elfogatdsdval kapjuk.)

M 12.10.

a.) Indexeljiik a szénvazat épité atomokat rendre 1,
2, 3, 4-gyel, a fels6 kozéps6 atomtol indulva, pozitiv
koriiljarassal. Ellenorizziik, hogy a Doy szimmetria-
elemei ezt az objektumot helyben hagyjék.

C5 hatésa: 13 és 24

S4 hatésa: 1-2, 2—3, 3—4 és 4—1
C), hatésa: 12 és 34

oq hatésa: 1, 3 helyben marad és 24

b.) A szimmetriaelemek karakterei az s fliggvények
reprezentacidéjaban:
‘E 25, Cy 2CY 204
r'f4 0 0 0 2

Az ir.-ek silya:

1 1
1 1
1

Az dbrazolds tehat a kovetkezd i.r.-ekre redukalédik:
I'=A19B,®F

c.) A szimmetria miiveletek karakterei a koor-
dinata reprezentdciéban:

‘E 254 CQ 205 20’d

F‘12 0 0 0 2

Az ir.-ek sulya:

1 1
nA1:8(12+4):2 nA2:§(12—4):1

1 1
n31:§(12—4):1 n32:§(12+4):2

1
nE:§24:3

Az abrazolés felbontésa i.r.-ekre:
I'=2A, 2B, ® B @ Ay ® 3F

A transzlaciés szabadsagi fokok 'y, = Bo & FE
i.r.-ekhez sorolhatdék, a molekula forgasa

[0y = As@®E i.r.-ekre bonthatd. A rezgési szabdsagi



fokok igy
Iy=TI'-Ty.-T,=24,®B,®B,®F
szerint oszlanak el az i.r.-ek kozott.

M 12.11.
Elészor belatjuk, hogy véges csoport esetén
minden A elemre létezik n € N, hogy A” = E (E az

egységelem).
Mivel a csoport véges, minden k € N-re létezik k-ndl
nagyobb [ € N hogy
Al = Ak,
Szorozzuk ezt az egyenletet A~*-val. Ekkor kapjuk:
A=k = Ak = A0 = |

Y
tehat az n = | — k természetes szamra teljesiil, hogy
A" =E.
Legyen n ilyen. Ellenérizzik a G =
{A, AL, ... A¥|k < n} halmazra a csoportaxiémékat.

a.) ZARTSAG

A hak4l<n
AR AL = AR = E, hak+1=n
ARt hak4+1>n

Mindharom esetben az eredmény eleme G-nek.
b.) ASSZOCIATIVITAS trividlis
c.) EGYSEGELEM A™ = F az egységelem
d.) INVERZ ELEM Minden k < n szdmra (A’“)f1 =
Ak eg

M 12.12.
a.) D3h

b.) paz, Py, p. rendre ugyanigy transzformalddik,

mint x, y, 2z; ez a harom dimenzids reprezenticié
Ty = A @ E' ir.-ekre redukélédik

c.) A szimmetria operdtorok karakterei az s
fliggvények dbrazolasaban:
‘E 203 3Cé Op 253 30'7}

o7

Az s fliggvények tere tehat az alabbi i.r.-ekre
redukalodik:
r=AoF

d)Ag= %(pl +p2+p3) az A i.r. bézisfiiggvénye.

e.) Az Sy jelli elmozdulds az A} (totdlszimmetrikus)
i.r.-hez tartozik, az Sy jelli pedig az AJ i.r.-hez.

f.) A csoportelemek karaktere a koordindta repre-
zentacidban:
‘E 203 3Cé Oh 25’3 30'U
rz o -2 4 -2 2
Az egyes i.r.-ek silya ebben az dbrazolasban:

1
nag =5 (12-6+4—4+6)=1

112
nAgZﬁ(12+6+4_4_6):1
1
r=—(24 4) =
ng 1%( +8+4)=3
nay =5 (12-6-4+4-6)=0
1
nay =15 (12+6-4+4+6) =2
nE//:i(24—8—4):1

—_
[\

Az 4brézolés tehat a kovetkezd i.r.-ekre redukalédik:
I'=A]® A, ®24, ®3E & E”

A rotécié Tyor = E” @ A ir.-ekhez tartozik, a

transzldciét a b.) pontban lattuk. A rezgések

Iy=T-T4 —T,ot = A} & A] @& 2E’ i.r.-ekre bont-

hatok.

M 12.13.

Az rq, ro, r3, r4 vektorok megegyeznek a 12.6. fela-
dat megoldasaban szereplo vy, va, v3, v4 vektorokkal.
A molekula elhelyezése a Descartes koordinata rend-
szerben kiilonbozik a 12.6. feladatban szereplétél.

a.) A csoportelemek karakterei a négydimenzids
abrazolasban:

|E Ca(2) Caly) Colw) i a(zy) o(xz) o(yz)

/30 1 3 0 1

Az egyes i.r.-ek silya ebben az s fliggvények alkotta
abréazolasban:

1
na =5 (B+3+3+3) =1

1
nay =15 (3-3+3-3)=0
nAg:%(3+3—3—3):0
Mag =5 (3-3-3+3)=0
nEfZ%(6+6)=1 nEuzl—12(6—6):O

L[4 0 0 0 0 4 0 0
Az egyes i.r.-ek silya ebben a reprezentaciéban:

1 1
nAg:§(4+4):1 np, =5 (4+4) =1

8
1 1

na, =5 (4-49=0 np, = (@4-4=0
1 1

np,, =g (A=4)=0  np, = (4-4)=0
1 1

np,, =5 (A+4) =1 np, = (@A+4)=1

Az 3brazolas felbontésa i.r.-ekre:
I'=A,® By ® Bay, ® Bs,



b.) az A, szimmetrigju koordindta:

Pa,on = 5 (B +Oo() + Caly) + o)+
+i+o(zy) +o(zz) + J(yz))vl =
:é(Ul +vs+ v+ v+ U3+ V1 F Vg FV2) =

1
ZZ(U1+U2+’U3+U4)

a Bi4 szimmetridji koordinéta:

P, o1 = 5 (E+ Ca(2) = Coly) — Cola)+

+ito(ry) —o(rz) - 0(y2)>”1 =
1

:g(vl+’L}3—1}2—’U4+U3+’Ul—’l}4—’02):

= — (v1 — v + v3 — vy)
4
a By, szimmetridju koordinata:
. 1
Ppa,v1 = 7 (01 +v2 —v3 — va)
a Bj, szimmetridju koordinata:

- 1

Pp, v = 1 (v1 — vg — vg + vg)

Latjuk, hogy a koordindta rendszer iranyitdsatol
fliggetleniil ugyanazokat a szimmetrizalt vektorokat
kaptuk, mint a 12.6. feladatban.

c.) Legyenek az si, sa, s3, s4 flggvények rendre
azon a H atomon centriltak, amelyre a 12.6.
megoldasban szerepl6é abran a vy, ve, vs, v4 vektor
mutat. FEz az &dbrdzolds ugyanaz, mint az a.)
pontban szerepl6, az s; fliggvény jatssza a v; vektor
szerepét.

d.) Az L(p1 + ps + ps + pa) fiiggvény By, szim-
metridju.

M 12.14.
Direkt szorzat reprezentdcié karaktere egyenlo a
karakterek szorzataval, ezért

2
Xeor (B) = (X (R))
A totdlszimmetrikus i.r. (jeloljiik Aj-gyel) silya a
I' ® I' abrazolasban:

1
na, = — Z Xa, (R)Xr®r (R) =
g Reg

2

:121.(XF(R)) >0
g Reg

(g a csoport rendjét jeloli) Az utolsé egyenlStlenség

fenndll, mert 0-nal nagyobb egyenl szamok Gsszegét

a8

kaptuk, amelyek koziil legalabb egy biztosan nem 0.

Ha T' irreducibilis abrazolas, akkor a kis ortogona-
litasi tétel (LOT)

> (XF(R))2 =g
Reg

alapjan a totalszimmetrikus ir. sulya a ' ® T

1
abrazolasban nys, = -g=1.
Y

M 12.15.
a.) A csoport elemeinek karaktere a T,
abrazoldsban:

‘E 204 02 20’1) 20‘d
r,j3 1 -1 1 1

Az ir.-ek siulya I',-ben:
1
na, :§(3+2—1+2+2):1

Na,=-(34+2-1-2-2)=0

ng, =-=(3-2-1+2-2)=0

np,=-(B3-2-1-24+2)=0

| —0oo|—oo|

1

Az 4brazolds tehat I'y = Ay @ E ir. OsszetevOkre
bonthato.

b.) Direkt szorzat reprezentécié karakterei a ka-

rakterek szorzata. igy a karakterek a T', ® F

abrazoldsban:
‘E 204 02 QO'U 20’d
I'F \ 6 0 2 0 0O

Az egyes i.r.-ek stlya:

na :%(64—2):1

1

8

nE=1(12—4):1
8

1
na, =5 (6+2)=1

1
ng, =-(6+2)=1 n52:§(6—|—2):1

AT, ® E dbrazolas i.r. Osszetevéi tehat:
I'NE=A419B, A& B,dF

M 12.16.
A szimmetria miiveletek karakterei a koordinata
reprezentaciéban:
‘E 2C4 02 2UU 20’d
F‘18 2 -2 4 2
Az i.r.-ek silya a koordindta reprezentdciéban:

1
nA1:§(18+4—2+8+4):4




1

na, =5 (18+4-2-8-4)=1
1

np, =3 (18-4-2+8-4)=2
1

n32:§(18—4—2—8+4):1

nE:§(36—|—4):5

A T tehét a kovetkezo i.r. Osszetevékre bonthato:
I'=4A,® A; ®2B1 ® B & 5F

A karaktertablabdl kiolvashaté, hogy a transzlacios
szabadséagi fokok koziil egy tartozik az Ai-hez (a
z irdnyu eltolds), a forgdsi szabadsédgi fokok koziil
egy sem. A rezgési szabadsagi fokok koziil tehét
4 — 1 = 3 tartozik a totalszimmetrikus i.r.-hez, igy
harom paraméter sziikséges a molekula egyensilyi
geometridgjanak meghatarozasara.

M 12.17.
a.) A szimmetria operdtorok karakterei ebben az

abrazolasban:
FE 02 ) Oh
I''12 0 0 4

Az ir. ek silya ebben az dbrazolasban:

na, (12+4)—4 na, = (12—4)2

nt (12—4) =2 np, = (12+4) =4

AM»—*»JM
.4;\,_.,4;“—.

Az dbrazolas tehat az aldbbi i.r.-ekre bonthato:
I'=4A,®2A4,®2B, ®4B,

A transzlicié és a rotdcié a I'y,, = A, ® 2B, és
ot = Ag®2B, i.r.-ekhez tartozik, igy a rezgési sza-
badsagi fokok a I'y = I'=I'y, —I'yor = 34,0 A, B2B,
ir.-ek kozott oszlanak meg. A totalszimmetrikus
i.r.-hez harom bels6 szabadsagi fok tartozik, ennyi
paraméter sziikséges az egyensulyi geometria jel-
lemzéséhez.

b.) A dipSlusmomentum: p = /p(r)r dv.

Mivel a molekula elektronstiriisége a
totalszimmetrikus i.r-hez tartozik, az elinG in-
tegralok szabdlya alapjan a fenti integral csak
akkor nem nulla, ha r valamelyik komponense a
totalszimmetrikus i.r.-hez tartozik. Ebben a pont-
csoportban sem az x sem az y sem a z irdny nem
transzformélédik a totdlszimmetrikus i.r. szerint.
Ezért Cyp, szimmetridjd molekuldnak nincs allandé
dipdlusnyomatéka.

M 12.18.
A molekula a D3y pontcsoportba tartozhat. A
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ciklohexdn szénvéaza szék konforméaciéban pl. a
kritériumoknak megfeleld.

M 12.19.
Egy R szimmetriaoperdtor hatdsit egy f(r)
fliggvényre a kovetkezOképp értjik:
Rf(r) = f(R™'r).
Az 5471 hatdsa r-re: S;l(m,y7z) = (—y,z,—2).
Ha f(z,y,2) = £, az Sy f:
Suf(w,y,2) ==
Yy

M 12.20.
Kommutativ (mdsnéven Abel) csoport esetén min-
den szimmetriaelem kiilén osztalyt alkot, u.i.
tetszéleges A, B € G-re BAB™! = BB™!A = A.
Ezért Abel csoportban minden i.r. egy dimenziés.
Legyen u az egyik i.r. béazisvektora, ekkor Ru = Au,
ahol A\ az R csoportelem karaktere. Ha n az R rendje
(az a szdm, amire R™ = F teljesiil, v.6. 12.11. fel-
adat), akkor R"u = \"u=u
ebbdl kiévetkezik, hogy A™ = 1.

QED

M 12.21.

Ellenérizziik, hogy a ¢q ill. ¢o fliggvény o szogl
elforgatottja megadhaté-e 1 és o linearis kom-
binédcidjaval. Az xy sikban a szdggel pozitiv irdnyba
forgaté matrix:

0w = (e ~ne)

sina  cosa
A ¢ elforgatottja:
Oa)e1(x) = 1 (0~ (a)r) =
= (rcosa +ysina)? — (—zsina 4+ ycosa)? =
= (cos? a —sin? a)(z? — y?) + (2 cos avsin o) 2zy =
= (cos? a — sin? @)1 + (2 cos asin @)y

A fenti egyenlet irdsakor kihasznaltuk, hogy az
O(«) inverze egyenld a transzpondltjdval, ezért

-1 [ xmcosa+ysina
0™ (aJr = (—xsina—i—ycosa)

A s elforgatottja:

O(a)ga(r) = ¢2(07H(a)r) =

=2(xcosa+ ysina)(—zsina + ycosa) =

= (—2cosasina)(z® — y?) + (cos® a — sin” )27y =

= (—2cosasina)p; + (cos® a — sin? o)y

Az elforgatott fliggvények kifejezheték 1, -vel
ezért {p1,¢2} bazist alkot a feladatban szerepld

fliggvények terében. Az O(a) méatrixa az elforga-
tott bazisfiiggvények kifejtési koefficienseibol all



[ cos?a— sinfa  —2cosasina
Oy(a) = - 2 4 — in?
2cosasina cos® o —sin” «

az alsé ¢ index a bézisra utal.

M 12.22.
A feladatban szereplé abran vézolt elektromos tér
hatasara az atom gémbszimmetridja Dsp-ra csokken.
Redukéljuk a 2s,2p,,2p,,2p. fiiggvények alkotta
abrazoldst a Dgj, csoportban. A szimmetriaelemek
karakterei:
|E 2C3 3C% op, 253 30y,
F‘ 4 1 0 2 -1 2

ebben a

Az  ir.-ek
4brazoldsban:

1
nA/lzﬁ(4+2+272+6):1

sulya négydimenzios

1
nAé:ﬁ(4+2+2_2_6):0

1
nA/IIZE(4+2—2+2—6):O

1
nag=T5(4+2-2+2+6)=1

1
nE/:E(872+4+2):1

1
nEn:E(8—2—4—2):0

Az dbrézolds a kovetkezd i.r.-ekre redukalédik:
Fr=Al®A 0 F

A T felbontasdban két egydimenzids és egy
kétdimenzids i.r. szerepel. Ezért az eredetileg el-
fajult szintek harom szintre hasadnak fel, egy nivé
kétszeresen elfajult marad.

M 12.23.

D3y, pontcsoport

A karaktertdbldbdl kiolvashaté, hogy a (pg,py)
palydk a kétdimenziés E’ ir.  szerint transz-
formélédnak. A feladatban szerepld fiiggvények az
E’ ® E’ direkt szorzat reprezenticiét adjdk.

13. Kvantummechanikai alkalmazasok

M 13.1.
Feleltesstik meg a feladatban szerepl6
mennyiségeknek az alabbi operatorokat:
o= Q=

~ 0
lp =1, = —zh%

[@a [90} = @Zw - l:a@ =
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= —ihcpai — (—ih) + —iﬁ(pa(?p =ih

M 13.2. R

lo, =cosal, +sinal,

|:sz Za:| = Zz[a - lAalAz =

= l; (cosaiz + Sinal;) — (cosozl; + sina[w) Z; =
= cosalE + sinaizzm — cosozlz — sina[xiz =
=sina {l;,l;]

A fenti kommutator akkor lesz zérus, ha sina = 0,
ez viszont o = km, k € Z esetén teljestil.

M 13.3.

[ﬁzv i'z] = ﬁmi'2 - i'2]5m =

= (TP, —th) T — T (th+ P ) =

= TP, T — thT — 1hE — TP, T = —2ihT
Nem onadjungalt.

M 13.4.

lz = iﬁy - Aﬁz

L,,2| =1, —2l, =

= (Aﬁy - Aﬁz)j - (i'ﬁy - /gﬁa:)i' =
= ‘f:A b

= &Py — Gpod — Epyd + Jip. =
(

M 13.5.
-0

o p

T=-—
2m

A kinetikus energia operdtora egy Onadjungélt
operator, az  impulzusoperator  négyzetével
aranyos. A feladat &llitdsa minden Onadjungalt

operator négyzetére teljesiill. Legyen O egy Onad-
jungélt operator, valamint legyen ¥ egy normaélt

sajatfiiggvénye O2-nek, ekkor:

O*¥ = k¥ - o
k= (V|0*W) = (OTV|0O¥) = (O¥]|0¥) >0

A legutolsé egyenlétlenség azért teljesiil, mivel egy
tetszOleges vektor onmagédval vett skalaris szorzata
biztosan nemnegativ valés szam.

M 13.6.

Vizsgaljuk meg a kommutator, mint operator



hatdsat egy, az operatorok értelmezési tar-

tomanyaban levé ¥ fiiggvényre.
47| w = (27 V1) w -

h2 h2

= ——div (Vgrad¥ + UgradV) + — VAU =
272n 2m
h

= (gradPgradV + VAU + gradVegrad¥+

“2m
2

I}
+UAV) + —VAU =
2m
52
=5 (2gradVgrad¥ + (AV) ¥)
A fenti kifejezés akkor lesz azonosan 0-val egyenld,
ha gradV = 0, azaz V = konstans.

= gﬁziﬁu - éﬁui’ﬁy - gﬁz@ﬁw + 2ﬁygﬁm_
_i‘ﬁy:&ﬁz + gﬁmgﬁz + iﬁyéﬁy - ?ﬁzéﬁy =

= gi‘ﬁzﬁy - éi‘ﬁyﬁy - :Qg% + éﬁygﬁm_

_i'ﬁyzjﬁz + M + jéﬁyﬁy - géﬁmpy =
+2 (ih + 9py) Pz — Y2D2Dy =

= §ippy — ihip. — Fipyps+
+ihiDe + 2By — JiPaby =

= ih(2p. — 2ps) = —ihl,

M 13.8.
Az elektron Hamilton-fliggvénye atomi egységekben:

1 1
H(x7yaz) = §p2_; =
1 2 2 2 1
= i(px+py+pz) - ;

A Heisenberg-féle bizonytalansagi reldcié, atomi
egységekben: Ap, - Ax ~ 3 hasonldéan az y és z
komponensekre.

Klasszikus képben az elektron nyugalomban lehetne
az atommag helyén, ekkor a koordinata- és az impul-

61

zus vektor is nullvektor volna. Ez ellentmondasban
van a Heisenberg relaciéval. Tegyiik fel ezért,
hogy az elektron kicsiny Az amplitidéval és ki-
csiny Ap, impulzussal mozog az origd koriil gy,
hogy ezek szorzata kielégiti a Heisenberg-relaciot.
A Heisenberg-relaciébdl kifejezve ps, py, p.-t és a
Hamilton-fiiggvénybe helyettesitve:

1,1 1 1 1
H(x,y,z) = *(9+y72+?>**

8 r
A probléma gémbszimmetridgjat —megtartando,
Descartes koordinatakrol —attériink gémbi  ko-

2

ordindtdkra, és 22, y?, z%-et &tlagoljuk a ¢, 6

térszogek szerint:

- 2 ™ 2m
2 = / sin2 0 df / cos? ¢ do
m(2m) Jo 0

hasonléan y2 = 12/2 és 22 = r?/2 .
szerinti atlagolas utan:

A térszogek

3 1
Minimalizdljuk H-t r szerint:
OH 3 1
o = st =0
3
r=3

Az elektron energigjat megad6é Hamilton fiiggvény a

minimumban:
1 2 1
E = - — = = ——
3 3 3
Ez csak nagysagrendileg jé becslés, az egzakt érték
—0.5.

M 13.9.
Az energia-idé hatarozatlansagi reldcié szerint:
h
AE - At > —
2
h 6,2-10734J.
At > S —308-10"10%

= 2AE  4m-1,602-10-257]

M 13.10.
. PN K2 d2 1
H=T+V = — + —ka?
+ 2m da? + 2
N K2 42 1 1 1.2
—_ - — 57T - 2, ,—37% —
H¥o(z) = =5 0 5 ( )Jr ghe e
2
- _27Ldi (_7%7%712) Foka? e 3 =
mdx
h2



B Vkmo B km oy 1ol 1
2m h 2m h? 2
:EU\I/()(LU)
Innen:
1h k 1
E ——\/—==h
0= 95 Vm T 2"
M 13.11
A 2 2
a.) T'= _2h7m C(ljw2

O P .
Az e~ 27" mésodik derivaltja x szerint:

1 2
d2(e”2777)

e S )
A < T)-ben szereplé integral (tablazatbol):

| e (222 — ) —7\[+” Ve
A T vérhaté értéke:

1.8 _1h [k _ 1
(1) =579m =335\ = 2V

b.) HO =7 4+ %ka
W = bz R .
EO 4 g — <\1/0( JHO + WW(2)) =
1 11
Lo gy 85T 00
M 13.12.

a

o, (f(@)|f(2)) = / cos? s =

A variécios elv szerint:
Eo < E(a) = (f'(x)|Hf'(z)) =

K2 1/ r  d? ( s ) dat
=——- [ cos—x— (cos —z) dz
2m a 20" dx? 2a

—|—ﬁ /x2 cos? s
a 2a

—a

zdr =

72 K2 / 9 dot
= - —cos® —axdx
4a? 2ma 2a

—a

k a
+— /xZ cos? lxdx =
a 2a

h? k [2-4a’z T
~2ma’ T [ 2 O %w—&—
202 2-8a%\ . 7w ]°
(= g -
B h? 4ka?
T 32maz | T
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b, A fenti energia ott lehet minimalis, ahol az a

szerinti derivaltja eltlinik:

dE h? 8ka 0
da 16ma3 T
8k h?
7w 16ma*
4 h2m

128m

2V 8m

¢, A prébafiiggvény a 2a ,,szélességii” végtelen
mély  derékszogli  potencidlvolgyben — az
alapéllapot hullamfiliggvénye.
M 13.13.
F=—gradV = fa—v = —azx + bx?
Ox
2 ao, b4
V(z)= | —ax +bx dz+c:—§z +§x +ec
A PO r? d®>  a
H=T+V=—— — — —2* 3
+ 2m dz? 2 * 37 e
A Schrodinger-egyenlet:
h? d%2w a 5 b 4
- —— - —E)¥v=0
2m da? < 2x—|—3x e )
M 13.14.
=1



b, (z) = (U(2)|¥(z)) = \/Z /oo ze " dx =0

M 13.15.
s_hd
p= 7 dz
hd 1.2 A 1.2
A I VL e L o W VLGOS D e —
p@l(ﬂﬁ)—Nlidx (6 2 ) Nlie 27 (=)
h Ny 1.2 h Ny
— _~— I yeo 0L
75, Vere WZ.N2<P2(9U)
R LN
P11 = (p1(2)[ppr(z)) = (p1(2)] — tn F;s@(x)) =0
) hN
P21 = (p2(2)[pp1(2)) = (p2(z)] — ’Y;F;@(x» =
_ N
N,
M 13.16.
a, F'= faa—v =2D (1 —eiﬁq) e P =
q

= 28D (1 - eiﬂq) e Pa

b, A potencidl paraméterei koziil a D a részecske
végtelenbeli potencialis energidja, a 3 pedig
er6allandé jellegii (ldsd harmonikus oszcillator

k-ja).
c, —Zﬁ n [D (1—eP1)’ —E} U =0
M 13.17.
Normaljuk a probafiiggvényt:
et = [ e ar =[5

P(e) = e
m

A variécids elv szerint:
Ey < E(a) = (¢ (2)|H¢' (x)) =

R 2 7 w2 d? ( _azz) dot
T oo2m 7w ¢ dz? ¢ o

oo

o0
2 1 -
+£ . §F / 22202 qp —
T
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ha i —20? 2.2
=13 / e (4a’a® — 2a) dz+
— 00
af  Vm o
T 2.(2q)%
h2a? g
= a3 / 20’ (202% — 1) dz + — =
2mm 24./TTCx
_ h*? e LA F
2mm3 2. (20)? 20 23 /Ta
h2a3 F
= 75 5 + =
22mam 22 /T

Az energia ott lehet minimalis, ahol az « szerinti
derivaltja 0:

dF 1 3h2 1 F 0
- = _ 2 — —
da 92573 \ 2m2m 205

, mFm
o= ———

M 13.18.

A normalt prébafiiggvény a kovetkezo:

1
U(z) = —= cos T

va o 2a

A variécids elv szerint:

Eo < B(a) = (¥ ()| H¥(x)) = (¥(2)|T¥(x))+
+(U () [V ()

Mivel ¥(z) péros, V(z) pedig paratlan fiiggvény,
ezért a masodik tag zérus.

(U(2)|TU(x)) =

h? 1 7 d? 1 ™\ 4
=—— | ——cos—z— | —=cos — | dz =
2m ) Va 20 dz? \Va = 2a

h? w2 [ 9 T
:%@/COS %xdx:

—a
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h2 :c+2a.7Ta_ 4ih [
PP el ?/(smwsin?sa) dp =0
T

T 32mad |2 4r
0
12 B2 A keresett valdsziniiségek rendre: 0, 0, 1, 0, 0
32ma3 32ma?
M 13.22
1
Uy, =W = —=e "
M 13.19. e TR0 T
T1 = <\I/1|T\I/1> oo T 27r1
5 1 v d2 - <\I/15|\Ills>:///;€ resinddrddde =
:zm/“’%@ ) dr = R
- 1T oo | 1 2
g2 1 i B B2 7T/re dr/smﬁdﬁ/d(p—; 2—3-47r:1
= — — [ d = — — = —
om 4 /COS 2 T om 4T 32m ’ ’
1
) M 13.23
T Uy |TW 1,
2= 2|1 2) Uy = Wig0 = —=¢
2 2 VT
h ]. r
=5 2 cos 27mdx (2cos2mx) dz = Uy, = Uygg = Wors (2—r)e %
1
2
h2 % h2 h2 <‘I’13|\1123> =
:—~47r2/4c08227mcdx:—~47r2:— 0o m 27
2m 2m 2m ///1 1 2 )7L 9drdod
-1 = —€ —r)e 2r°sin r =
s e . , VT 427 7T
A masodik szamu hullamfiiggvény esetében lesz na- 00 0
gyobb a kinetikus energia. 1 0 i 2m
= r2(2—r)67%rdr/sin19d19/d<p:
A7\/2
M 13.20. 0 0 0
2 ES ~ 52 d2 2 oo o0
H=T+V=———5+¢" _ ! /QTQe_%Tdr—i—/ —rPe 5 dr| - Ar =
2m dz A2 / /
A Schrédinger-egyenlet: 1 <2 21 3!
h? d*w 2 =SBl B3 T aa ] T
s +( @ —E)\Ilzo (EANCEN )
M 13.24.
M 13.21 . o 5 oew
1 2po = Wo10 = re” 2 cos
U(p) = T (2cos2¢p — 1) re . 4/ 2m
. ) V=—
l, = —zha— r .
EP <V> = <\I’21)0|V\112P0> =
<lz> = <\I]|lz\11> = oo w27
27
1 = ///re 2(:0519’ re” % cos -
z/\/?@cos%p—l)- 32
" 72 51n19dr dﬁd(p =
o oo T
. —'h— ——(2cos2p — 1 dp = 1
[ ? ( ﬁ( cos 2¢p ))] ¥ = fST.27r/r3e*’“dr/coszz9sim9d19:
T
271' 0 0

h
=-5 /(2c052<p 1) (=2 -2sin2¢p) de ' 3 ) < . [(205319]0)

0 16 1+ 3 4



r2 \sind 9V oY sin? 9 Op?
Ty,

1 1 r r 2 r
- 7—1> e zcosV+ | ——1)e 2costy—
2 4\/27{' |:(4 (7" )

2 . 1 r r
——e 2 cost| = (177) e zcosv
T } 421 8

<T> = <\p2po|‘7\1}2p0> =

oo T 2T
1 r r r
= — -2 3 1_7) -2 31
327T///re 2cow9< 3 e 2 cosv
00 0
72 sind drdddy =
L [ (™Y e [ cos? osing o —
= 39x T r g e r | cos =
0 0
1 /3 4 1, 5 ox\ 1
:16'<14‘8.15)'(‘3[°°S 19]0):8
2Ty =—(V) (teljestil a viridltétel)
(B) = —5 = —(T)
M 13.25.
(r) = (Wop, [P Wap,) =
oo W 27
/// ! ~3 cos ! ~3 cosd)
re r re .
,0 4/ 27 4/ 27
72 sinddrdddyp =
o0 iy 27
1
=— r5e_rdr/cos2ﬂsin19d?9/d<p=
327
0 0 0
1 5 2
— LS o —
327 16 3 "
M 13.26.

Y100s = ¥100,0,0
(r) = ‘;—0 [3-100% — 0(0 + 1)] = 1500000 =
=1,5-10*-0.529-1071%m = 7,935-10""m ~ 10 %m

_r . ]
—r)e” 3 ginve’
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A legutolsé egyenlGség a virialtételbdl adodik.

<V> = <\I/3P+1|V\Ij3p+1> =

co m 2T

1 .1 L
=3 /// (6rfrz)Ze*%fsiHQﬁe*”’e“ﬂ
T T
00 0

72 sinddrdddy =

1 2\2 _2r ﬂ-.g
:_m.gﬁ/r(&“—r)e 3dr/sm Jdd =
0 0

oo

2 T
= ~ 6561 (36r3 —12r* 4+ 7'5) e~ 5 dr
0

1 ™
. [—cosﬁ+ - cos® 19] =
3 0

2 4 3134135 5136 1
.z, 22 XY 4T ) - _Z
383 (36 24 25 26) 9

<L2> = <\Ij3p+1|i’2\1j3p+1> = <\Il3p+1| - Aﬂ,¢\113p+1>

A __t 9 s'11192 + = 872
U T 50 a0 O a0 ) T sin? 9 02

—Ay U = (12— 2r?) e 3 sind e’ = 2V
(L?) = (|20) = 2(¥|¥) =2

(kifrva az atomi mértékegységet)

R .0
<LZ> = <\I}3p+1|LZ\II3P+1> = <\Ij3p+1‘ - Z%\IJ&H-J

—i%\ll = (6 — r2) e isinde¥ =0

(Lz) = (¥[¥) =1

(L) ="h (kifrva az atomi mértékegységet)

(m) = 5Ly = —V3p,

A (8p a Bohr-magneton)



me) = 2L =~
M 13.28.
U 1 (2—r)e %
a, Uou = ——(2—r)e 2
N>
Tes = 2

b, A fiiggvény jelentése: az elektron r korili dr
vastagsdgu gombhéjban valé megtalaldsanak
valdszintisége.

D(r) = [W(r) PAmr® = \/§ (2 2o

Szélséértéke a fliggvénynek ott lehet, ahol az
els6 derivaltja 0:

0P

or

\/§ {—27‘2 @2-r)e " —r22-r)e "+
+2r (2 — 1) 77”} =0
2-r)[-2r*=r*(2-r)+2r(2—7r)] =0
r(2—r)(r*—6r+4)=0

Az egyenlet megolddsai:
7’120 7"222 T3=3+\/§ T4=3—\/§)

M 13.29.

a, Az  allapotfiggvény  az  alabbi  két
sajatfiiggvény linearis kombindcidja:

1
U=— (¥ + U5y
ﬁ( 3241 32-1)

A fenti egyenléség konnyen belathaté az
alabbi azonossag alapjan:

eimtp _’_e—imcp
cosmyp = ——————

2
b, (I.) = £h
A két érték egyarant %f% val6szintiséggel
mérheto.
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M 13.30.
Igen, mivel az integrandus az x és az y valtozd
szerint is pératlan fiiggvény lesz. Integraldssal:

1
(2p:|2py) = 27-<2p+1 +2p_1|2p41 —2p1) =

1
=% ((2p+112p41) + (2p41|2p—1)—
—(2p-1|2p41) — 2p—1[2p—1)) =
1
=—=1+0-0-1)=0
1\/[13.311. )
H=--A-"=
2 r
(P|H?)
E:
(@)
co m 2T
21
(®|®) :/// 292 ging dr dd dp = dr———
(2a)
00 0
(V()| HY(2)) =
co m 2T
= %///e ‘”A _”” r Zsin ¢ dr do dp+
00

2
1

/ e —e 2 sind drd de =
r

0

3

St~ o

</
0
co m 2T
1
= 2///(@ —a) rle2ar
0

27r

0
+///7“6720”S11119d7“d19dg0:
000

2! 1! 1!
=+ 4o 5 — 47 5
(2a) (2c) (2c)

sin 9 dr dd dep+

= —21a?

2o’ (2a)3 —471'(2(02 1 )

2!
A 2a)® 2

E(a) =

Az energia ott lehet minimalis, ahol az « szerinti
derivaltja 0:

dE

—=a—-1=0

do

a=1



M 13.32.
1

1
P(r < ap) /|\Iflb| 4rr? dr = /47TT e dr =

0oy 1 r T
grad Uy, = Tfer = [—2 (2—r)e 2z — e‘z] e, =
= (i — 2) e te,
2
M 13.34.
N2 = <\1123|“1125> =
27

oo T
:///(27T)2677‘T28i1119d7"d’l9dg0:

000

0o m 27
:/7"2 (2—r)26_7'dr/sin19d19/d<p:

0 0

0

= 471'/ (4r2 —4r® ¢ 7’4) e "dr =

0
2! 3 4l
=47 (413 —414 +1> =327

N =427

1 r
v, = 2—r)e 2
2 4\/%( )

A keresett valészintiség:

P(r < ag =/|\I/25|247T7“2 dr =

1
1
/ 47r?
321
0

1 .
:g/(élr —4r 4 )e"dr
0
Tablazat segitségével az aldbbi értékekeket kapjuk
az integrél egyes tagjaira:
1

5
/TQefrdr=2—f
e

0

2 —
2—r) e "dr=

67

1
1
/r?’efrd 67—6
e
0
/ 65
/7’ e "dr=24 - —
e

0
Ezek alapjan az integral, azaz a keresett valosziniiség
értéke:

21
P=1—-—=~0,034
8e

M 13.35.
- 1
‘/‘/ = a—Q

r

1
Eéo) =-3 (atomi egységekben)

1
AE(()l) < |W\I/(O)> <\11100\a—\11100)

T

o0 2
///e —e "r?sinvdrdddyp =
00 0

2 e

= g/ 2Tdr/sm19d19/d<p—
™
0 0
_ {—162T:| -4 = 2a
m 2 0

a megadott értékeit behelyettesitve:
a = 0,001 AEél) = 0,002 <« Eéo)elfogadhaté becslés
AE"V =2 = —4E"

a=1 irredlis érték



1.

III. FUGGELEK

Néhany gyakrabban el6fordulé
pontcsoport karaktertablaja

Cs|E ah‘ ‘
A1 1| z,y, R, [2%, 9%, 2%, 2y
A"|'1 —-1|z,R;, R, Yz, T2
CQ‘E Co ‘
Al 1 z, R, 2y, 2%, oy
B|1-1llz,y,R:, Ry Y2, T2
Dy |E Ca(z) Caly) 02(35)‘ ‘
All 1 1 1 22y, 22
Bil1 1 -1 1|z, R, Ty
Byl1 -1 1 -1y, R, Tz
Bs|1 -1 -1 1|z, R, Yz
Co|E Cy oy(x2) ol (yz)
A1 1 1 1] 2z [22,9%, 22
Ay |1 1 -1 —1| R, xy
Bi|1-1 1 —1lz,Ry Tz
By |1-1 -1 1|y,Ry Yz
031;‘E {C3,0%} {0'1;1,0'1]2,0'1)3}‘
Ay |1 1 1 z 2 492, 22
Ay | 1 1 ~1 R.

E 2 -1 0 (xay)v(vaRy) (332 —y27$y)a(fﬂzayz)
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ng‘E 25, Cy ZCé 2(7d‘ ‘

A1 11 1 1 xZ + %, 22
Ay |11 1 -1 -1 R.
Bl -1 1 1-1 22
B |1 -1 1 -1 1 z Ty
E |2 0-2 0 0|(zr,y), (Rs,Ry)| (zz,92)
D3d E 203 302 ) 256 30’d
A, [T 1 1 1 1 1 % + %, 22
Ayl 1 -1 1 1 -1| R,
E, |2 =1 0 2 =1 O0|(Rs, Ry)|(2% — y% 2y), (v2,y2)
Al 1 1-1 -1 -1
Agul1 1 —1-1 -1 1| =z
E,l2 -1 0-2 1 0| (2,9)
52 ‘E Z‘
Ag11 1R, Ry, R, x L Y2, xy, T2, Yz
Ayl 1 =1 =z, 9, 2
Cooh E 2C% ... cooy,
A =X 1 1... 1 z % 4+ 42, 22
A=Y 1 1... -1 R,
E, =11 2 2cosp ... 0/(z,y), (Re, Ry)| (z2,y2)
Ey=A 2 2c0s2¢p ... 0 22 —y? 2y)
Es=® 2 2cos3¢p ... 0
Doop| £ 2C% ... 000, i 2572 ooy
b 1 1 1 1 1 1 % 4+ 42, 22
E; 1 1 -1 1 1 -1 R,
II, 2 2cosg 0 2 -2cosy 0|(Rz, Ry)| (z2,y2)
Ay 2 2cos 2¢p 0 2 2cos2p 0 (22 — y?, zy)
5ol 1... 1-1  —1.. -1 =
oo |1 1... —-1-1 “1... 1
IT, 2 2cos 0 -2 2cosp ... 0 (z,y)
A, 2 2cos 2¢p 0 —2 -2cos2¢p 0




2. A hidrogén atom sajatfiiggvényei?

ls 410 = ﬁe

25 tha00 = 4\/15(2 —r)e"/?

2p0 Y210 = 4\/1§T€_T/2 cos ()
Po141 = ﬁre—rﬂ sin(f)e*?

2p+1

35 a0 = grop (27— 18r + 2r2)e"/3

3p0 a0 = 22=r(6 — r)e"/3 cos(0)

3p+1 Y3141 = ﬁrw —r)e /3 sin(f) et

3dy 320 = SleTQe_T/?’(S cos?(0) — 1)

3ds1 Ps2a1 = ﬁr%_"/‘g sin(6) cos(#)e*®
3dia  th3ete = lﬁzlﬁr2e_T/3 sin?(9)e*2¢

3 Ezekben a  képletekben atomi tdvolsigegységeket
hasznalunk: 1 a.u. = 1 bohr = 0.5291772 A.
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3. Lexikai minimum kémiai matematikabol

1. Analizis blokk

A)
Kronecker- delta
ordo
skalarfiiggvény, vektorfiiggvény
konfiguraciés tér
dimenzid
metszet
kritikus pont
nyeregpont
szabadsagi fok
derivalt
differencidl-operator
kommutator
Jacobi determinans
teljes derivalt, teljes differencial
lancszabaly
gradiens
divergencia
rotacié
nabla operator
Laplace operator
szélséérték
mellékfeltétel
Lagrange-multiplikator
Newton-Raphson mddszer
Hess-méatrix
normalkoordinéta
funkcional
variacié
Euler-Lagrange egyenletek
Ritz mdédszer
linearis varidcios feladat
ivhossz integral
vonalintegral
kett6s, harmas, stb. integral
szukcessziv integralas
feliileti integralok
Descartes koordinaték
polérkoordinatak
gbmbi koordinatak
ferdevonali koordinatak
atfedési matrix
forgasméatrix
unitér matrix
Euler 6sszefiiggés
trigonometrikus alak, komplex szamé
komplex fiiggvény
Cauchy-Riemann egyenletek
analitikus fiiggvény
polus
Cauchy-féle integral formula



Taylor-sor

Laurent sor

residuum

operator

inverz operator
adjungélt operator
onadjungalt operator
Hermiticitas

Unitér operator
sajatértékprobléma
spektrum

sajatvektor

degeneracié

degeneralt altér

teljes tér

Euklideszi tér

Hilbert tér

norma

skalarszorzat
fliggvénytér

LQ tér

felcserélhetd operatorok
diszkrét spektrum
folytonos spektrum
linedris operator
operator spurja

bra vektor, ket vektor
projetor

idempotencia
egységfelbontas
spektralis felbontas
maétrixreprezentacid
kozonséges differencidlegyenlet
parcidlis differencidlegyenlet
differencidlegyenlet rendje
homogén diffegyenlet
inhomogén diffegyenlet
linearis diffegyenlet
kezdeti feltétel
peremfeltétel
partikularis megoldas
altalanos megoldas
aszimptotika

valtozdk szétvélasztasa
integrald tényezo
Sommerfeld-féle polinommadszer
Dirac-delta

Parcidlis diffegyenlet szepardlasa
konvoltcio

Fourier transzformaécié
Fourier sor
fliggvénysorok
ortogonalizacids eljaras
ortogonélis polinomok
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Harmonikus géombfiiggvények

B) (%)
centrélis tér

nivéfeliilet

elliptikus, parabolikus, hiperbolikus pont (feliileten)
Maxwell-relacio

derivalttenzor

Poisson egyenlet

egységugras (Heavyside) fiiggvény
Stieltjes integral

integraltételek (Gauss-tétel, sth.)
hengerkoordinatak

elliptikus koordinatak
ivelemnégyzet

metrikus tenzor

goérbevonali koordinatdk
komplex szamgomb

szingularitas

n-ed rendii pélus

metrikus tér

normalt tér

Banach tér

antihermitikus operator
antikommutétor

normaloperator

Green fiiggvény

Laplace transzformacié
integraltranszformacio
integralegyenlet

2. Csoportelmélet

A)
csoport

csoport rendje

szorzasi tablazat, szorzasi tabla
Abel csoport

konjugalt elem

konjugalt osztaly

alcsoport

szimmetriacsoport

pontcsoport
szimmetriaoperator

C,, tengely

tlikrozés

inverzié

reprezentacid, abrazolas

hii reprezentacio

trividlis reprezentacio
totdlszimmetrikus reprezentéicié
karakter

reprezentaciot kifeszité vektor
reprezentacié bazisvektora
reprezentacié dimenzidja



direkt Osszeg

redukalds

reducibilis reprezentacio
irreducibilis reprezentacid, irrep
irrep bazisvektora

(kis) ortogonalitdsi tétel
irrep projektora
karaktertabla
antiszimmetria
szimmetriakoordinatak
rezgési modusok
direktszorzat (métrixé)
direktszorzat-reprezentacioé
eltliné integralok szabalya

B) (*)
ciklikus csoport
csoportelem rendje
transzlaciés csoport
folytonos csoport
Schur lemma
nagy ortogonalitasi tétel

3. A kvantummechanika matematikaja

A)
hullamfiiggvény, allapotfiiggvény
kotott allapot

idofiiggetlen Scrodinger egyenlet
koordinata operdator

impulzus operator

kvantalas

Heisenberg-féle felcserélési torvény
impulzusmomentum operator
energia operator
valészintliség-stiriiség
elektronstiriiség

val6sziniiségi interpretéciéd
id6fliggd Schrodinger egyenlet
allapotegyenlet

staciondrius allapot

varhaté érték

Ehrenfest tétel

spinoperator

Pauli métrixok

« spin, 3 spin

spinkoordinata

spinpélya, térbeli palya

azonos részecskék

Pauli elv

operator szorasa

Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié
alagut effektus

Heisenberg-féle mozgasegyenlet
mozgasallando

a Hamilton operator szimmetriacsoportja
irreducibilitasi feltevés

varidcios tétel

varidcios elv

perturbéacioé

B) (%)
korreszpondencia elv
infinitézimélis generator
valdszintiségi amplitidd
tiszta allapot
kevert allapot
a hulldmcsomag redukcidja
a hullamcsomag szétfolyasa
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