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Az el6z6 gyakorlatrol megmaradt feladatok:

13.

14.

Milyen feltételekkel ortogonalis egy f(z) La(—o00, 00)-beli valos fiiggvény a sajat derivaltjara?
AZ ALABBI FELADATOKRA MAJD VISSZATERUNK A FELEV VEGEN

Definicio (Dirac-féle delta fiiggvény (6)): Nem tradicionalis értelemben vett fliggvény.
Lehet ,pongyolan” tgy definialni, mint egy ,fliggvényt” a valés szamegyenesen, ami mindeniitt zérus, kivéve az origot, ahol
végtelen:

oco hax=0
§(x) =
(@) {0 haz#0’

tovabbé kielégiti az alabbi azonossagot

7 O(x)dz = 1.

Meértékként
/ 5(x)f (x)da = £(0)

Definicié (Dirac mérték):

6(x) néhany tulajdonsaga:

() [ 8@ —a0)f(e)de = f(a0)

(ii) /jo d(ax)dz = 1

|al

(iii) 6(—z) = é(x) (paros fiiggvény)
Definicio (konvolicio): f(x) és g(x) fiiggvények konvolicidja: (f * g)(z) = /00 FfWg(z —y)dy

Mutassuk meg, hogy f*d =6 * f = f!

Definicié (Fourier-transzformacio): Legyen az f fliggvény abszolut integralhato, ekkor az f fliggvény Fourier-transzformdltja:

Fiw) = o= [ et s,

az f fuggvény inverz Fourier-transzformdltja

Flre) = \/% /:: ™ f(w)dw.

Tétel: Legyen f és g két abszolut integralhato fliggvény, Fourier-transzformaltjukat jelolje ' és G. Ekkor:

(i) Flaf + Bg) = aF + BG (linearitas)

(i) F(z = f($))(w) = |a|F(aw) (dilatacio)
(iii) F(z— f(z — z0))(w) = e'?0 F'(w) (eltolasi tétel)
(iv) F(z+— e 0% f(z))(w) = F(w — wo) (modulacio)

(v) F(z— 2™ f(z))(w) = 2" F() (w) (differencialés ,frekvencidban”)
(vi) F(f™(2))(w) = (w)" F(w) (differencialas ,idGben”)

A Fourier-transzforméciot a legtobbszor gy interpretaljuk, hogy az f(t) fiiggvény egy id6tdl fiiggs jel,

Ff(w) = F(w) pedig a jelben 1év8 w korfrekvenciajiu komponens komplex amplitidéja.
Tétel (Euler-formula): ¢** = cosz + 1sinx

oo
Allitas: §(x) = %/ "% dw
T J—oc0



15. Hatarozzuk meg az
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négyszogimpulzus Fourier-transzformaltjat!
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16. Fourier-transzformaljuk a Dirac-deltat!
17. Fourier-transzformaljuk az azonosan 1 fiiggvényt!

18. Bizonyitsuk be, hogy a konvolucié Fourier-transzformaltja az alabbi médon irhato fel a tényezék Fourier-transzformaltjanak
szorzataként!

F(f *9)(w) = V2rFf(w)Fg(w)

HF 19. Mutassuk meg, hogy az {|fk> = \/% eth? k¢ Z} ONB Lo(—m,m)-n!

1. Legyenek ]Ai és @ olyan hermitikus operétorok, amelyek kommutéalnak. Legyenek a p ooperator sajatértékei
pi-k, és a @ operator sajatértékei ¢;-k. Mutassuk meg, hogy ha P 4+ Q = E (ahol FE az egységoperatort
jeloli), akkor Vi: p; =1 —¢;!

Allitas: Ha A és B hermitikus operatorok kommutalnak, akkor van kozos sajatvektorrendszeriik.
2. Adottak ¢;(z) =z, po(x) = 22 € Ls[0, 1] fiiggvények!

(a) Allitsd el6 a ¥ (1), o) (x) ortonormalt bazisfiiggvényeket Lo[0, 1]-en a fenti ¢ (), o () fiiggvények-
bél!

HF (b) Add meg a V = x operdtor métrixat a oV (x), Y (x) bazisban!
=~ 1

HF (c) Add meg a W = - operator matrixat a ol (), 2 (z) bazisban!
~ d

HF (d) Add meg a D = P operator métrixat a ¢ (z), 2 (z) bazisban!

x

2
3. Mutasd meg, hogy az La(—00,00) felett értelmezett D = Epes operator hermitikus!
x

4. Tekintsiik a kétdimenzios tér egy ortonormalt bazisat: |e1),|es). A T tiikrozs operator hatdsa a bazis-
vektorokra a kovetkezo:

Tler) = ler)
Tles) = —es)

AC forgato operator az alabbiak szerint transzformalja a bazisvektorokat:

HF (a) Mutassuk meg, hogy 72 = E.
(a) Kommutal-e a T és a C operdtor?
(b) Adjuk meg a (24 T)~* operatort! (HF ellendrizni)

Altalaban két tetszéleges tiikrozé operator és forgatd operator nem kommutal.

1
5. A pi(x) = 7 és pao(x) = \/gx fiiggvények ortonormaltak La[—1,1]-en.

(a) Bontsuk fel az f(x) = sin(wx) fliggvényt ¢o-vel parhuzamos és merdleges komponensekre!



~ d
HF (b) Adjuk meg a D = I operatort abrazolé matrixot a 1(x), pa(z) bazisan! Mit tudunk a mellékat-

HF 6.

HF 7.
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x
lobeli elemek viszonyarol?

Legyen |a) , [b) ONB, T = |a)(a| — [b)(b|. Add meg a T |v) vektort, ha |[v) = |a) — |b)! Sajatvektora-e T-nek
a |v) vektor?

Definicié (normaloperator): N operator normdloperdtor, ha [N, J\A/'Jf] =0.

(a) Igazold, hogy az antihermitikus operatorok normdloperdtorok.

(b) Mutasd meg, hogy az antihermitikus operatorok sajatértékei tisztan képzetes szamok.

(c¢) Bizonyitsd be, hogy ha A antihermitikus operator, akkor e unitér (azaz az adjungéltja az inverze).

. Lassuk be, hogy ha az A és B hermitikus operatorok nem kommutalnak, akkor nincs kézos sajatvektor-

rendszerik.

. Add meg az zy-sikra vetités opretaranak matrixat a haromdimanzios tér |z) = (1 0 O)T, ly) = (O 1 O)T,

lz)=(0 0 1)T ortonorméalt bazisaban!

Hatérozd meg az f'(x) = g(z) (kozvetlenill integralhato, elsérendi, homogén) DE megoldésat!
Hatarozd meg az y'(x) = f(x)y(z) (szeparabilis, els6rendt, homogén) DE megoldésat!
Hatarozd meg az y'(x) = f(x)g(y(x)) (szeparabilis, elsérendi, homogén) DE megoldasat!

cos” (y(x))

Hatérozd meg az y'(z) = 5 azon megoldéasat, amelyre y(1) = g!
x

Hatéarozd meg az @(t) = 5z(t)(2 — z(t)), ©(0) = 1 kezdetiérték-probléma megoldasat!

Az alabbi feladatokra mar nem jutott id6 ezen a gyakorlaton:

Hatarozd meg az alédbbi elsérendt inhomogén linearis KDE-k megoldésat az allandok varialasanak mod-
szerével!

_ Y@
t
(b) @(t) + 2z(t) = e, 2(0) =0

+1

Hatéarozd meg az ©(t) + 2x(t) = 10 4 cos(5t), x(0) = 0 kezdetiérték-probléma megoldasat probafiiggvény
modszerrel!

Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat!
(a) &(t) = =(t) +y(t), y(t) = 4y(t) — 2x(t), x(0) =0, y(0) = -1
(b) @(t) =y(t) +2¢", §(t) = x(t) + 12, 2(0) =1, y(0) =1

() d1(t) = wa(t), da(t) = 21(£), d3(t) = 3(t) + 2a(t), Fa(t) = dza(t) — 223(t)
‘Tl(o) = 17 x2(0) = ]-7 553(0) = _27 554(0) =4

Hatéarozd meg az alabbi masodrendi differencidlegyenletek altalanos megoldéasat!
(a) Z(t)+9z(t) =0
(b) #(t) — 6&(t) + 10x(t) =0
(c) &(t) —8&(t) +Tx(t) =0
Hatarozd meg az alabbi masodrendi inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!

#(t) — 5i(t) + 6x(t) = te'

Szeparalassal oldjuk meg az f(x,y) fiiggvényre vonatkozé alabbi parcialis differencialegyenletet!

*f of
Pf 10f
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Oldjuk meg Laplace-transzforméaci6 segitségével az alabbi kezdetiérték-problémakat!

(a) @(t) = z(t), =(0) =3



(b) 26(t) — 2(t) = 0, (0) = %
(¢) #(t) = —a(t), 2(0) =0, #(0) = —2
(d) 2i(t) + z(t) = e, 2(0) =1
(e) @(t) = 2(t) +3y(t), y(t) = —x(t) + 5y(t), =(0) =1, y(0) =0
ft) F(s) = (Lf)(s) | f(t) F(s) = (Lf)(s)
1 ! n !
s sntl
at 1 Tk eat n!
¢ §—« (s —a)ntt
sin(wt) - _C: 3 e sin(wt) (s—o;)‘)ﬁ
cos(wt) T e cos(wt) DT
e f(t) F(s—a) " f(t) (=1)"F(s)
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