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Absztrakt terek és operatorok

»Definicio” (linearis tér): V nemiires halmaz linedris tér (vektortér) a T test felett, ha
(i) Ve,yeV: ax+yeV
(ii) VAeT\Vz eV : \x eV
Definicié (Euklideszi tér): Véges dimenzios, skalarszorzatos linearis tér (vektortér).
Definicio (skalarszorzat): (x|y) skaldris szorzat, ha
(i) (z|ly) = (y|x)" ( * a komplex konjugalast jeloli)
(ii) (2[Ay) = A(zly) &s (Azly) = A" (z]y)
(i) (2 +ylz) = (]z) + (y]2)
(iv) (z|z) > 0¢és (z|z) =02 =0

Definicié (Hilbert tér): Végtelen dimenzios, skalarszorzatos linearis tér (vektortér).
A tér elemei: ,bra” vektorok ({A|, sorvektor) és ,ket” vektorok (|A), oszlopvektor), ahol

Ay
H>|A) = A ler) + Agles) +--- = | 42| az |e;) bazisban.

A tér elemeire hato operatorok: H — H leképezések (ﬁ’ E, ol)
lei) = i).
( T az adjungaltat jeloli, azaz a transzponalt konjugaltjat)

Ax A
A==

(Al = (45 43

A\
()= [A] = (A A3-) =4

Definiciéo (belsé szorzat): n-dimenzios komplex euklideszi térben a belsd szorzat (skaldrszorzat):
(A|B) =) A;B;eC.

1A]* = (A]4)

Definicié (LP tér): LP[a,b] azon Lebesgue-mérhets fliggvények linearis tere, amelyekre

) :
wm=</um0 < .

Definicio (L tér): L?[a,b] azon Lebesgue-mérhet fiiggvények linearis tere, amelyekre

b
Hﬂb=d/$ﬂ%u<m.



L? a négyzetesen integralhato fiiggvények tere.
b
Definicioé (skalarszorzat L?[a,b] komplex téren): {f|g) :/ f(z) g(z) dz

1. Legyen f € L?[—1,1]. Mi az (f|f), ha f(z) = a?

2. Az alabbiak koziil melyik fiiggvény eleme L?(—o0,00)-nek? Es L2[0, 0o)-nek?
(a)e® (b)e® (c)e ™ (d)sin’z

A onadjungdlt vagy Hermitikus operator, ha At = A\, azaz
()= (sl = (ar) vsoen
3. Mutassuk meg, hogy (AB)" = BT AT

~ d
HF 4. Hermitikus-e a D = P operator az La(—00,00) térben?
T

~ d
5. Hermitikus-e a D = 1— operétor az Lo(—00, 00) térben?

dz
Definicié (spektralis alak/spektralfelbontas): Legyen {|¢;)}7 ; ONB és A;-k valésak.
A H operator spektrdlis alakja:

H= Z Ai lpiXeil s
=1

ahol |-X:| diadikus szorzatot jelol.

Definicié (Diadikus szorzat): A |¢) és (| vektorok diadikus szorzata (kilsé szorzat) m dimenzios
Hilbert-térben:
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6. Hogyan hat a H = S \; |:):| operator egy lp;) bazisvektorra?
i=1

7. Add meg a H? operator spektralis alakjat!
8. Add meg az efl operéator spektralfelbontasat!
HF 9. Add meg a cos H operator spektralfelbontésat, ha a \; sajatértékhez tartozo sajatvektor |p;) (i =1,...,n)!

10. Add meg az I identitasoperdtor spektralfelbontésat a {|i)}"_, ortonormalt bézisban!

11. Legyen {[i)}?_; ONB. Add meg a P= |i)(i| operator matrixat ebben a béazisban!
(Tipp: a méatrix oszlopaiba a |i) bazisvektorok képe keriil)

HF 12. Legyen {|i)}; ONB. Add meg a P= |i)(j| operator matrixat ebben a béazisban!

1

w

. Legyenek |e1) és |e2) norméltak és ortogonalisak.

(a) Tudjuk, hogy Aler) = 2ler) + [es) és Alea) = [er) +2]ea).
Add meg az A operator matrixat az |e1), |ez) bazisban (A )!

(b) Legyen |d1) = Z5(le1) +|e2)) és |d2) = 5(lex) — [e2)).
Add meg az A operator matrixat a |d1), |d2) bazisban (4 ), amennyiben [dy), |d2) normaltak és
ortogonalisak!

(c) Vizsgaljuk meg A sajatértékeit!



(d) A és A tehat ugyanannak az A operatornak két dbrazolasa, két kiillonb6z8 bazison.
Add meg az A 16l A -re val6 dttérés C' matrixat!

e (4)- (1)

A sajatérték-sajatvektor egyenlet matrixos alakja:
Az A métrix sajatértékei legyenek \;-k, a megfelels sajatvektorok c;-k, legyen tovdbba C' a sajatvek-
torokbol, mint oszlopvektorokboél 4ll6 matrix, azaz

C=(c, ¢ .. ¢,),

és legyen A a sajatértékek diagonélis matrixa, azaz (A);; = dj\;. Ekkor az Ac; = Aic; egyenlet
felirhat6 az alabbi alakban:

ég = Qéa azaz ézgég_l, illetve A = g

H:f>
1

Ha A 6nadjungélt métrix (A = éf), akkor C unitér matrix (g71 = QT)

HF (e) Ellendrizd, hogy A =CA C™'!

Diagonalizalhaté matrix fliggvényének meghatarozasa:
Ha A= CAC™, akkor fiA) = C f(A)C"!

14. Add meg \/ge—t és \/gd—t!

HF 15. A sajatértékei 3 és 1, sajatvektorai |dy) és |dy). Ekkor A spektralis alakja: A = 3 |dy)dy|+1|da)(ds], tehat
VA= V3ldi)di| + VI |do)da).

Ezt felhasznalva add meg a Vi operatort az |e1), |ez) béazisban!

HF 16. Add meg sin A-t, ha A = [2 g}!

17. Legyen |a) és |f) két ortonormalt vektor a Hilbert-téren! Bizonyitsd be, hogy a
) = 18) = (JaXal + 8X8]) 9)
vektor ortogonalis |a)-ra és |S)-ra (|0) tetsz6leges).
HF 18. Legyen A linearis operator, azaz A(af +fBg) = aA\f + 529. Linearis-e az A2 operator?
HF® 19. Legyenek |a), |5) norméaltak és ortogonalisak. Tekintsiik a

= 2 ()8l +18¥al)
&, = 5(= laX8| +18)al)
3. = 3 (la)al - 15X8)

operatorokat.
(a) Add meg a &, 7, 0, operatorok matrixat az |a), |3) bazisan!
(b) Mutassuk meg, hogy [0,5,] = 10!
(¢) Ellendrizziik, hogy az operatorok matrixai is kielégitik az el6z6 pontban felirt formulat!
)

(d) Szerkessziik meg a léptetd operdtorokat és azok matrixat, amelyek az alabbiak szerint hatnak!

o+ 16) =), Oyla)=0
—la)y=18), G_18)=0

(e) Hogyan lehet 7,, 7, linearis kombinaciojaként kifejezni o -t és o_-t7

20. Legyenek Aés B Hermitikus operatorok, «, 8 € C. Hermitikus-e ekkor az
(a) A+ B (b) aA+ BB (c) AB operator?



