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ELOSZO

A matematikai statisztika egyike a matematika azon againak, amelyet
a gyakorlatban nagyon sok teriileten alkalmaznak. Hasznaljak a
miszaki tudomanyokban, a mindségellen6rzésben, az orvostudo-
manyban, a mezogazdasagban és még szamos helyen.

Elterjedtségének oka kettos: 1. A vilag jelenségei igen gyakran nem
determinisztikusak, hanem sztochasztikusok (véletlentdl fiiggoek ). Pl.
egy arucikknek a hosszmérete, élettartama véletlentdl fiiggd valtozo.
2. Gyakori eset, hogy pl. egy arucikkel kapcsolatban nem ismerjiik az
egész sokasagot, csak mintat vesziink belble. A minta paraméterei
alapjan adunk becslést az egész sokasag megfelel6 paramétereire (ez
a matematikai statisztika egyik feladata).

A matematikai statisztika a valdsziniiségszamitdssal egyitt fejlédott
ki. Mindkett6rél azt szoktak mondani, hogy a ,,véletlen tudoménya”.
Ezért konyviinket is valoszinliségszamitasi alapokkal kezdjik.

A konyv felépitése a sorozat felépitéséhez hasonlit: az elméleti
alapok dsszefoglaldsa utan gyakorld feladatok kovetkeznek. Aki a
matematikai statisztikaban otthon akar lenni, annak haromtipust
feladattal érdemes ismerkednie:

- a statisztika elméleti problémaival,
— a gyakorlati feladatokkal,
— a szamitogépes megoldas lehetoségeivel.

Kd&nyviinkben mindhdrom problématipust megtalalja az Olvaso.
A szdmitogépi programokhoz folyamatabrat készitettiink, az els6knél
még bdvebb magyarazattal (hogy az e téren kezdd Olvasé is be tudjon
kapcsolodni). A programok BASIC nyelviiek, és COMMODORE
személyi szamitogépen voltak futtatva. Mindegyiknél talalhatd pro-
bafeladat és futtatasi eredmény is. Ezenkivill koézlink néhany
HT-PTK-1050 zsebszamologépre irt programot is (ezek is kiprébalt
programok). Megjegyezziik, hogy a gép a TEXAS INSTRUMENTS
57 zsebszamologép gyartasi licence alapjan késziilt, a programok erre
a gépre is jok. Roviden ismertetjitk az IBM 370/145 gépen futtathaté,
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STEPWISE MULTIPLE REGRESSION programcsomagot is, vala-
mint néhany, ezzel késziilt futtatast. '

Nem haszontalan id6toltés, ha valaki a matematikai statisztikaval
ismerkedik. Tisztaban lesz azzal, hogy milyen kovetkeztetéseket,
becsléseket tudunk tenni a minta alapjan az egész sokasagra. A mate-
matikai statisztikai probakkal a minOségellenorzéshez kap megfeleld
alapokat. A korrelacidé (regresszidanalizis) tulajdonképpen a mérési
eredmények egyfajta értékelésére ad lehetoséget. Még tovabb is sorol-
hatnank, hogy mennyi teriilete van a matematikai statisztikanak.

A numerikus jellegti gyakorlé feladatok a legkiilonbdzobb ipardgak
teriiletérdl szdrmaznak (konnylipar, gépészet, elektromos szakteriile-
tek, vegyészet, épitészet, hidroldgia stb.). Erdemes ezeket tanulma-
nyozni, hatha az Olvaso indittatast kap a sajat munkateriiletében vald
alkalmazasra is.

A konyvet vdrhatéan haszonnal forgathatjak mérnokok, kozgazda-
szok, matematikusok. Hasznositani tudjak egyetemi, foiskolai hallga-
tok és oktatok, a miszaki teriiletekrol és a tudomanyegyetemekrol.
A szamitastechnikai részek érdekesek lehetnek programozok, szami-
tastechnikai szakemberek részére.

Nem kénnyi és nem kis anyag ez, amibe az Olvasé belefog. Mun-
kdjanak megkonnyitése érdekében a megiras soran térekedtem a
lehetd legnagyobb egyszerliségre, a legvilagosabb fogalmazasra, az
eredmények szemiéletes megvilagitasara.

Koszonetet mondok értékes megjegyzéseiért lektoromnak, Meszé-
na Gydrgynek, a kézirat kimunkaldsaban valoé kozremiikodéséért és
a gondos gépelésért Vary Péternének, valamint a kézirat atnézéséért
Roman Ferencnének.

Lukdcs Otto

I. VALOSZINUSEG-
SZAMITAS



Ebben a részben csak Osszefoglaljuk a sziikséges tudnivaldkat,
képleteket. A feladatok irant érdeklédo Olvasonak az irodalomjegy-
zék megfelelé konyveit ajanljuk.

1. KOMBINATORIKA

a) n kiilénboz6 elem kiillonbdzo sorrendjének (az n elem permuta-
cidinak) a szama.

P,=1-2-3---n=n

Ha az n elem kozott k,, k,, ... k; darab egyezé van, az n elem
ismétléses permutdcidinak a szdma:

n!

I)kh ky o = ______._._'___
" Ky k! ... k)

b) n kiilonbozo elembol k killonbozot kivalasztunk (k <n) és min-
den lehetséges sorrendbe allitjuk. Az igy keletkezo varidcick szdma:
Vo =nn—1)..(n—k+1).

Ha megengediink a kivalasztasnal ismétlddést is, az ismétléses va-
ridciok szama:

Vism=r

¢) Ha az n kiildnbdz06 elembol k-t kivalasztunk (k £ »), de a kiva-
lasztottakat nem rakjuk kiilonboz6 sorrendbe, a keletkezd kombind-
cidk szama:
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C _nn-)(-2) ... (n—k+1) [y
mk 1-2:3:- k k)

n

0
lasztott elem megismétlédhet, a kaphaté ismétliéses kombindciok szd-

ma:
jsm _ n+k—1
n, k k .

2. ESEMENYALGEBRA

Megegyezés szerint ( )= 1. Ha n-bdl k-t kivalasztunk, de a kiva-

Egy véletlen jelenségre vonatkozé kisérlet lehetséges kimeneteleit
elemi eseményeknek nevezzilk. Az elemi események halmaza az I ese-
ménytér. Véletlen esemény (r6viden: esemény) az eseménytér egy rész-
halmaza. Az eseményalgebra tehat egyenértéki egy halmazalgebréval.
Az események jelolése dltalaban nagybetiikkel tdrténik: pl. 4 ese-
mény; By, B,, B, események stb.

A maga utan vonja B-t, ha az 4-nak megfelel halmaz részhalmaza
B-nek. Jelolése: A< B.

Az bsszes elemi eseményt tartalmazo halmaznak az I biztos esemény
felel meg.

Egy A esemény ellentéte az az A esemény, amely akkor és csak
akkor kovetkezett be, ha 4 nem kdvetkezett be. A biztos esemény
ellentéte az O lehetetlen esemény.

A+ B esemény (mas jeloléssel AUB, 4 unidja, egyesitése B-vel)
jelenti vagy az A, vagy a B, vagy mindkettd bekdvetkezését (legalabb
az egyik bekovetkezését).

A - B = AB (halmazelméleti jeloléssel AnB, A metszete B-vel) je-
lenti mind az A, mind a B bekivetkezését (a két esemény egyiittes
bekovetkezését).

Az elemi eseményeknek az eseménytér egyelemii részhalmazai felel-
nek meg, az dsszetett eseményeknek a tdbbelemii részhalmazok.

12

Az A,, A,, A, ..., A, teljes eseményrendszert alkotnak, ha
a) egyikiik biztosan bekdvetkezik:

Z A; = Iés ha
i=1

b) egymast paronként kizarjak:

Az eseménytér dsszes lehetséges elemi eseménye teljes eseményrend-
szert alkot.
Az A és B események kiilonbsége:

A—B = AB.
Az eseményalgebraban, ill. a vele egyenértékl halmazalgebraban

— két mivelet van: dsszeadas és szorzas;
— minden eseménynek van ellentéte;
— egységelemnek az J-t, nullelemnek az @-t tekinthetjiik.

Az igy definialt algebrara érvényesek a Boole-algebra kovetkezd
tulajdonsagai:

Osszeg Szorzat Tulajdonsag
A+B= B+ A4 AB = BA kommutativi-
tas
(A+B)+C = A+(B+0) (AB)C = A(BC) asszociativitas
A(B+C) = AB+ AC disztributivitas

I.
A+BC = (A+B)(A+ ()| disztributivitas
IL.

A+A =4 AA= A idempotencia
A+A=1 Ad =0
A+I=1 Al = A
A+0 =4 A0 =0
13



3. KLASSZIKUS VALOSZINUSEG

Egy A esemény relativ gyakorisiga az A esemény bekovetkezéseinek

K4
szama, aranyitva az Osszes kisérlet szamahoz (— . Ha egyre tobb
n

kisérletet végziink, a relativ gyakorisag egy szamérték koriil ingado-
zik, ez a szamérték az A esemény valdsziniisége, P(A) (a probability =
valosziniiség angol sz6 kezd6betiijébol). P(A4) tehat azt mutatja, hogy
A esemény az Osszes kisérletnek vdrhatdan (atlagosan) hdnyad részé-
ben kovetkezik be. A relativ gyakorisagra érvényes Osszefliggések
alapjan allitotta fel Kolmogorov a P(A) valésziniiségre érvényes harom
alapkdvetelményt (axiomat):
L O0=PA)=];
II. P()) = 1;
III. ha AB=0, akkor P(A+ B) = P(A4)+ P(B).

AII. axiéma altalanosithaté véges (vagy megszamlalhatdan végte-
len sok), egymast paronként kizaré A; eseményekre:
IIl. a) Ha A;4;=0 (i#)), akkor

P, 4) =) P(4).

Az axiomakbol levezethetok a valdszinliségszamitas tételei. Pl

a) P(0)=0 (a lehetetlen esemény valdsziniisége 0);

b) P(A) = 1—P(4) (egy esemény ellentétének a valdszin(isé-
ge = 1—az esemény valosziniisége);

¢) ha A< B, akkor P(4)< P(B),

d) az ,,A és B koziil legalabb az egyik” esemény valdszinlisége (ha
nem kotjiik ki, hogy A és B kizarjak egymast):

P(A+ B) = P(4)+ P(B)— P(AB).
Ennek altalanositasa 3 eseményre:

P(A+ B+ C) = P(A)+ P(B)+ P(C)—
~ P(AB)— P(AC)— P(BC)+ P(ABC).

14

De altalanosithat6 » tetszdleges eseményre is ( Poincaré tétele):

P(Aj+Ay+ ...+ A4) =) P(4)— Y, PA,A,)+

1=<i ISii<iz

+ Y P4, A,4)E. +

1ih<iz<is

+(— D" P(4,4,...4,).

A tdbb évszazados klasszikus valésziniiségszdamitds kezdetben olyan
eseményterekkel foglalkozott, amelyeknél az A, A,, ..., A, elemi ese-
meények egyenlo valosziniiségtiek:

1
P(A4)y=- (@(E=12,3,...,n).
n
Bizonyithaté az axiémakbol, hogy ilyen esetben a k-féleképpen

bekovetkezhetd A4 esemény valoszinisege:

P(A) k kedvezs esetek szama
n  Osszes lehetséges esetek szama

(klasszikus valdszintiségszamitadsi keéplet ).

A lehetetlen esemény val6szintlisége 0, ez forditva nem all fenn: a
0 valdsziniiségli esemény nem biztos, hogy lehetetlen (csak nagyon
ritkan kdvetkezik be).

A biztos esemény valoszinlisége 1. Forditva itt sem igaz: az 1
valosziniiségll esemény nem feltétlendl biztos esemény (csak ,,majd-
nem mindig” bekovetkezik).

4. FELTETELES VALOSZINUSEG.
FUGGETLENSEG

Ha egy A esemény valoszinliségét nem a teljes  eseménytéren, hanem
csak azok kozill az esetek koziil vizsgaljuk, amikor B is bekdvetkezett,
az igy kapott P(A/B) feltételes valoszintiség:

15



P(AB)
P(A/B) = P8

(feltéve, hogy P(B)#0). Ez a szam azt mutatja, hogy A varhatéan
hanyad részében kovetkezik be azon esetek kozill, amelyekben B is
bekOvetkezett. Az el6zd képletbol:

P(AB) = P(A/B)P(B).
Ez altalanosithat6é n esemény szorzatara:

P(A,4,...4,) = P(A,/AyAs. Ay )P(A,- /A1 As... Ayes)...
... P(4,/A,)P(A)).

Ha A és B fiiggetlenek, akkor
P(AB) = P(A)P(B).

Az A, A,, ..., A,események teljesen fiiggetlenek, ha belOlik tetszo-
leges kett6t, harmat, ..., n-et kivalasztva, a kivalasztott események
mind figgetlenek.

5. A TELJES VALOSZINUSEG TETELE.
A BAYES-TETEL

Az A esemény valdsziniségét ismerjik a B,, B,, ..., B, feltételek mel-
lett, ahol B,, B,, ..., B, teljes eseményrendszer. Ekkor A teljes valoszi-
nilisége igy szamithato:

P(4) = ) P(A/B)P(B)).
i=1

Itt a P(B;) értékek nem lehetnek nullak. Ez a teljes valosziniiség
tétele.

A Bayes-tétel a P(B;/A) feltételes valoszinlségek kiszadmitasara ad
médot, ha ismertek a P(4/B;) és P(B;)#0 valészinliségek:

16

P(A/B)P(B)

P(B/4) = .
Y. P(4/B)P(B)

Itt By, B,, ..., B, teljes eseményrendszer.

6. A VALOSZINUSEGI VALTOZO
ES JELLEMZOI

Ha az eseménytér elemeihez egy-egy szamértéket rendeliink, az igy
kapott véletlentdl] (véletlen elemi eseményektdl) fiiggd valtozét vals-
sziniiségi valtozénak (véletlen valtozonak, sztochasztikus valtozonak)
nevezziik. A kényvben tébbnyire latin nagybetikkel (X, ¥, ...) jeldl-
jik Oket, szokdsos még a gorog betikkel (&, #, ...) valo jelolés is.
Ha X felvett értékei a szamegyenes mentén diszkrét értékek (véges
vagy megszamlalhatoan végtelen halmazt alkotnak), akkor a valdszi-
niiségi valtozo diszkrét. Az egyes értékek felvételi valoszinliségei a

=PX=x) ((k=1273.)
értékek adjak az X eloszldsat:
Z Pk = 1.
k
Azt a szamot, amely koriil X megfigyelt értékeinek atlaga ingado-
zik, az X vdrhaté értékének nevezziik. Jele: M(X) (az angol mean =
kozépérték szobol), vagy jabban E(X) (az expected value = varhat6

érték szavakbol).
Diszkrét valosziniiségi valtozé varhaté ériéke:

MX) = inpi-

17



[+ o]
Haitt i végtelenig megy, akkor fel kell tenni, hogy Z | x;| p;konver-
i=1
gens, kiilonben a sor atrendezésével a varhatd értékre mas szamot
kaphatnank.
Az X véletlen valtozé varhaté értékétdl valo eltérését (korotte valo
szOrddasat) jellemzi a szérds, D(X). A szordsnégyzet

DX(X) = M{[X—M(X)*}.

Diszkrér véletlen vdltozo szordsnégyzete:
D*(X) = ¥, (xi— M)*p,
i

Az olyan valosziniiségi valtozot, amelynek értékei a szamegyenes
egy teljes intervallumat (altaldnos esetben a teljes szamegyenest) kit6l-
tik, folytonos valdsziniiségi valtozonak nevezzik.

Mind diszkrét, mind folytonos eloszlasnal megadhatd egy olyan
F(x) eloszlasfiiggvény, amelynek x helyen felvett értéke megadja, hogy
hanyad része esik a valtozonak x hatar ala:

P(X<x) = Hx).

Diszkrét esetben:

F(x) = Z D

x;<x

Ez egy x tengellyel parhuzamos szakaszokbdl allé 1épcsds fligg-
vény, amelynek minden felveheté x; értéknél p; ugrasa van (1. abra).
A véletlen valtozod a és b k6zé esésének valdszinlisége:

PlasX<b) = F(b)— Fa),
az a ,folé” esés valoszinlisége pedig:
P(Xza) = 1— Fa).

Az eloszlasfiiggvény hatarértéke minusz végtelenben 0, plusz végte-
lenben 1.

18

‘F(X):P(Xﬁi)

T — — — — — —
ry,}p[,
e’
!
I}Dz |1
I}p1 L ! !
T 1 -
X X2 X3 X4 X

1. abra

Folytonos eloszlasu vdltozé f(x) sirtiségfiiggvénye a F(x) eloszlas-
fiiggvény derivaltja:
dF(x)
dx

= f().
Ebbdsl kdvetkezik, hogy
POX<x) = F) = | fGa) dis
PlazX<b) = F(b)—Fa) = }f(X) dx,
P(Xza) = 1—Fla) = fo(x) dx,
Of fo)dx = 1.
Egy h hosszusagu intervallumon a stiriiségfliggvény kozelit6 értéke:

P(xsX<x+h)

f(x) = P .

vagyis a suriiségfiiggvény az egységnyi intervallumhosszra esé valo-
szinliséget (a valoszinliség-sliriiséget) jellemzi.
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Folytonos valdszintiségi valtozd varhato értéke:

ot

M) = | xf(x)dx,

-

szorasnégyzete:
D*(X) = [ (x—M)*f(x) dx.
Igazolhatd, hogy

D*(X) = M(X*)— M*(X),

vagyis diszkrét eloszlasnal:

D*(X) = Xxipi~ (Z xip,-)z,

folytonos eloszlasnal:

- —

o] v’ 2
DXy = [ x*f(x)dx— ( § xf(%) dx) .
Az X valtozobol képezett aX+ b véletlen valtozonal (ahol a és b
allandok):

M(aX+b) = aM(X)+b,
D*(aX+b) = a*D¥(X).

Ha X nemnegativ valoszintiségi valtozo, és a> 0 konstans, akkor

P(Xza) £ _f‘{[(lﬂ

( Markov-egyenibtlenség). A Csebisev-egyenlotlenség a valdszinliségi
valtozd varhaté érték koriili szorddasara ad felvilagositast:

1
PX—-M(X)| 2 kD(X)) £ 2
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vagy kD(x)= a helyettesitéssel:
D*(X)

a2

P(X-M(X)| 2 a) £

Momentumok:

~ k-adik momentum: M(X*);

— k-adik centralis momentum: M[(X— M(X))"];

— k-adik abszoliit momentum: M(| X|%),

— k-adik centralis abszoliit momentum: M(| X — M(X){%.

A medidn az a szam, amely ala és f61¢ 50-50%, valosziniiséggel esik
a véletlen valtozé. Ha az

1
F(x) = 5

egyenletnek egy megoldasa van, ez a median; ha a megoldasok egy
teljes intervallumot kitéltenek, az intervallum koézéppontjanak absz-
cisszdja adja meg a mediant. Ha az egyenletnek nincs megoldisa,
akkor a median az az abszcisszaérték, ahol a fiiggvény atugorja az

—-¢et.
2

X p-edrendii kvantilise az a szam, amely ala p, f6lé 1 — p valoszinii-
séggel esik a valtozo. Itt is az elobbi harom eset fordul eld.

Folytonos eloszlasndl minden olyan abszcissza, ahol a s{irliségfiigg-
vénynek helyi maximuma van, a médusz. Diszkrét eloszlasnal a mo-
dusz azon Xx; érték, ahol a p; valdszinliség a kérnyezetében levd
valosziniiségekhez képest a legnagyobb.

X—M(X))*
Ferdeségi egyiitthaté = M 3 )] ,
D (X) .
X—M
lapultsagi egyiitthaté = M " )] -3.
D*(X)
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7. TOBBDIMENZIOS ELOSZLASOK.
A KORRELACIO

Csak kétdimenzios eloszlasokat targyalunk. A mondottak kettGnél
tobb valtozora is kiterjeszthetok.

1. Az (X, Y) kétdimenzios valdszinlségi valtozot diszkrét valoszinii-
ségi vektorvdltozonak nevezziik, ha az altala felveheto (x;, y;) szampa-
rok (az XY sikon levo pontok) véges vagy megszamlalhatoan végtelen
halmazt alkotnak. Eloszlasukat a

P = PX=x;, Y=y
szamok Osszessége (a kétdimenzios véletlen valtozd egyiittes valdszi-

niiség-eloszlasa) jellemzi, Itt i = 1,2,3,..., k=1,2,3,.... Termé-
szetesen fennall, hogy

Xi:zk:Pik = 1.

Vizsgalhatjuk, hogy dnmagdban X vagy dnmagdban Y eloszldsa
milyen. A

P(X=x;) = Zpik
k
valoszinliségek X perem- vagy vetiileteloszldsdtr adjdk meg, a
P(Y=y) = Zpik

valoszinliségek pedig az Y perem- (vetiilet-) eloszldsat.
A két véletlen valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye:

F(x’y) = P(X<xa Y<J’) = Z Pir:

Xi<x
Y <y
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A
P(X<x) = Fi(x) = P(X<x, Y<0) = Rx, ) =
= ) P(X=x)

fiiggvény az X peremeloszlds-fiiggvénye. Ugyanigy Y peremeloszlas-
figgvénye:

F)(y) = H(Y<)) = P(X<0, Y<y) = Fow,y) =
= ), P(Y=y.

Vi <y

Mennyi annak a valészinilsége, hogy X <x, ha csak azon eseteket
vizsgaljuk, amelyekben a masodik valtozora valamilyen feltctelt sza-
bunk? Négy kiilénbézd feltételes eloszlasfiiggvényt definidlhatunk:

Fix/Y=y) = P(X<x/Y=yp) = PX<x, Y=yk),
P(Y=y)
nerer=mrcorcr 55D
Flx/y £Y<yy) = P(X<x[y; SY<y,) =
_ P(X<x,y1SY<y)

P £Y<yy)

Fx/YZy) = P(X<x[YZy) = PX<x, Y2y)
P(Yzy)

Y-ra hasonld feltételes eloszlasfiiggvények adhatok meg, ha a felté-
tel X-re vonatkozik.

2. Ha az (X, Y) vektorvaltozé altal meghatarozott pontok egy
folytonos, sikbeli T tartomanyt alkotnak, akkor a vektorvdltozot
Sfolytonosnak nevezziik. Az egyiittes eloszldsfiiggvény:

Fx,y) = P(X<x, Y<p).
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Annak a valodszinlisége, hogy (X, Y) az
@y =£X<a;, b SY<h

téglalapra esik, kifejezhet6 az egyiittes eloszlasfiiggvénynek a téglalap
csucsaiban felvett négy értékével:

Pla, < X<ay, by £Y<b;) = Ha,, b;)— Flay, by))—
—Fa,, b))+ Fa,, b,).

Ez folytonos és diszkrét véletlen vektorvaltozora egyardnt érvé-
nyes.

A strtségfiiggvényt csak folytonos esetben értelmezziik. Az (X, Y)
egytittes stirtségfiiggvénye:

S, y) = Fo(x, y).
Ha h és k elég kicsi, akkor

PxsX<xth y<Y<y+k)
hk ’

fx, ) ~

vagyis a surlségfiiggvény jo kozelitésben a terilletegységre esé valoszi-
niiség (On. valoszinliség-siiriiség).
A kétszeres derivalas megforditasaval:

y

PX<x,Y<y) =FAx,p)= [ | fluv)dudy.
Ennek alapjan
I § fepdxdy =1,

annak a valdszinlisége pedig, hogy a vektorvaltozo az XY sik egy
T tartomanyaba esik,

P(X, el = | [f(x,y) dxdy.

(1)

24

3. Haismert X, Y egyiittes eloszlasa, akkor az egyiittes eloszlasfiigg-
vénybol vagy striségfiiggvénybol meghatarozhato kiilén-kiilon X ill.
Y eloszlasa (az On. perem- vagy vetiileti eloszldsfiiggvények):

Fi) = POX<2) = Fl, 00) = [ | fli o) dudy
Fy() = P(Y<y) = Reo,3) = | | flu,v)dudb.

x, ill. y szerinti derivalassal adédnak a peremsiiriiség-fiiggvények.
=]
L) = | fx, ) dy,
e o)

f0) = _f f(x, y) dx.

4. Az Y-ra tett kiilonbozo feltételek mellett X kiillonbozo feltételes
eloszlasfiiggvényei:
PX<x, Y<y) FHx,y)
P(Y<y) Fy()
Fix/y SY<y,) = PX<x[p;SY<y,) =
_PA<x, ;1 £Y<y)) _ Fx, o)~ Fx, y1)
Py £Y<y,) Fy(y2)— Fy(y1)
P(X<x, Y2y)
P(Y2y)

Fix/Y<y) = P(X<x/Y<y) =

3

Fx/Yzy) = P(X<x/Yzy) =
_ - Fx, )
1= Fy(y)
Kx[y) = Fx/Y=y) = liné HxlySY<y+k) =
Fx,y+k)— F(x, y)

b

) k Fi(x, y)
= lim =
Fy(y+k)— F,(») 200
k
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Ennek x szerinti parcidlis derivaltja adja meg a feltételes stirtiség-
fuggvényt:

Jx »)
L0)

Sx/y) =

Ez a képlet a

P(AB)

P(A/B) = P(B)

Jeltételes valoszintiség kiterjesztése eseményekrol folytonos valtozok-
ra. Az f(x, y) = f(x/»)f2(y) mindkét oldalanak y szerinti integralasa-
val:

fi(x) = _f SNH) dy,

eza P(A) = Z P(A/B;) P(B) teljes valosziniiség tételének az altalanosi-

tisa folytonos valtozokra. Hasonld képletek kaphatok F(y/x) és
f(y/x)-re. Ezekbdl

Sy = —TOPIAG
I SO0 d
ez pedig a
P(B,/A) = P(4/B;)P(B) -
Y. P(4/B)P(B)

Bayes-tétel dltalanositasa eseményekrol folytonos valtozokra.

5. X és Y valoszintliségi valtozok fiiggetlenek, ha
PX<x, Y<y) = Hx, y) = PX<)PAY<)) = F()EA)).
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Ekkor egyuttal

Pla<x<b,cSY<d) = PlasX<hP(cEY<d).
Diszkrét vektorvaltozonal:

P(X=x;, Y=y) = PX=x)Y=yy.

Folytonos esetben: X és Y akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha
stirtiségfiiggvényeikre:

S, ») = fi(0)f200)-

6. Két diszkrét, véletlen valtozd osszegének, killdnbségének, szor-
zatanak és hanyadosanak eloszlasa:

z PZ=z) (=123.)
X+Y Y PX=x,Y=y)
Xitye=1zj
X-Y z PX =x,Y=y)
Xi= Y =12z}
XY Y PX=x,Y=y)
XiVk = zj
X Y PX=x,Y=y)
Y X
Vi

7. X, és X, egyiittes stirliségfiiggvénye az f(x;, x,). Transzformal-
juk Oket az

y1=rixy,x3) € Yy, = roxy, X3

transzformaciéval, amelyrdl feltessziik, hogy egyértelmiien megfor-
dithato, az inverz transzformaciét az

x1=hy(y1,y2) €  x;=hyy1, y2)
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egyenletek adjak meg. Tegylik fel, hogy a &, és A, fiiggvények parcialis
derivaltjai léteznek és folytonosak, a bel6lilk alkotott Jacobi-féle
determinans nem nulla:

ohy ok
_|0y1 Oy,
T=\on, on,|* "
0y1 0y,
Ekkor az

Yi=ri(X, X;) ¢ Y,=rfX,, X))

transzformalt valtozok egyiittes stiriségfiiggvénye az f(x;, xé) sirti-
segfiiggvénybdl igy keletkezik:

91, y2) = f(hi(ye, 2), ha(y1, y2)) - 1]

8. Ennek alkalmazisaval kiszamithato a folytonos esetben X és
Y dsszegének, kiilonbségének, szorzatdnak és hanyadosdnak az eloszld-
sa az X és Y valtozok f(x, y) egyiittes striiségfiiggvénye, fiiggetlenség
esetén X és Y f(x), ill. f5(y) peremsiriség-fiiggvénye segitségével:

A g(z) peremsiiriiség-fiiggvény

dltalanosan X és Y fiiggetlensége esetén

X+ | 6@ = ] fee-r0de 6D = | file— D0

X-Y | 9@ = _I S, t=2z)dt g(z) = _I LD fo(t—2)dt

_ wl z _ mi z
Xy g(Z)—J mf(t, r) dt g(2) j |t|f1(t)fz(t)dt

~ >

a(z) = _j lt|f(zt, t)dt 9(2) = | 10fizofy(ndr

28

9. Két valdsziniiségi vdltozé dsszegének vdrhato értéke a valtozok
varhaté értékének az Osszege:

M(X+Y) = M(X)+ M(Y).

Két fiiggetlen valdsziniiségi vdltozo szorzatanak vdrhato értéke a
valtozok varhato értékének a szorzata:

MXY) = M(X)M(Y).

Két fiiggetlen vdltozo dsszegének a szordsnégyzete az egyes valoszi-
nlségi valtozok szorasnégyzetének az dsszege:

D*(X+Y) = D¥(X)+ DX Y).
Mindhdrom tétel véges sok valdszintiségi valtozora is érvényes.

10. Az X és Y valodsziniségi valtozok kovariancidja:

cov (X, ¥) = M{[X—- M(X)][Y—- M(Y)]} =
= M(XY)— M(X)M(Y),

korrelacios egyiitthatoja:

M{IX— MOX)][Y— M(Y)I} _ M(XY)~ MCOM(Y)
DAOD(Y) DX)D(Y)
—~1<RX, NI,

RX, Y) =

I’

Ha X és Y kozott linearis kapcsolat all fenn:
Y=aX+b,

akkor a>0esetén R=1, a<0 esetén R= — 1. Ha forditva: R=1 vagy
R=—1, akkor az

Y=aX+5b

linearis kapcsolat 1 valésziniiséggel all fenn.

Ha X és Y figgetlenek, akkor R=0. Sajnos, forditva nem all fenn:
R=0 esetén nem biztos X és Y fliggetlensége. R=0 esetén jobb, ha
csak annyit mondunk: X és Y korreldlatlanok.
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Ha |R| kozel van 1-hez, akkor a kapcsolatot kdzel linedrisnak
tekintjiik. Ha | R| kozel jar a 0-hoz, a linedris dsszeftiggés (linedris
korreldcié) laza. Lehet, hogy ilyenkor X és Y filiggetlenek, de lehet,
hogy mas, nemlinearis fiiggvénnyel irhatd le az osszefiiggésiik. 4 kor-
reldcios egyiitthatd a linedris kapcsolat szorossagdt (josdgar) méri.

K étdimenzids normal eloszlasnal azonban R(X, Y) = 0 esetén X és
Y fliggetlenek.

11. Ha az Y X-re vonatkoztatott regressziojat (lasd a kovetkezo,
12. pontban)az y = f(x) fiiggvénnyel jellemezziik a kapcsolat szoros-
sagat (a korrelacié erdsségét) az

[P
= lﬂ pA(Y)

korrelaciés index (korreldcids hanyados) méri.

0<I<],

ha Y=f(X), akkor I= 1. Ha forditva: /=1 fennall, akkor 1 valészinu-
ségll az az esemény, hogy Y=/(X).

Minél kozelebb van I az 1-hez, annal erésebben fennall, hogy
Y~f(X).

Ha X és Y fiiggetlen, akkor /=0. Sajnos, forditva: /=0 esetén lehet,
hogy X és Y fiiggetlen, de lehet, hogy mas Gsszefiiggés all fenn koztik.
Ilyenkor csak annyit mondunk: X és Y korreldlatlan. Ha I kozel esik
0-hoz, a feltételezett Y=f(X) kapcsolat laza. A korreldcids index a
feltételezett Y=f(X) kapcsolat szorossdgdt meri. Linearis kapcsolat
esetében I = | R]|.

12. Diszkrét vdltozd feltételes varhato értéke:

M¥IX=x) = ¥ 3 PY=p/X=x) = ¥y 2.
k

* Z Pix
k

Hasonl6képpen irhato fel M(X/Y=y,) is.
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Folytonos vdltozo feltételes virhato értéke:

3}

J ¥f(x, y) dy.

—

1
M(Y/X=x) = J y(yix) dy =
S1(x)
- o0

Hasonld 6sszefiiggés all fenn M(X/Y= y)-ra is.

Van egy (X, Y) véletlen vektorvaltozonk. X adott értéke alapjin
Y értékét célszeri az M(Y[X=x) feltételes vdirhatd értékkel becsiilni.
Ezt a becslést minden x-re elvégezve, a kapott

y = my(x) = M(Y/X=2x)

figgvény Y-nak X-re vonatkozd elsdfaju regresszidja (regresszids
fiiggvénye ).
Hasonloképpen beszélhetiink az

x = my(y) = M(X/Y=y)

elsofaju regresszios fliggvényrdl is. Ha X és Y egyiittes eloszlasa
normalis, akkor a két regresszios fiiggvény egyenes. Ha X és Y fiigget-
lenek, a regresszios fliggvények allandok.

Ha Y-t X-nek barmely mas A(X) figgvényével becsiiljik, Y— m(X)
négyzetének varhato értéke kisebb, mint Y-A(X) négyzetének varhatd
értéke, vagy legfeljebb egyenld vele:

M{[Y— KPP} = M{[Y—my(X0)]%}.

Hasonl6 minimumtulajdonsaggal rendelkezik m,(y) is.

Ha tehat X és Y véletlen valtozok koziil az egyiknek adott értékébol
a masik értékére kivanunk kovetkeztetni, akkor a legjobb becslést (a
most mutatott legkisebb négyzetek elve alapjan) az elséfajii regresszios
fiiggvény adja.

Kétvaltozos normal eloszlas esetén a regresszids figgvények egye-
nesek.

Nagyon sokszor a két véletlen valtozé egyiittes eloszlasa nem isme-
retes. Ilyenkor is szoktdk az egyik valtozo értékét a masiknak linearis
fiiggvényével, masodfoku fiiggvényével stb. becsiilni. Ezek a fliggvé-
nyek a mdsodfaju regresszios fiiggvények (regresszios egyenes, regresz-
szids parabola stb.).
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Most azt az
y=ax+b
egyenest keressiik, amelyre
H(a, b) = M[(Y—aX— b)?]
minimalis lesz (legkisebb négyzetek elve). Megoldasként az
g,
y=r—{(x—my)tm,
g,

egyenletli mdsodfaju regressziés egyenest kapjuk. 1tt
my =M(X)’ m2=M(Y)7 g1= D(X)s 0= D( Y): r= R(X Y)

Hasonloképpen, X-nek Y-ra vonatkoztatott, masodfaju regresszios
egyenese:

gy
X = r—(x_m2)+m1.
)

Ha az elséfaju regressziés fiiggvények egyenesek, akkor azok meg-
egyeznek a mdsodfajuakkal.

Mindkét fajta regresszios fliggvénynél az adott x behelyettesitésével
Y becsiilt értékét kapjuk meg, amit igy jellink: ¥. Az Y— ¥ eltérés
az in. maradék (reziduum). A maradékok szérasnégyzete (ami egyben
a minimalis négyzetes eltérést add négyzetdsszeg 1s):

D}Y-1Y) = a3(1-1d).

13. A regressziénal mondottakat kiterjesztjiik ketténél tobb valto-
zora is. Ha X, véletlen véltozé az X,, X, ..., X, véletlen valtozoktol
fiigg, X, becslését a tobbi adott érték esetén az

X, = M(X/X;, = X3 .0, X = X)) = m(x, X3, o0y X)

elsfajii regresszios filggvénnyel (az elméleti regressziéval) kaphatjuk.
Ennek is megvan az emlitett minimumtulajdonsaga:
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M{[X,— WX, ..., X1} 2 M{X,—m(X,, .., X% -

Egytittes n-dimenzids normaél eloszlasnal ez a legkisebb négyzetek
clve szerint a , legjobban kozelit6”, regresszios fiiggvény egy ,,hiper-
sik”.

Az ;gyﬁttes closzlis nem mindig ismert, ezért gyakran keresnek
Xy-et jOl kozelitd, egyszeriien kezelhetd mdsodfajii regresszios fiigg-
vényt, pl. regresszios sikot

xy = ay+byax,t.. 4+ by x,
alakban. A legkisebb négyzetek elve alapjan az a kévetelmény, hogy
M[(X1—a;—by X, —...— b, n)Z]

legyen minimalis. Megol&ésként a kovetkezd ,hipersikot” (regresz-
szios sikot) kapjuk:

Xy = my Z (= my),
=2 C1y
vagy mas alakban;:
n
01 Ry
Ay T omy - (k= my)
k=20 Ry,

Az x; valtozok egylitthatéit regresszids egyiitthatoknak nevezik. Itt
my=M(X,), 0,=D(Xp), Cy és Ry az X, X, ..., X,
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korreldciématrixdnak cy, ill. ry elemeihez tartozd elbjeles aldetermi-

nansai, ¢ = cov (X1, Xo), ri = R(X;, X3). A kovananma- ill. a kor-

relacios matrix szimmetrikus és ¢ = 0,07y = 07, ry=1.
Ugyanigy kaphato X; valtozoé becslése a tobbi valtozo segitségével:

noc. nO'R,k

X = m;— Z "_lk(Xk_mk =m;— — —(Xy—my).
k=1 Ci,' k=1 Oy, Ru
k+#i k#i

Az X;— X, maradék korrelalatlan a tobbi (X, ..., X;—1, Xi, .. X))
valtozoval, szorasnégyzete pedig

Dz(Xi“/\}i) = E = U?B“l,

Cii Rii
ahol | C| a kovarianciamatrix, | R| a korreldcios matrix determinansa.
A maradék szorasnégyzete a legkisebb négyzetek elvénél kitiizott
minimalis varhaté értéket adja meg, igy a becslés hatasos voltat
jellemzi.

Az ry, totdlis korrelacids egyiitthatok az X; és X, kozti teljes kapeso-
lat erdsségének a mérdszamai. Ha ebbdl a kapcsolatbdl a tobbi valto-
24 hatasat kikiiszoboljiik, a két valtozd kizvetlen kapesolatanak erds-
ségét a parcidlis korreldeids egylitthaté mutatja:

G _ [ CiiCrx ) [/R,A,.Rkk'

A tobbi véltozé hatdsanak a kikiiszébilése a kovetkezOképpen torteé-
nik. A tobbi (vagyis az (X1, X3, .oy Xio 1 Xis1s cons Xim1s Xt 15 +os

X) valtozok segltsegevel elkeszitjilk az X; és X, regresszios becsléseit,
X tés Xi-t. Az X,— — X,, ill. X, — X, maradékok korreldlatlanok a tobbi
valtozdval, ezen maradékok korrelicios egyiitthatdja a tobbi valtozo
hatasat csdkkentve (ill. normai eloszlds esetén a tobbi valtozd hatdsa-
tol figgetleniil) méri X; és X, kdzvetlen kapcsolatdt (X;— — X, pozitivan
korrelalt X-vel, X,— X, pozitivan korrelalt X,-val).

X-nek készitsiik el a tobbi valtozoval valé regressziés becsléset,
X-t! Az X; és X, korrelacios egylitthatdja a regresszios becslés josagar
méri, ez az Un. tobbszoros korrelacios egyiitthato:

Ci Ry,
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A A R P
l ofCy Ry’ =e=5

®
ha g;=1, akkor 1 valészinfiséggel X;=X;. Minél kozelebb esik 0; Az
1-hez, annal jobP, minél kozelebb esik g; a 0-hoz, anndl lazabb a
kapcsolat X; és X; kozott.
Az X,, X,, X; véletlen valtozok totalis, paronkénti r, korrelacids
egylitthat6ibdl a parcialis korrelacids egyiitthatok kiszamithatok. Az
emlitett jelolésmod mellett a Yule-féle jelolésmodot hasznalva:

Y127 r13723
Q12 = ri2.3 =

fa-ry -y

’ ‘1’&2 12 index mutatja, hogy X, és X, parcialis korrelacios egyiittha-
tojat szamoltuk, kiszlirve a pont utani 3. valtozd hatasat. Ugyanigy

Fi3—F12F3;
@13 = "ns3.2~ 5 5
l/(l_"u) (1-r32)

Fz3—F21731

Q23 = rz3.1 =

V(l_"gﬂ (1—’%1).

4 vagy tobb valtozo esetén is kifejezhetSk a parcialis korrelacios

egyutthatok a totalis korrelacios egyiitthatokkal, de egyre bonyolul-
tabban.

Két véletlen valtozo, X és Y Osszefiiggését n-edfoku parabolaval
kozelitve

y=MY/X=x) ~ a+ b x+bx*+ ...+ bx"
a kapott probléma visszavezethetd egy n-dimenzios linearis fiiggvény-
nyel valo kézelitésre. Ha ugyanis az x=x,, x*=x,, ..., x"= x, helyet-

tesitést végrehajtjuk, ezt kapjuk:

y=MY/X=x) = at+bx;+byx,+ ...+ b,x,.
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8. FONTOSABB
VALOSZINUSEG-ELOSZLASOK

8.1, Diszkrét eloszlasok

A diszkrét eloszlasokat az x, érték felvételének valosziniiségevel, a
varhato értékkel és a szérasnégyzettel szokas jellemezni.

1. Egyenletes eloszlds:

1
PX=x) =~ (k=123 ..,

n
2, %
_i=1

2 xi
M= , D=

n n

1 n
-M = - Z (Xs—M)Z-
=)

2. Annak a valdszinlisége, hogy n figgetlen kisérlct scran

— a p valdszinliségli 4 esemény k-szor,
— az 1—p valoészinliségli 4 esemény (n—k)-szor kovetkezett be
(vagyis 4 bekbvetkezéseinek a szama X = k),

P(X=k) = (2) M—pr* (k=0,1,2,...,n).

Az ilyen eloszlasa X valtozd binomidlis eloszlasu.

M(Xy=np, D*X) = np(1-p).

A binomialis eloszlasnal fellépd P(X = k) valészintiségeket tartal-
mazza az 1. tablazat (I. a kényv végén), p=0,05 selejt-valosziniiség
esetén annak a valoszinlisége, hogy az n=10-elemil visszatevéses,
egymasto] fiiggetleniil vett mintdban a selejtesek szama 0, 1, 2, a
tablazatbol igy olvashato ki:
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n k p=0,05

10

10 0| 0,5987 = P(X=0) = (O

) 0,05 - 0,95

1} 03151 = P(X=1) = (110) 0,05! - 0,95°

10

27 0,0746 = P(X=2) = (2

) 0,05% - 0,95°

Annak a valészinlsége, hogy az el6bbi mintaban maximalisan
2 selejtes legyen, az el6bbi valdszinliségek Gsszege:

2
P(X<2) = Y P(X=k) = 0,9884.
k=0

Ugyanez rovidebben megtalalhaté a 2. tablazatban, amely a bino-
k

max

mialis valosziniliségek Gsszegeit, a Z P(X=k) valosziniségeket tar-

talmazza:

P Kas n=10

0,05 2 0,9885

A binomidlis eloszlas altalanositdsa a polinomidlis eloszlds. Egy
kiserletnek legyen r szamu kimenetele, az 4, A4,, ..., A, események.
Annak a valdszinlsége, hogy n fliggetlen kisérlet soran

a p, valoszinliségli A, esemény k,-szer,

a p, valosziniségli A, esemény k;-szor,

..................................

a p, valoszinlségl A, esemény k,-szer
kovetkezett be:
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n!
P(Xlzkls X2:k25 ceey Xr= kr) = mp’ilpgz "'pfr!

ahol k +k,+...+ k., = n

3. Karakterisztikus eloszlds. Ha egy kisérletsorozatnal a p valoszi-
niiségli 4 esemény kovetkezett be, legyen X=1, ha az 1 — p valészind-
ségli 4 esemény, legyen X=0. Az X az 4 eseményhez rendelt karakte-
risztikus vagy indikatorvaltozo, eloszlasa a karakterisztikus eloszlas:

P(X=0)=1-p, P(X=1) = p,
M(X)=p, D*(X) = p(1—p).

4. Ha egy N darab alkatrészt tartalmazd halmazbdl, amelyben s a
selejtesek szama, » elemil mintat vesziink visszatevés nélkil, akkor
annak a valoszinlisége, hogy a selejtes darabok szama X=k lesz:

)

s
Ez az eloszlas a hipergeometrikus eloszlds. Ha a selejtarany ~ = p,

akkor

P(X=k) = (k=0,1,2,..,n).

-
M(X)=np, D= np(l-p) (1— —:m)

Ha n és s elég nagy, a visszatevés nélkiih mintavétel P(X=k)
valoszinusége jol kozelithet6 a binomialis eloszlas P(X = k) valoszinii-
ségével, mert

GEEN

k) pPa-p

lim

N N
n
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s
Itt — = p allando.
N

Ennek altalanositasa a polikipergeometrikus eloszldas. Legyen a fug-
getlen, visszatevés nélkiili mintavételnél r-féle kiilonb6zd kategoria:
A, A,, ..., A, ahol egy-egy kategoérian beliil rendre Ny, N, ..., N,
elem van. Annak a valésziniisége, hogy

az 1. kategoriaba esOk kozil k,-et,

a 2. kategoridba esOk kozil kj-t,

az r-edik kategoriaba esok koziil k,-et tartalmaz az n-elemil minta:
NiY (N2 N,
ki J\ka ) T\ K
. .
n

P(Xl=k19 XZ:kZ’ vy Xr= kr =

Természetesen

N1+N2+...+Nr = N,
ki+k,+...+k, = n

5. Egy kisérlet két lehetséges kimenetele a p valoszinliségl A ese-
mény és az 1 — p valdszinliségli 4 esemény. A kisérletet tetszés szerinti
sokszor egymastdl fiiggetleniil elvégezve, legyen X annak a kisérletnek
a sorszama, amelyben A4 eloszor kovetkezett be. Ekkor annak a
valdszinlisége, hogy A el6szor a k-adik kisérletben kovetkezett be:

PX=k)=(1-pp (k=1,2,3,..)
Ez a valdszinliség-eloszlas a geometriai eloszlds:

1 |
M) =-, DX =—~.
p p

6. Egy kisérlet két lehetséges kimenetele: A (p valoszintiséggel), 4
(1 — p valdsziniiséggel).
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Tobbszor, egymastdl fiiggetleniil megismételve ezt a kisérletet, le-
gyen X annak a kisérletnek a sorszama, amelyben 4 éppen r-edszer
kovetkezett be (X=r, r+1,r+2,r+3,...). Annak a valdszinlisége,
hogy A r-edszer az (r+ k)-adik esetben kovetkezett be:

+ _
P(X = 14 k) = ( f 1)p'(1—p)* (k=0,1,2,3, ...

Ez a valdszinliség-closzlas a negativ binomidlis eloszlds.

M =", pay="32
P 4

7. A binomiilis eloszlas P(X=k) = (Z) 7M1 — p)"* valészinfisége
ie™*
tart a valdsziniiséghez, ha n— o0, p—0, de ugy, hogy kozben

np= A allando. Ezért
Ake™*

K

P(X=k) = (Z)p"(l ~p"

ha n elég nagy, p elég kicsi és np=J.
Ha az X valtozé a k értéket
kp=2

P(X=k) =

(k=0,1,2,..)

valdsziniiséggel veszi fel, akkor a véletlen valtozd

Poisson-eloszldasu:
MX) = Dz(x)=/1.

A Poisson-eloszlas valészinliségei kiolvashatok a 3. tablazatbdl, az
eloszlas valdsziniiségeinek Gsszege a 4. tablazatbdl. Pl A=0,5 esetén
X=0,1, 2, 3 valosziniisége:
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k A=0,5

0 0,6065
1 0,3033
2 0,0758
3 0,0126

Ezen valdszintiségek Osszege 0,9982:

A=np Konux =3

0,50 998

8.2. Folytonos eloszlisok. A véletlen valtozo
transzformacidja

A folytonos eloszlasok jellemzése altalaban az f(x) stirliségfliggvény-
nyel, az F(x) eloszlasfiiggvénnyel, az M(X) véarhato értékkel és a
D?(X) szérasnégyzettel torténik.

1. Egydimenzids normal eloszlds (N(m, o)-eloszlas, 2. abra):
X—m 2

flx) = e 2 (Gauss-féle haranggdrbe),

fan e

Fx)= | faydz, M(X)=m, DX)=o.

Az m=0 varhato értékl, ¢=1 szorasu standard normalis eloszids
(N(O, 1)-eloszlas) stirliség- és eloszlasfiiggvénye:

_x? =
e 2, @(x)=——J.e 2 dz.

1
p(x) = E
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Af(x)

_————"‘__”

2. abra

Ezek értékei az 5. tablazatban taladlhaték. Pl. x=0,30-nal
#(0,30)=10,3814, (0,30)=0,6179:

x w(x) A(x)

0,30 0,3814 0,6179

miatt:

o(—Db)=p(b),
ugyanakkor

d(—b) = 1—-A(b).
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Negativ abszcisszanal a haranggorbe y tengelyre vald szimmetrija |

Az altalanos N(m, o)-eloszlas eloszlas- és stirliségfliggvényének az
értékeit O(x) és p(x) segitségével igy szamithatjuk:

xX—m 1 xX—m
o= o(57). no- Lo
o o o

Nagy 7 esetén a binomialis eloszlas valdszintiségei megkozelithe-
tden kiszamithatok a ¢(x) fiiggvény segitségével:

n\ , ok 1 k—np
pr(l—-p" "~ ( )
("") V;p(l—p)(p [np(1—p)
ny ~k x_np
(1-p)" %~ 0(-——).
kZ‘x (") per [np(1—p)

1
A kozelités annal jobb, minél kozelebb van p az E-hez.

Két vagy 16bb fiiggetlen, normdlis eloszldsi véltozé dsszege szintén

n n

normalis eloszlasa, m = Y m, o> = ) o} (a varhato értékek,
i=1 i=1

valamint a szorasnégyzetek Osszeadodnak).

2. Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlas siirliségfiiggvénye az
(a, b) intervallumon allandd, eloszlasfiiggvénye ennek integralasaval
kaphat6 (3. abra):

‘f(x)

3. dbra
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ha a<x<b,

S =

e

atb 5
M(X) = - D (X) =

b—

0  kilonben,
05 ha— X é a,
X

, ha a<xZgb,

, ha b<x,

(b-a)’
12

Egy-egy intervallumba esés valdsziniisége egyenesen ardnyos az in-
tervallum hosszdaval.

A szamitogépeken gyakran van véletlenszam-generdtor, amely a
(0, 1) intervallumon egyenletes eloszlast véletlenszam-sorozatot allit
elo. A Commodore 64-es személyi szamitégépen az RND(0) fiiggvény
egy-egy ¢rtéke ilyen véletlenszam, kinyomtatasa

PRINT RND(#)
utasitdssal torténik, 0 <RND(@) < 1.

A gép dltal eléallitott, a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszldsi
sorozathdl tetszéleges F(y) eloszlasfiigguénynek megfelels eloszldsi
véletlenszdm-sorozat nyerhetd. Ugyanis az

x = Fy)

értékek egyenletes eloszlasuak a (0, 1) intervallumon. Az egyenletbd]
F(y) inverz fliggvénye segitségével kaphato

y=F()

a kivant eloszlasu lesz.
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3. Az exponencidlis eloszldsi véletlen valtozo siirliség- és eloszlas-
fiiggvénye (4. abra):

‘f(x)

A

4. abra

0, ha x=0,
fx) = {/le‘”, ha x>0,
_J0, ha x=0, M(X) = D(X)Z"l'
Fx) = l1—e™*, ha x>0; i

Egyes élettartamokra az Un. ,,6rokifju tulajdonsdg” érvényes: })ér-
mely x idépontot vélasztva, ha az élettartam x ideig nem crt veget,
akkor ugy tekinthetd, mintha a folyamat az x id0pontban kezdodott

volna:
P(Xzx+y/Xzx) = P(XZy), (x>0, y>0)

Igazolhato, hogy ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy X exponencialis

eloszlasu.
s , . % 4es —_
Az exponencialis eloszlashoz sziikséges e”, e~ értékek megtalalha

tok a 6. tablazatban. Pl
50=1,6487, e~ 23%=0,6065:
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0,50 1,6487 0,6065

Az exponencialis eloszlas altalanositasa a Weibull-eloszlds, amely-
nek eloszlasfiiggvénye:

_J1—e ™ ha x20,
F(x)_{(), ha x<0.

Itt ¢>0, 2> 0 allandék. Siiruségfiiggvénye (5. abra):

‘f(x)

15+

0 1 2 3 °x
5. abra
cox* e  ha x=0
x = b 2
S {0, ha x<0

Ip)= | rrte'a
o .
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integral az Gn. Euler-féle gammafiiggvény p> 0 esetén konvergens. Ha
p egész szam, akkor

I'p) = (p— L

X valoszintiségi valtozd (a, p) paraméterlii gamma eloszldsu, ha
suriségfiiggvenye

ap
1) = xP~te”™®™  ha x=0,
g(p) ha x<0,

ahol a>0, p>0 allandok.

_P 2_ P
M(X) 2’ D el
Fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu, azonos a paraméteri, p darab
véletlen valtozd 6sszege gammaeloszlasu, (a, p) paraméterekkel. Fiig-
getlen (a, py), ..., (a, p,) paraméterti, gammaeloszlasu véletlen valto-
z0k Hsszege is gammaeloszlasi. (a, py + ...+ p,) paraméterekkel.

5. n szamu fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszinliségi
valtozo négyzetdsszegének az eloszlasat n szabadsdgfoku, x-eloszlds-
nak nevezzilk. Az el6bbi négyzetdsszeg négyzetgydke y-eloszldsu.

1 n
Igazolhaté, hogy a y*-eloszlas 22 paraméterii gammaeloszlas,

igy a y*-eloszlasn valtozo siriségfiiggvénye (6. abra):
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3
) n 1
271 -3* ha x20,
) " ha x<0.

M(X)=n, D*X) =2n

Ju(x) =9

s

A 7. tablazatban megadjuk a y>-eloszlast valtozd eloszlasfiiggvé-
nyének értékeit. Pl. £ =11 szabadsagfok esetén P(y*<19,7) = 95%:

Valosziniiség, %
Szabadsagfok
90,0 95,0

Feltehet6-e adott minta alapjan, hogy a sokasdg normalis, expo-

nencialis vagy egyéb etoszlasi? Ennél az an. illeszkedésvizsgalatndl
fogunk talalkozni a y%-prébaval.

A x-eloszlasu valtozo striiségfiiggvénye:

{ 3
G
x"" e , ha xz0,
n
r —

ha x<0.

6. Legyenek Y, X, X,, ..., X fliggetlen, N(0, 1)-eloszlasu valto-
zok. Ekkor fszabadsdgfoku, Student- (vagy t-) eloszldsnak nevezzik a

Vfy

t:
VX3 + X3+ .+ X7
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valdszinlségi valtozo eloszlasat. Strtségfiiggvénye:
+1
JEA
1) 1 2 1
X)) = ——
L1
l/an‘ F(Jj ) ( x2 );r
2 — +1
f

Varhat6 értéke csak f>2 esetén létezik: M(X)=0. Szérasnégyzete

csak /=3 esetén létezik: D3(X) = sz

A sirlségfiiggvény a haranggdrbéhez hasonlo; ha f— oo, a slriiség-
fliggvény tart az N(0, 1)-eloszlas siirliségfiiggvényéhez.

Annak a valoszinliségét, hogy |¢| adott hatdr alatt marad, a
8. tablazatban adtuk meg. Pl. /=9 szabadsagfok eseténn = f+1 =
= 10, P(]t| <2,262) = P(—2,262<1<2,262) = 95%:

Statisztikai biztonsag
n=f+1
809, 909, 95%
10 1,383 1,833 2,262

A tablazat f— co soraban a standard normal eloszlas valoszinliségei
talalhatok. A tablazatot a ¢ probanal gyakran fogjuk hasznalni.

7. Legyenek Xy, X,, ..., X, €5 Yy, Y>, ..., Y, valOsziniliségt valtozok
fuggetlenek, és mind AN(0, 1)-eloszlasuak. Ekkor az

F
S

Ty
It
Il

1=
5

il
—
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valoszintiségi valtozd eloszlasa (m, n) szabadsdgfokii F-eloszlds. Surd-
ségfliggvénye:

SmnX) =

- m m+tn "
)2 r 2 xz‘l
: ha x=0,
m

0, ha x<0.

n
Virhato értéke n=3 esetén M = 5 szorasnégyzete n = 5 eseten

n—

, 2 (m+n—2)

m(n—2)*(n—4)

vény értékeit. Ha pl. a szamlalo szabadsagfoka f, =8, a nevezd sza-
badsagfoka f, =20, akkor F(2,45) = P(F<245) = 95%:

. A 9. tablazatban megadjuk az eloszlasfiigg-

h

£,=20 2,52 2,45

Az tn. F-probanal gyakran fogjuk haszndlni ezt a tablazatot.
8. Egy X valoszintiségi valtozo lognormadlis eloszldsu, ha logaritmu-
sa Y=In X normalis eloszlasu. Igy eloszlasfiiggvénye:

In x

1 _w—m
Je 202 du,
o

- o0

Fx) = P(X<x) = P(ln X<ln x) =

ha x>0, ha viszont x <0, akkor F(x)=0.
Differencialdssal adodik a siiriiségfiiggveny (7. abra):
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— -
x
(tn x—m)>
#e_ = ha x>0,
&) =< Yamax

0 ha x=0

m+l2- 2 5
M(X) = g 2’ DZ(X) — e2m+a (ea _1).

9. Az X valoszinlségi valtozo (p, q) paraméterekkel bétaeloszlist,
ha striségfiggvénye (p>0 és ¢ >0 esetén):

Ip+q)
) ———=x""'1-x""1', ha 0O<x<l,
f(x) =4 I(p)[(g) kiilonben.
0,

P 1 rq
MX)=—— DX) = I/ .
ptq ptqf ptqg+l

10. Ha X folytonos valoszintliségi valtozd, eloszlasfiiggvénye F(x),
suruségfiiggvénye f(x), akkor az Y = aX+b linedris transzformdcio-
val eléallitott véletlen valtozo eloszlasfuggvénye:

—b
(5)
G(y) = a ha a>0,

—b ha a<0;
l—F(y ) ad
a
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stiriségfiiggvénye:

1 —b
o) = ——f(y )
la| a

Ha pedig az y=r(x) szigoriian monoton és differencialhato fiigg-
vény, amelybdl x=h(y), akkor az Y="r(X) transzformalt véletlen val-
tozoé eloszlasfiiggvénye:

_ ) F(h(»)), ha H()>0,
GO) = {I—F(h(y)), ha  A'(y)<0:

slirtségfiiggvénye:

g(») = f(RG)) 1K)

8.3. Tobbdimenzios eloszlasok

1. A tdbbdimenzids eloszlasoknal is az az egyenletes eloszlas,
amelynél k-szor akkora mérészamu tartomanyba k-szor akkora valo-
szinlséggel esik a valtozd, mint az eredeti tartoményba. A slriliség-
fiiggvény allando6 (mint az egydimenzios esetben).

Az (X, Y) valoszintiségi valtozd a sik | 7| teriletii T tartoményan
egyenletes eloszlast, ha stiriségfiiggvénye:

|

foa ) =<111"
0, ha (x,y)¢T.

ha (x,))€eT,

fgy a sik egy | 4| teriiletii 4 tartomanydra vald esés valoszinlisége:

P((X. Y)eA)='—“-1~|
’ T

Az elmondottak hiarom vagy tobb dimenziodra is kiterjeszthetok.

2. (X, Y) kétdimenzidés normdl eloszldsi, ha silirliségfiiggvénye:
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1 ((x;rm)2 e ETm) (yomy) Ltﬂﬁ)

1 C21-A)\ ot 010, o

- —¢
27t0'10'2£/1—r2

Itt m; és m, a peremeloszlasok varhato értékei, o, és o, a perem-
eloszlasok szorasai, r pedig a két valtozd korreldcids egyiitthatéja.
A peremeloszlasok slriségfuggvényei:

fx. )=

_emmy)?

1
fl(x) = € 20% >
Vé; (227
1 _ (y—rf;z)z
L0) = e

[/27:02

X és Y tehat kiilon-kiilon normal eloszlastak. Az egyiittes eloszla-
suk siriiségfiggvénye lathato a 8. abran (haranghoz hasonlé felilet,
f(x, y)=4lland6 sikmetszetei altalaban ellipszisek, amelyeknek tenge-
lye altalaban nem parhuzamos az X, Y tengellyel).

*Z

3. Az (X, X3, X5, ..., X)) valOszinlségi vektorvaltozd n-dimenzios
normdl eloszldsu, ha a valtozok egyiittes sirdségfliggvénye:
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f(xl’XZ"“yxn)= n 4
(2n)6, 0, --- g, [/E

Itt m; az X; valtozo varhato értéke, o; pedig a szorasa, r; az X; és
X; valtozdk korrelacioés egyiitthatoja. Az

ryg ti2 Fin
R=|T1 T2 I2n
n rn2 rnn

determinans a korrelacids egylitthatokat tartalmazd korrelacios mat-
rix determinansa, foatlojaban minden r;=1 (mindegyik valtoz6 6n-
magdval egyenl8, tehat a korreldcios egyiitthatd 1). A determindns
szimmetrikus, r;;=rj;. Ezenkivill

0<RZI.

Az R;; az R determindnsban az r;; korreldciés egyiitthatohoz tartozo
el6jeles aldeterminans.
Minden X; valtozo peremeloszldsa normal eloszlas,

_ (xi—mi)2

f22 o,

peremsiiriiség-fiiggvénnyel.

Ha az X,, X,, ..., X, valtozék egylittes eloszlasa normalis és a
valtozok paronként korrelalatlanok (r;;=0, ha i #)), akkor a valtozok
fliggetlenek is.

4, A kétdimenziés normal eloszlasu vektorvaltozo elséfaju regresz-
szios fiiggvénye

Silx) =

e

oo
y= M(Y|X=x) = — (x—my)+m,,
0y

ill.

Yo, '
x=MX|Y=y) = ;‘“(V—mz)"’m:.
2
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Jol lathato, hogy a kétdimenzios normadl eloszlds regresszios fiiggvé-
nyei linedrisak, a képiik egyenes. Pl. az els0O esetben X = x feltétel esetén
Y-ra egy eloszlast kapunk, y = M(Y|X = x) ennek a varhat6 értéke.
Egy-egy x értéket megadva, meghatirozva egy-egy y = M(Y|X=Xx)
ordinatat, az igy kapott pontok a felirt egyenletii egyenesen sorakoz-
nak.

9. A NAGY SZAMOK TORVENYE.
A CENTRALIS
HATARELOSZLAS-TETEL

1. Az Xy, X,, ..., X, minta atlaga, X maga is véletlen véltozdk (a
mintaelemek) fuggvénye,. ezért X is véletlen valtozd. 4 mintadtlag
vdrhatd értéke az egész sokasag varhatd értéke, szdrdsa az egész
sokasag szérasanak m-edrésze:

D(X)
V’; .
2. A nagy szamok tdrvényét elOszOr egy specialis esetre mond-

juk ki: a p valoszintiségli 4 esemény bekdvetkezésével kapcsolatos
X, X, ..., X, karakterisztikus valtozok szamtani koOzepére, a
n

2, X
i=1

MX)=M(X), D(X)=

= — relativ gyakorisagra. Bernoulli tétele szerint annak a vals-
n

n
r ” ’ X ” ] s
szintisége, hogy |— —p| ne legyen tetszoleges kicsi, 0-hoz tart, ha
n

n — oo:

. X

IimP{|——p|=¢]=0.

n
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Ezzel egyenérték(i a kovetkezd: annak a valdszinlisége, hogy

X
— —p| tetszbleges kicsi, 1-hez tart:
n
. X
hmP(——-p <s)= 1.
n—oo n

Ennek az egyenldtlenségnek a fennallasat igy is megfogalmazzuk:
X

az — relativ gyakorisdyg sztochasztikusan konvergdl a varhaté értéké-
n

hez, a p valosziniiséghez (gyenge konvergencia).
Altalaban Y, sztochasztikusan konvergal Y-hoz, ha

lim P(Y,— Y] <é& =1

n—ao
(gyenge konvergencia). Ha viszont

Pim Y, = Y) =1,

n—ac

akkor Y, 1 valoszinlséggel konvergal Y-hoz (erds konvergencia). Az
erds konvergenciabdl a gyenge kovetkezik, de forditva nem feltétle-
niil.

2. A nagy szdmok térvénye nemcsak karakterisztikus valtozok atla-
gara, hanem tetszoleges X, X,, ..., X, fiiggetlen €s azonos eloszlasu
valésziniiségi valtozok atlagira kimondhatd, ha azoknak létezik
M(X;)= m varhat6 értéke és D(X;)= o szérasa. Annak a valoszinlsé-
ge, hogy az atlag és varhaté érték eltérésének abszolut értéke
tetszOleges kicsi lesz, hatarértékben 1-hez tart: '

Ez a nagy szamok térvényének Csebisev-féle alakja.
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4. A kézponti (centrdlis) hatdreloszlds tétele a kOvetkezd. Fiigget-
len, azonos eloszldsu véletlen valtozok dilagdnak standardizaltja hatdr-
értékben (aszimptotikusan) standard normal eloszldsu:

. X
lim P(
n-— Q0

_ Z X,—nm
—m i=
<x)= limP(——l———<x) = Kx).
0/1/;; H=300 a-l/;
A tétel az X, X,, ..., X, karakterisztikus valtozokra igy szol

(Z X; = X gyakorisag ):
i=1

" P( X—np
im _—
n=o  \}np(l—p)

Ez az un. Moivre-Laplace-tétel, amely szerint a binomidlis eloszldsu
X vdltozé standardizdltja hatdrériékben standard normdl eloszldsu.
Akkor viszont a binomialis eloszlasi X valtozd kozelitdleg normal
eloszlasu, np varhato értékkel és |/np(1 — p) szérassal. Ebbdl kaphatok

a binomidlis eloszlas P(X'=k) valoszinliségeire és az eloszlasfiiggve-

< x) = (x).

nyének Z P(X =k) értékeire a normalis eloszlasnal megadott kozeli-
k<x

to képletek.

5. Mind a nagy szamok torvényét, mind a centralis hatareloszlas
tételét tobb, killonbozo valtozatban kimondtak.

Ismertetiink mindegyikre egy-egy olyan tételt, amely nem koveteli
meg a valtozok azonos eloszlasat.

Kolmogorov tétele: ha X, X,, ... fiiggetlen, véges szorasu valoszi-
niiségi valtozék, M(X)=0, D(X)=0,(i = 1,2, ...), tovabba

-

g
i

4]

i=1
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akkor az Xy, X, ... sorozatra teljesiil a nagy szamok erds torvénye:
Xi+X,+...+X,

P(lim = 0) = 1.
n— 00 n

Laplace-Ljapunov-tétel: ha X, X,, ... olyan fiiggetlen valdsziniisé-
gi valtozok, amelyeknek harmadik (és ennek kodvetkeztében alacso-
nyabb rendll) momentumai léteznek, M(X)=0 (k = 1,2,...), to-
vabba

fim g =0
ahol
n
B = M(X.I°), op = D*(Xy), §,= Z o,
k=1
akkor
] X+X,+...+X,
lim P < x| = 9(x).
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1. A MATEMATIKAI STATISZTIKA
TARGYA. STATISZTIKAI MINTA
ES JELLEMZOI. RENDEZETT MINTA

1. A matematikai statisztika a valdszintiségszamitasbol fejlodétt on-
allo tudomanyagga. Alapveto6 feladata. tapasztalati adatokbodl (min-
tabol) kovetkeztetni az egész sokasag valdszinidségeire, eloszlas- és
struségfiiggvényére, azok parameétereire. Pl.

— amintaban talalhato selejtarany alapjan kovetkeztetiink az egész
sokasagbeli selejt-valoszintiségre (becsiéselmélet);

— statisztikai prébaval megvizsgaljuk: a mintaatlagnak a varhaté
értéktol valo eltérése mellett az egész sokasagban feltehet6-e, hogy
teljesiil egy adott szabvanyeldiras (hipotézisvizsgdlatok );

— megvizsgaljuk, hogy a mintaatlag koérill nagy valdszinliséggel
milyen intervallumban talalhato az elméleti varhato érték (az egész
sokasag ,,atlaga”), ami az Un. megbizhatosdgi- (konfidencia-) interval-
lum keresés;

— adott mintabeli eloszlasfiiggvény milyen elméleti eloszlasfiigg-
vényhez illeszkedik jol (tehat milyen eloszlasu az egész sokasag), ez
az un. illeszkedésvizsgdlat;

- allithato-e két valtozorol, hogy egyforma eloszlasi (homogeni-
tasvizsqgdlat );

— mérési eredmények alapjan probaljuk eldénteni, hogy milyen
Osszefiiggés all fenn két valtozd kdzott (korreldcio, regresszidanalizis)
stb.

Ezek a kérdések a miszaki életben igen fontosak, hiszen mindség-
ellenorzés soran nincs lehetoség a teljes sokasag atvizsgaldsara, ha-
nem csak egy n-elemil minta vételére van modunk. Harom elnevezés
is hasznalatos arra, hogy az informécio nem a teljes (elméleti) sokasag
ismeretében jutott birtokunkba, hanem csak
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a) n-elemii mintdbol nyert;
b) empirikus,
¢) tapasztalati.

Mit jelent az n-elemii minta?
Egy F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkezd X valdszinilségi valtozora
végezziink n mérést, az eredmények:

X11s X125 X135 ++0s X1pe

Ha egy masodik, n-elemii méréssorozatot végziink, az eredmény-
ként kapott

X321y X225 X235 +e0y X2

sorozat altalaban nem ugyanaz, mint az elsd esetben volt. Célszerii
tehat az n-elemii statisztikai mintdt mint

Xl’ Xz, X3, .oy X"

véletlen vdltozok egyiittesét tekinteni, ahol az egyes vdltozok (az egyes
megfigyelések eredményei) X-szel azonos eloszldsiak és egymdstol
fiiggetlenek.

2. A mintaelemekbdl alkotott fiiggvényeket statisztikai fiiggvé-
nyeknek (roviden: statisztikdknak) nevezzik. Ilyen statisztika (statisz-
tikai fuggvény) pl. a mintadtlag:

X;
=1

-

X:
n

Mivel X a véletlentdl fiigg, ezért maga is valdszintiségi valtozé, van
varhato értéke, szorasa stb. Mint mar mondtuk, a mintadtiag vdarhato
érteke az egész sokasdg (az eredeti X valtozd) vdrhatd értéke:

M(X)=ma
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a mintadtlag szérdsa pedig az eredeti X vdltozo szordsdnak 1/;~edrésze:

DX) o

D ===
V)
A mintaatlag eloszlasarél a centralis hatareloszlasnal mar beszél-
tiink, eredményként azt kaptuk, hogy

) X—-m

lim P <x | = O(x),

n—ow O—/l/,;
vagyis: a mintaatlag standardizaltja hatarértékben (aszimptotikusan)
standard normal eloszlasu. Ez azt jelenti, hogy maga a mintadtlag
aszimptotikusan N(m; o/Vﬁ)-eloszldszi, nagy n-ekre jO kozelitésben
normal eloszlasa.

A mintadtlag sztochasztikusan az egész sokasdg vdrhato értékéhez
konvergdl (gyenge konvergencia). Bizonyos feltételek mellett (ha D(X)
létezik, vagy ha az M(X*) negyedik momentum létezik) fennall az erds
konvergencia is:

P(lim ¥ = M(X)) = 1.

n—* o0

Z . ) i s
Mivel a — relativ gyakorisag karakterisztikus valtozok atlaga,
n :

amelynek varhaté értéke az esemény p valdszinlisége, ezért

: z, ‘
lim P( — —p|> g): 0,
n— o n

vagyis egy esemény relativ gyakorisdga sztochasztikusan konvergdl az
esemeny valosziniiségéhez.

A mintaelemektol fiigg6 masik statisztika a tapasztalati szérdsnégy-
zet, ez a mintaatlagtol valo eltérések négyzetének az atlaga:

“ A2
_ (XI_X/)Z'*”(Xz—Y)Z"‘---‘l'(Xn'X)Z — iZ1 (=5

n A

SZ
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Ennek pozitiv négyzetgyOke a tapasztalati szoras: .S,.

A tapasztalati szOorasnégyzet is véletlentol fliggd valtozo. Gyakorla-

tilag megkdveteljilkk, hogy varhato értéke az egész sokasdg szoras-
négyzete, o legyen. Ez azonban nem teljesiil. Bizonyithaté azonban,
hogy ha » helyett (n — 1)-gyel osztunk, akkor az ilyen médon korrigalt
empirikus szordasnégyzet varhatd értéke mar az ,.elméleti” szorasnégy-
zet, o* lesz. Tehat, ha

> (X 7y
=1 n

§*2 =* = Sz,
" n—1 n—1 "

akkor ennek varhaté értéke a véletlen valtozo szérasnégyzete:
M(S*?) = ¢

A korrigadlt tapasztalati szordsnégyzet mint a valdszinlségi valtozo
szdrdsnégyzete:

1 -3
DZ(S»TZ) =~ (ﬂ4_ = 0'4) ’
n n—1

ahol g, = M[(X—m)*), az X valtozo6 negyedik centralis momentuma.
Mivel a jobb oldal n— o0 esetén 0-hoz tart, ezért a Csebisev-egyenlot-
lenséget felhasznalva

D*(Sx?)

Cl2

P(S}*—0? = a)

A

0,

ha n—o0. Ez azt jelenti, hogy a korrigadlt (és vele egyiitt a korrigdlat-
lan) tapasztalati szorasnégyzet sztochasztikusan konvergal az elméleti
szordsnégyzethez (gyenge konvergencia).

Természetesen nagy mintaelemszam esetén S> és S¥2 eltérése elha-
nyagolhatd. Mint véletlen valtozokat, nagybetiivel (vagy gérog beti-
vel) szokas jeldlni 6ket, de a statisztikai gyakorlatban kisbeti (s és s*)
is hasznalatos. (Ugyanigy a mintaatlagnal x is szokasos jel6lési mod.)
A zsebszamologépeken, szamitogépeken gyakran van dtlag- és szo-
rasszamito szubrutin (itt gyakran o, jelzi a korrigalatlan, g, ; a korri-
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galt szorast). (Mi a melléje tett n idexszel azt jeloljiik, hogy n-elemii
mintabol szarmaznak.)

Ha a mintabeli adatok gyakorisaggal vannak megadva (az x; adat
fi-szer fordul eld), akkor a mintaatlag:

Z Jix;

b

X =
n

a korrigalt empirikus szérasnégyzet:

Zfi(xe“f)z
S*z — i=1
" n—1

Itt r a ténylegesen kiilonbozo x; értékek szamat jelenti.
Az atlag és szorasnégyzet szamitasakor célszerti tablazattal dol-
gozni:

Ai?l’ Gyako.riség, S X— X (x,— %) Sl =)

X1 N

X2 S

X3 S

X4 Jfa

Xs Ss
N Zfxi 2 fix— %)?
Osszesen: 5 f’ : é{;g b )
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Itt most kisbetiikkel jeloltiink (mintegy azt jelezve, hogy egy konk-

rét mintara is gondolhatunk a képletek alkalmazdsakor).
*

- r r S 4
A szoras és a mintaatlag ardnya a relativ szords: T%— (feltéve, hogy
X>0).

3. A mintadtlag és a korrigdlatlan szérdsnégyzet eloszldsa normal
eloszlisu sokasdg esetén. Ha a sokasag N(m, g)-eloszlasu, akkor X

1 .
fiiggetlen, normal eloszlasa valtozok Osszegének — -szerese, tehat ma-
n

ga is normalis eloszlasu. Normdlis eloszldsiu sokasdgndl az empirikus
vdrhaté érték N(m, of|/n)-eloszdsi.

Normadlis eloszlasii sokasagnal X és §? fiiggetlen valdszintiségi
valtozok. Ugyanigy X és S*? is fiiggetlenek.

n ” r .
N(m, o)-eloszlésii sokasdg esetén — S y*-eloszldsi valdsziniségi
o

n—1

vdltozé, n— 1 szabadsagfokkal. igy S*? is y*-closzlast n— 1 sza-

0.2
badsagfokkal.
4. Szamitdstechnikai vagy szdmoldstechnikai szempontbol egysze-

riibb képleteket is adunk a tapasztalati szorasnégyzetre és mintaat-

lagra.
Az elsé az elméleti szorasnégyzetre megismert

DA(X) = M(X?)~ M*(X)

képlet megfeleldje:

s=" =l yp- " g
n_l n—-l,-=1 n—l

Mintaatlagot és szorast konnyebb szamolni ligyesen megvdlasztott
kozépérték segitségével. A szimolasi idSt csokkenti, ha kisebb sza-
mokkal dolgozunk. Ezért nagy szamok vagy nagytomegli adat esetén
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el6szor durvan megbecsiiljik az adatok kozépértékét. Legyen ez a
vélasztott kdzép, ¢ olyan, hogy az adatok tdle valé eltérése minél
kisebb és gyorsan szamithat6 legyen. Ekkor az dtlag:

Z (Xi—o)
X=c+ 2
n

a tapasztalati korrigilt szordsnégyzet:

1 n 1 n 2
L?*Z = E{; (X;—e)*— ;L; (Xi—C)J }

Mintadtlag és szérdsnégyzet gyors szdmitasa osztdlyba soroldssal.
Ennél a statisztikiban gyakran hasznalatos modszernél minden ada-
tot besorolunk egy-egy osztalyba, azaz intervallumba (legyen az intes-
vallumok hossza, azaz az osztalyok terjedelme egydntetilien k), utana
minden adatot helyettesitink annak az osztdlynak a kiozépértékével,
amelybe esett. Igy a mintaelemek atlaga jo kozelitésben az osztalyko-
zepek atlaga, a szoras pedig az osztalykozepek szorasa. ,

Legyen valamelyik osztalykézép (IehetSleg kozépen levé osztalykd-
zép) D. Az osztalykdzepek tavolsaga D-t6l:

o =3k, =2k, —k, 0, k, 2k, 3k, ...

Jeldlje z; azt, hogy az x; osztalykozép hanyszor k-val tér el D-tél,
tehat a z; értékek legyenek:

vy =3, =2, -1,0,1,2,3, ...

Ekkor a mintaatlag:
_ k[l
X ~ D+ - Z ﬂzi,
hy=y '

a tapasztalati korrigalt szorasnégyzet:

[Z fit- %(2 fZ)] |

k

2
S*
n—1
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Itt r az osztalyok szamat jelenti. Az eljarasnal megallapodhatunk
abban, hogy az osztalyhatarra es adatot az osztily als6 hataraval
kezd6dé osztalyba soroljuk. A sziikséges szummak kiszamitasa tabld-
zattal kénnyen megoldhatd (egyszeriiség kedvéért r= 5 osztalyt tartal-
mazo tablazatot mutatunk be):

Osztaly Osztél;}(ézép, Gyak(:riség, 2 fa fia?
1. X3 N -2 -2 4f;
2. X3 S =1 - /2 fa
3. x3=D 13 0 0 0
4. Xa Ja 1 Ja Ja
3. Xs Js 2 2/ 4fs
Osszesen: n 2tz 2 fiz?

Figyeljilk meg: a képletekhez az f;z; és fz? oszlopokban all6 szamok
Osszege sziikséges, ez a tablazat utolsd soraban kiszdmithato.

A mintaelemek osztalykdzéppel vald helyettesitése soran a szoras-
2

négyzet torzitasat csokkenti az un. Sheppard-korrekcio, T ; & szoras-
négyzet helyes kozelitése:
k2
2 2
o° =~ S5;— —.
12
Itt & az intervallumok (osztalyok) hossza.

5. Egyéb tapasztalati jellemzoket is szokas kiszdmitani a mintabol.
Rendezziik nagysag szerinti sorrendbe az X, X, ..., X, mintaele-
meket, ez az Un. rendezett minta:

X<Xr<..<Xxt.
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Ha a mintaelemek szama paratlan, n = 2m+1, akkor a minta
medidnja: Xy,.,. Ha a mintaelemek szima paros: n=2m, akkor a
medidnt igy definidljuk:

X+ Xprq
5 .

A minta terjedelme a minta legnagyobb és legkisebb elemének
kiilonbsége:

R = X}¥—X¥.
Az r-edik tapasztalati momentum ( a megfeleld elméleti momentum
mintajara):

m, =

X (r=12.).
i=1

Az elsé momentum m, = X, a masodik momentum m, = S>+ X2.

A tapasztalati momentumok, mint a tobbi statisztikak, a megfeleld
elméleti jellemzok becslésére hasznalhatok.

Legyenek egy rendezett minta X; elemei (i = 1, 2, ..., a):

1,2,3,4,56,7,8,9, 10, 11, 12.

1 1
X} az az elem, amelynél a mintaelemek p = Z-része (100 - 2 = 25%-a)
kisebb. Ezt az elemet nevezzitkk a minta negyedrendii kvantihsének.

1 1

n Z =12 Z = 3 most egész szam, a negyedrendii kvantilis indexe

ennél 1-gyel nagyobb.
Legyen most egy mdsik rendezett minta

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
A negyedrendu kvantilis most X¥ =3 (igy tekintjiikk most is, hogy
) 1 1 1
nala kisebb az elemek 2 -része, 25%,-a). n + a = 10- 2 = 2,5 most nem

egész szam, a negyedrendii kvantilis indexe np egészrészénél 1-gyel
nagyobb.
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Ugyanigy beszélhetlink a minta harmadrendy, ..., p-edrendd kvan-

tilisérol.

A minta p-edrendil kvantilise az a mintaelem, amelynél kisebb a
mintaelemek 100 p %-a (0 <p<1). Ha az n darab mintaelem p-edrésze
kisebb ennél a kvantilisnél, akkor [#p] darab kisebb van nala, vagyis
ez az elem a rendezett mintabol az [np] + l-edik: XF,,; . . Itt [np] az np
szam egész részét, a nalanal nem nagyobb, hozza legkozelebb allo
egész szamot jelenti.

6. Egy-egy feladatban a folytonos (vagy diszkrét) elméleti sokasa-
got tobbnyire nem ismerjik, n-elem{i mintat vesziink a becslésére.
Ebbdl a diszkrét X, X,, ..., X, rendezetlen mintabdl (vagy az
XF<X*¥<...£ X} rendezett mintabol) becsiiljiik az elméleti sokasag
jellemzdit, a varhato értéket, szorast, mediant stb., a diszkrét minta-
bol nyert F,(x) tapasztalati eloszldsfiiggvénnyel kozelitjiik az egész
sokasdg F(x) elméleti eloszlasfiigguényét, a tapasztalati f,(x) siiriiség-
fiiggvénnyel az elméleti f(x) siiriiségfiiggvényt. Tehat voltaképpen egy
diszkrét eloszlassal kozelitjiik a folytonos (vagy diszkrét) elméleti
eloszlast.

Ha a teljes sokasag diszkrét eloszlasu, akkor sirtiségfiiggvénye
nincs. Itt a P(X=x,) valoszinliségeket hasonlitjak Ossze a mintabol
és a feltételezett elméleti eloszlasbol. Ha ezek kdzott csak kis eltérések
vannak, akkor feltehetjiik az elméleti eloszlas fennallasat. Természe-
tesen ez is egy elsddleges tajékoztatasra szolgilé modszer, egzakt,
szamitasos illeszkedésvizsgalatrol késobb esik szo.

Az X,, X,, ..., X, mintahoz tartozo F,(x) tapasztalati eloszlasfiigg-
vény ugyanigy szerkesztendd, mint azt a diszkrét eloszlasnal mutat-
tuk: a fiiggvény az X tengellyel parhuzamos szakaszokbol all6 lépcsos

1
fliggvény, amelynek minden egyes felvett x; értéknél —ugrasa van, ha
n

k
x;-t egyszer kaptuk a mintdban; —ugrasa van, ha x; k-szor fordult €l6
n

a mintaban. A fiiggvény monoton nem csdkkeno, balrél folytonos,
F,(—o0)=0 (sbt, F,(x)=0, ha x<X¥, ahol XT a legkisebb minta-
elem), F,(0)=1 (s6t, F,(x)=1, ha x> X}, ahol X} a legnagyobb
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. , .1
mintaclem). Az F,(x) értéke annyiszor —, ahany x-nél kisebb minta-
n

elem van:

F(x)= 3},

1
E)
X;<x hn

mert F,(x) tulajdonképpen a X <x esemény relativ gyakorisdga.
Ugyanezen esemeény valdsziniiségér az elméleti eloszlasfiiggvény adja
meg:

P(X<x) = Ax).

A relativ gyakorisag: F,(x) a nagy szamok tdrvénye értelmében
varhatoan jol kozeliti az F(x) valosziniiséget, ha az » elég nagy. Ha
tehdt n nagy, F(x) az elméleti F(x) eloszldsfiiggvény jé kozelitésének
tekintheto.

Vizsgaltak még, hogy mit tudunk mondani F,(x) és F(x) eltérésének
a maximumarol. Az eltérés abszolat értékének legkisebb felsé korlatja
az un. supremum. Glivenko tétele szerint:

P(lim  sup |F(x)—F(x)|=0) =1,
h—oo —w<x<aw

vagyis F,(x)— F(x) maximalis eltérése abszolut értékben 1 valoszind-

séggel 0 felé tart. Masképpen: nagy a valoszintisége, hogy n novekedé-

sével az F,(x) empirikus eloszlasfiiggvény az egész szamegyenesen

- egyenletesen tart az F(x) elméleti eloszlasfiiggvényhez. Ezt a fontos

tételt szoktdk a matematikai statisztika alaptételének is nevezni.
Kimutathatd, hogy F,(x) —» F(x) 1 valosziniiséggel (er8s konver-
gencia). Ekkor természetesen a gyenge konvergencia is teljesiil.
D, = sEp | Fa(x)— F(x)| zérushoz vald konvergencidjanak gyorsa-

sagarol szolnak Kolmogorov tételei: [/; D, mint valdszintiségi valtozo

véges érték koril ingadozik, pontosabban:

lim P(Jn D,<z) = | i (—D%e™ = Kz) (z>0).

n—r g0
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A Kolmogorov-féle K(z) fuggvény értékeit tablazatba foglalva,
segitségével a késobbiek folyaman azt tesztelhetjiik: elfogadhato-e,
hogy X valdsziniiségi valtozé adott eloszlasu.

Vezessiik be a

Dy = sup (F()-Fx) D,y = sup (A~ F(x)
jeldléseket! (Tehat pl. D, az a maximalis érték, amennyivel az empiri-
kus eloszlasfiiggvény meghaladja az elméleti eloszlasfliggvényt.)
Szmirnov tétele szerint

lim P(fn D" <2) = lim (}nD™<2) = 1-e™ = K3 (20).

A Szmirnov-féle S{z) fiiggvény értékeihez csak az ¢*, e * tiblazatra
van sziikseg.

Ha n elég nagy, akkor a Kolmogorov-Szmirnov-tételek jobb olda-
lan 4li6 kifejezések jol kozelitik a V;: D, [/;1 D™, [/;z D~ valtozok elosz-
lasat.

Emlitettiik, hogy a minta tulajdonképpen egy diszkrét eloszlas.
Hogyan beszélhetiink mégis a minta f,(x) stiriiségfiiggvényérol? Olyan
fliggvényt akarunk megszerkeszteni, amely alatti tertilet egy-egy rész-
intervallumban megadja a valtozo intervallumba esésének a relativ
gyakorisigat, azaz kozelitbleg az intervallumba esés valosziniiségét
(hiszen ez a siirliségfiiggvény alapvetd tulajdonsaga).

A 94 édbran feltiintettiik az ismeretlen elméleti f(x) siiriiségfiigg-
vényt. Az x £ X<x+ hintervallumban az X tengellyel parhuzamost
huzva rajzoltunk egy A alapq, f(x) magassagl téglalapot.

Az y=f(x) figgvény alatti teriilet az (x, x+ A) intervallumban an-
nak a valoszintiségét adja meg, hogy a valtozo az intervallumba essék.
Ez a teriilet kozelitSleg a téglalap teriiletével egyezik meg:

x+h

P(x < X<x+h) = | fx)dx ~ f(x)h

Innen megkapjuk a mar ismert képletet:

P(x < X<x+h)

Sfx) = P
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y=fn(x)

y=f(x) y=1(x)

V%\ AXEKD

(I
-/fm,, =./_r4.44'1|:|. -
x {x+h X X

t =f(x).h b)

a)
9ab abra

Mivel az intervallumba esés valdsziniisége kozelitdleg a relativ
gyakorisaggal (az intervallumra es6 adatok szamanak és az Osszes

k
adatok szamanak aranyaval, — -nel) egyezik meg, ezért
n

1 k az intervailumba esé adatok szama
X)x— =

nh  (Bsszes adat szama) (az intervallum hossza) -

fgy a kivant tulajdonsaggal rendelkezd f,(x) tapasztalati siiriiség-
Siiggvényt (hisztogramot) a kévetkezoképpen szerkeszthetjiik:

a) megvizsgaljuk, hogy a mintabeli adatok milyen (a, b) interval-
lumba esnek (a lehet a legkisebb mintaelem, vagy egy nalanal kisebb,
hozza kozel es6, kerek szam, b a legnagyobb mintaelem, vagy egy
kozeli, nalanal valamivel nagyobb kerek szam);

b) az (a, b) intervallumot felosztjuk részintervallumokra (legtobb-
szOr egyenld hosszusagiiakra). Minden részintervallum f6lé az X ten-
gellyel vizszintest hizva, szerkesztiink egy

az intervallumba esd adatok szima

k
Jul) = —

nh (6sszes adat szama) (az intervallum hossza)

magassagu téglalapot. Az (a, b) intervallumon kiviil f,(x)=0. 4z igy
kapott lépesés fliggvény f,(x), a tapasztalati stiriiséqfiiggvény ( siriiség-
hisztogram), amely kézeliti az ismeretlen f(x) elméleti striiséqgfiigg-

vényt (1. a 9b abrat).
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Ha ez a hisztogram egy haranggorbét kozelit, akkor az eloszlast
(legalabbis j6 kozelitésben) normalisnak tekinthetjilk. Ha mas, ismert
. strilségfiiggvényt kozelit, akkor a széban forgd eloszlast tételezziik
fel. Ez egy elsé tdjékoztardsra alkalmas illeszkedésvizsgdlat. Nehéz
megvonni a hatdrt, hogy milyen mértékii illeszkedés esetén fogadjuk
el, vagy vetjik el a feltételezett eloszlast. K&s6bb majd szo lesz egzak-
tabb, szamitasos illeszkedésvizsgalatrol is. Az elméleti és tapasztalati
eloszlasfiiggvény Gsszehasonlitasa, egymashoz valé illesztése is lehet-
séges, de nem olyan gyakori, mert az eloszlasfiiggvény alakja nem
olyan jellegzetes, mint a siiriiségfiiggvényé.

Megemlitjiik, hogy f,(x) tulajdonképpen az F,(x) tapasztalati elosz-
lasfiiggvény differenciahdnyadosa,

Sty = 2
n x = 2
Ax
amibdl hatarértékben az
dF(x)
Jx) = P
X

ismert Osszefliiggés kovetkezik.

Kimutathato, hogy igen altalanos feltételek mellett £,(x) az n nove-
lésével konvergdl az f(x) elméleti siirliségfiiggvényhez abban az érte-
lemben, hogy

max | f,(x)—f(x)| >0, ha n- oo.

Ahhoz, hogy £,(x) j0] mutassa f(x) alakjat (jol jellemezze az elosz-
last), az is sziikséges, hogy az osztépontok szamat jol eltalaljuk. Ezt
né¢ha probalgatni kell. Tl kevés vagy thl sok részintervallum felvéte-
lével hamis képet kaphatunk. A ké6zok szimat tdbbnyire 6 és 14
kozott szoktak felvenni, de nagy elemszamu mintanal tobb koz va-
lasztasa lehet alkalmas.

7. Legyen X folytonos véletlen valtozd F(x) eloszlasfliiggvénnyel és
J(x) stirtségfiiggvénnyel. Az X, X, ..., X, id6rendi (mérési) sorrend-
ben megadott mintat nagysag szerint rendezhetjiik, az

XI=Xx32..2X,
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rendezett mintdt nyerjik. A rendezett mintaelemek szintén tekinthe-
ték val6szinliségi valtozoknak, azonban

a) mar nem fiiggetlenek (nagysagrendi relacio all fenn kozottik, pl.
X% értéke sosem lehet kisebb a legkisebb mintaelemnél, X értékénél);

b) nem azonos eloszldstiak, Xy legkisebb mintaelem eloszlasa mas,
mint a masodik legkisebbé, X¥-é stb. (egyikiik eloszlasfiiggvénye sem
azonos az elméleti sokasag F(x) eloszlasfiiggvényével).

Jel&lje F, ,(x) a ,,nagysagra nézve k-adik” mintaelem, X3 eloszlas-
fuggvényét! Haromféle megadas is ismeretes F, i(x)-re:

@) PAE<0 = Ful) = ¥ (':) (R 1= K™

i=k
a legkisebb és legnagyobb mintaelem eloszlasfiiggvénye:

P(XT<X) = Fn,l(x) = 1_[1_[,(x)]n’
P(X3 <x) = F, (x) = [AX)]}

b) P(XE<x) = F,x) =

= n(Z: }) f [F) (L = FOP () .

¢) Végezziik el az u= F(t), du = f(t) dr helyettesitést! A hatarok:

t » —oo esetén u = F(r) = 0,
t=x esetén u = F(t) = F(x).

gy az eloszlasfiiggvényre egyszeriibben attekinthetd alakot nye-
rink:
F(x}

P(X}<x) = F,(x) = "(Z:i) f (1 =) du,
0

ebbdl k=1 és k=n esetén megkapjuk a legkisebb és legnagyobb
mintaelem eloszlasfiiggvényét:
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: F(x)
P(Xt<x)=F,ix)=n | (1-w)" 'du,

0
F(x)

PXF<x)=F ) =n [ u" " du

0

Ha a b) vagy c) alatti eredményben F, ,(x)-et derivaljuk x szerint,
megkapjuk X7 sirdségfiiggvényét: ‘

R

Srad®) = n( o }) [FT (1= Rl ().

Az
R, = X;— X%

mintaterjedelem eloszlasfiiggvénye:

P(R,<r)= W{(r)=n T [F(r + u) — F)]" ™~ “f(u) du.

Gyakorlé feladatok

1. Automata toltégép eldirt silyd mosoport tdlt dobozokba. A dobozba
t6ltott mosoépor sulya X valdszinliségi valtozé, az elbirastdl felfelé is, lefelé is
eltér. Az eltéréseket osztalyba soroltak. Az n=12 mérés kdziil a mosopor
sulyeltérése — 3 és — 2 szdzad newton kozé esett 1 alkalommal, —2 és — 1 kozé
2 alkalommal stb. (I. a kovetkez6 tablazatot).
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Sulyeltérés- Osztalykozép,
' -osztalyhatarok, szazad N, Gyakorisag
szazad N X
(—3 -2 —-2,5 1
(-2, -1 —-1,5 2
(—1;0) -0,5 3
©; 1) 0,5 3
(1; 2) 1,5 2
2; 3) 2,5 1
Osszesen: 12=n

a) Szerkesszilk meg az adatokbol a sulyeltérés tapasztalati stiriiségfiiggvé-
nyét, f(x)-et; b) tapasztalati eloszldsfiiggvényét, F,(x)-et; ¢) szamitsuk ki a
mintadtlagot és d) a tapasztalati korrigdlt szorast!

Ab),c),d) pontoknal tekintsik 0igy, hogy a stlyeltérés értéke az osztalyko-
zép!

a) A tapasztalati siiriiségfiiggvény egy intervallumon;

az intervallumra esé adatok szama

Julx) =

= (6sszes adatok szama) (intervallum hossza)

fgy a (—3; —2) intervallumon a siiriiségfiiggvény értéke az intervallum

2
minden pontjaban a (—2; — 1) intervallum minden pontjaban E

21 127
stb. A 10a abran lathato, hogy a silyeltérés eloszlasa

— az x=0-ra szimmetrikus, {—n; —n+ 1) intervallumba ugyanannyi adat
esik, mint (n— 1; n) intervallumba (n egész);

—a (—1;0) és (0; 1) intervallumokba esik a legtdbb adat (3-3 adat), a
(—2; — 1) és (1; 2) intervallumokba kevesebb (2-2 adat), a (—3; —2) és (2; 3)
intervallumokba még kevesebb (1-1 adat).

Mivel —3 ala, 3 f6lé nem esett adat, (—o0)-t6l (—3)-ig, 3-t6l wo-ig a
striiségfiiggvényt 0-nak tekintjik.
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1 . .
* £ (x) egy-egy intervallum végpontjaban annyiszor 1—2- -del ugrik meg, ahanyszor az

,3—2 intervallum végpontjahoz tartozo értéket a valtozo felveszi. (— o0)-tdl (—2,5)-
¥ ig F(x)=0, 2,5-t5] co-ig F,(x)=1 (L. a 10b abrat).
l — ¢) A silyelterés eloszlasa szimmetrikus az x=0-ra, igy vildgos, hogy a
: : mintadtlag:
! 2 L
I 1 ' ] =0
! ! | .
i
I | ' | - e
— : + 11—2 1 ll———ﬂ Megkaphatjuk ezt az eredményt szamitassal is, ha figyelembe vessziik, hogy
| . . . o
I f I [ | a megegyezEs szerint a — 2,5 osztalykdzepet 1-szer, a — 1,5-et 2-szer, a — 0,5-et
O ! ® ' © © i © ’ © ‘ 3-szor veszi fel a valtozo:
— } 4 } 4 e -
-3 -2 -1 0 1 2 3 sulyeltérés,
X 3
a) AT 2542(—1,543(=0,5+30,5+2- 1,5+2,5 0
x = = = ;
10a abra n 12
Fn(x)
b) Az eloszlasfiigguény egy x helyen vett értéke annak a valosziniiségét adja
meg, hogy a valtozo x-nél kisebb legyen. Mivel — 2,5 ald nem esik sulyeltérés,
ezért a tapasztalati eloszlasfiiggvény a —2,5 helyen 0:
12
b=
F(~25) = PX<-2,5 =0, 17 ~—
10

ugyanigy ey

’ i
F(—3)= P(X<-3) =0 stb,, 1

az F,(x) fuggvény (— 00)-t6l (—2,5)-ig mindeniitt 0.
— 1,5 ala egy érték esik a 12 kozil (a —2,5 osztalykdzép), ezért ¢

T — — ——

g4 —_ _

! 1
1 ]
F(=15) = PX<-15 = _, BANO T ® ;@ ]

-
. -25 -15 -05 0 25 stlyeltéres,
F(—=2)= P(X<—2) = — stb., X
12 b)
1 105 abra
az F,(x) értéke —2,5<x= — 1,5 félig nyilt intervallumon mindeniitt S
Az F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke a (—2,5; —1,5], (—1,5; —0,5],
(—0,5;0,5], (0,5 1,5], (1,5; 2,5] félig nyilt intervallumokban allandé. Ertéke



d) A tapasztalati korrigadlt szords: Ugyanigy a 104 abran megszerkesztettiik az n =70 mérési adatbol szirmazé
F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvényt. Ha az osztalyok terjedelme egyre kisebb
lesz €s a mintaclemszdm n — oo, a tapasztalati eloszlasfiiggvény a 104 abran
. lathatd F(x) eloszlasfiiggvényhez tart nagy valosziniiséggel.

_ l/(—2,5)1*+2(w 1,52 +3(—05°+3-052+2 1,52 +2,5 _ b
11

= 1,45 (szdzad N).

A vizsgilat soran a sulyeltérés értckeit észrevétlentil (— 00)-t6l (+ o0)-ig
kiterjesztettiik. Ez célszerii volt, mert ha nem 12 esetben ellendrizziik a sulyel-
térést, hanem pl. 70 esetben, akkor mar nem —3 és +3 kozitt valtoznak az
eltérések, hanem esetleg nagyobb intervallumban. Egy n= 70-elem{i mintadhoz
tartoz6 tapasztalati sirliségfiiggvény lathat6 a 10¢ abran, az osztdlyok terje-
delme itt mar nem 1, hanem 0,5.
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Minél kisebb terjedelmii osztdlyokba sorolunk és minél nagyobb a mérésszam,
a tapasztalati siirtiségfiiggvény anndl inkabb egy y tengelyre szimmetrikus ha-

rfznggérbét kozelit meg (1. a 10¢ dbran a folytonos gorbével rajzolt fliggvényt). A T | R A= -
Ugy tekinthetjiik, hogy az f,(x) véges sok mérésbol szirmazik, az f(x) harang- -325 -225 -85 -025 | 025 25 225 axm

gorbe pedig a végtelen sok értéket felvevd X valdszinlségi valtozo striség- "

fliggvénye. 104 dbra
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2. Az 1. feladatban mutatott moséportdliési feladatnal az elirastdl szami-
tott salyeltérés jol kozelithetd volt olyan normal eloszlassal, amelynek varhatd
értéke m= =0, szérasa ¢ =s* = 1,45. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a
sulyeltérés a) (— 1)-nél kisebb legyen; b) 1-nél nagyobb legyen?

—-1-0
1,45

a) X<-1)=F-1) = @( ) = B(—0,69) = 1 ~@(0,69) =
= 0,2451.

Kb. 24,5%-ban kapunk olyan mosoporos dobozt, amelyben az el8irashoz
viszonyitva tobb mint 1 szdzad N-nal kevesebb a betdltdtt mosopor.

b) Két megoldast is mutatunk: Ha (— 1)-nél kisebb a valtozo 24,5‘1%-bap,
vagyis a haranggorbe alatti teriilet X< —1 esetén 0,2451, akl‘(or a szimmetria
miatt a haranggdrbe alatti terillet X =1 esetén is ugyanannyi lesz,

P(X=1)=0,2451.

De szamolhatunk az

Fx) =0 (x_ m)
g

osszefiiggéssel is.

P(XZ1) = 1-P(X<1) = 1 -F1) = 1—@(11—5) = 1-2(0,69) =

= 1-0,7549 = 0,2451.

3. A-50-es (MSZ 500-as) acél szakitasi szilardsag ellenérzésére az egész
sokasagbdl n=31 mérést végeztek. A mért értékek (N/mm?-ben):
470 | 481, 483, 488, 489 | 490, 491, 492, 493, 493, 495, 496, 497, 498, 499 | 500,
501, 502, 503, 504, 505, 506, 507, 508, 509 | 512, 514, 516, 519 | 529, 530.

a) Mutassuk ki, hogy az adatok alapjan a szakitoszilardsag eloszlasa jo!
kdzelitheté normdl eloszldssal (szerkesszilk meg a tapasztalati siirliségfiigg-
vényt)!

b) Becsiiljiik meg az egész sokasdg m vdrhaté értékét (az X mintaatlaggal),
az egész sokasdg o szordsar (az s* korrigalt tapasztalati szordssal)!
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¢) Egy bizonyos munkanal selejtesnek tekintjiik azt az acélt, amelynek
szakitasi szilardsaga 485 N/mm? alatt marad. Becsiiljiik meg a selejt valészing-
ségét (a O figgvény segitségével)!

d) Végezziik el az €l6z6 becslést az eloszldsfiigguény megszerkesztésével,
grafikus Gton!

¢) Az adatokat 470480, 480490, ..., 520-530 osztalyokba sorolva, helyet-
tesitsiink minden adatot az osztdlykdzéppel! Becsiiljiik meg igy a varhaté értéket
¢s a korriglt tapasztalati szorast, szerkesszitk meg igy a tapaszialati eloszlas-
fuggvenyt, becsiiljitk meg grafikus Gton a selejt-valdsziniiséget!

a) A ndvekvé sorrendbe rendezett adatokat tulajdonképpen maér oszta-
lyokba soroltuk:

Oszt:ilyhatez'xro k,

N/mm Gyakorisag

470-480 1
480490
490-500
500-510
510-520
520-530 2

A gyakorisagértékeket 31 - 10 = 310-zel osztva, a tapasztalati stiriségfiigg-
vény (hisztogram) majdnem szimmetrikus, j6l kozelithetd haranggorbével.
A szakitdsi szildrdsdg eloszlasa jol kézelithetd normdl eloszldssal {1la abra).

b) A mérési értékek dsszege osztva a mérések szamaval adja a mintadtlagot
(az m varhato érték becslését):

i=1_ 470+481+...+530
n 31

m=x=

= 500,645.
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485—500,645\
13,144
= @(-1,19) = 1-0(1,19) = 1-0,8830 = 0,1170.

11,7%-ra becsiilhetjiik a selejt valdszintiségét, ha az eloszlast normdlissal
kozelitjiik.

A P(X<485) = F(485) = @

d} A tapasztalati eloszlasfliggvény a meért értékeknél i valosziniliséggel

2
- 267 ugrik (a kétszer kapott 493-nil 31 valoszinliséggel). A kapott F,(x) fuggvény

JO! kozeliti a normal eloszlas eloszlasfiiggvényét, F(x)-et (1. a 115 4brat).

AF(x):P(X<x)

0 1 y=Fplx) ——r—
3 -
g y T K
T —t d ! ; y=F(x)
] = L
8 I | y
7T e I
3 I |
t T |> , T | ] ]
470 480 480 500 510 520 530  szakitdsi szilardsag, + | | [l
* 1 |
. a) 1 | | | |
11a abra 0] | | | |
3T | | |
]
, ., . g 1 | |
Az egész sokasig szdrasara jo becslés a korrigdlt tapasztalati szords: i N | :
5 ] b ¥
AT | | H
T | K
] - I
2 1 | | | I
- 2 +...+(530- 500,645 1
_ 1/(470—500,645)* +...+ (53 ) _ 13,144, 0l | !
30 3 L |I
I
4 | |
Feltiind, hogy a szoras milyen kicsi az dtlaghoz képest: _ 1 : | : :
ik | |
* St | |l
1314 o, ] | |
£ 500,645 | i
. b I
a 2,6%-0s relativ szérds azt mutatia, hogy a szakitdsi szildrdsdg értékei kevéssé ' 1T I | 1
szorédnak a varhaté érték koriil. . 37 W%WFH%M#HW%HHH—» 3= 1x
c) A szakitasi szilardsag eloszlasat normalissal kdzelitve, a selejt-valoszinit- 470 520 530
ség becstilhetd a @ figgvény segitségével: 115 abra b)
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Grafikus 0ton megbecsillve annak a valdszintiségét, hogy a szakitoszilard-
sag 485 N/mm? alatt marad, az eloszldsfiiggvény x=485 abszcisszdnal vett
értékét kell leolvasnunk. Ha a tapasztalati F,(x) fliggvényrdl olvassuk le, akkor

P(X <485) = F,(485) = % ~ 0,0968,

ha pedig a normal eloszlas folytonos eloszlasfiiggvényeérdl, F(x)-rol, akkor

2,6
P(X<485) = F(485) = 31 = 0,0839.

e) Hosszadalmas az egyes mért értékekbd] megszerkeszteni az F,(x) tapasz-
talati eloszlasfiggvényt, ha az adatok szima nagy. Ilyenkor az adatokat
osztalyba sorolva, a mért adatokat az osztdlykozepekkel helyettesitjiik.

Segitségképpen tablazatba foglaljuk az adatokat, az osztalykozepeket és

azok p; felvételi valoszinliségeit, valamint az F,(x;) = P(X<x) = 3 p
X<xi

eloszlasfuggvény-értékeket:

470-480 475 1 1/31 E,475) =0
480490 485 4 4/31 F.(485) = 1/31
490-500 495 10 10/31 F,(495) = 5/31
500510 505 10 10/31 F(505) = 15/31
510-520 515 4 4/31 E,(515) = 25/31
520-530 525 2 2/31 F,(525) = 29/31
F,(526) = 31/31

. 1
Ugy tekintjilk, mintha a valtozo a 475 értéket 1-szer, p, = 3-1- valosziniség-

' 4 .
gel, a 485 érteket 4-szer, p, = 5—1— valdsziniiséggel stb. vette volna fel. Igy

konnyebben kaphatjuk meg az F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvényt (1. a 11c
abrat, ami természetesen durvabb becslés a normal eloszlds F(x) eloszldsfiigg-
vényére, mint az elobbi.
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AP(X‘:)()

11¢ abra

A selejt-valosziniiség becslése a tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel:
1
P(X <485) ~ F(485) = 31 ~ 0,032,
ill. az F(x) eloszlasfuggvénnyel:

P(X<485) ~ F(485) = :—% ~ 0,065.
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A vdrhato érték becslése a mintaatlaggal, a szords becslése a korrigalt
tapasztalati szOrassal most igy torténhet:

Oszta'l)yc':(t')zép, Gyak(:risz’ig, X% (5= 2)?
475 1 —25,8 | 665,64
485 4 —-158 | 249,64
495 0 —58 33,64
505 0 4,2 17,64
515 4 14,2 | 201,64
525 2 24,2 1 585,64

1-475+4-485+10-495+10-505+4-515+2- 525
31
l/l 1665,64 +4-249,64+10-33,64 +10-17,64 +4-201,64 +2-585,64

=
Il

= 500,806,

30
= 11,768.

A most kapott értékek természetesen durvabb becslések, mint az el6zdk, viszont
rovidebben megkaphatok, mint azok.

Megjegyzések

a) A szakitasi szilardsag eloszlasat a normal eloszlas csak jol kézeliti, hiszen a
szilardsag negativ nem lehet. (Negativ x-ekre a kozelitésiil vett normal eloszlas
surliségfiiggvénye az x tengelyhez lapul, az alatta levé teriilet majdnem 0.)

b) A gyakorlatban nagyon sok valdsziniiségi vdliozd eloszlasa kizelithetd jol
normal eloszldssal, pl. szakitoszilardsag, méretek, mérési értékek elbirastol vald
eltérése, Elettartam, atlagérték sth. A normal eloszlas gyakori elofordulasat tobbek
kozott a kozponti hatareloszids-tétel indokolja: azonos eloszlasi, fliggetlen valo-
szinliségi valtozok Osszege hatarértékben (vagyis ha » — o0) normal eloszldsu.

A szakitoszilardsag gyakran az elemi szalak egymastol fuggetlen szakitoszi-
lardsaganak az Osszege, ezért gyakran lesz kozelitéleg normal eloszldsi. Az at-

lagérték n db azonos eloszlash, fliggetlen valtozd oOsszegének - -szerese,
n

_ X txt. X i . ex . -

F="L 2 0 e , €zért lesz nagy n-re kdzelitSleg normal eloszlasn.

n
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¢) Ovakodni kell attél a gyakori tévedéstSl, hogy ha egy valtozonal egyszer
normal eloszlast tételezhetiink fel a mérési eredmények alapjan, akkor az mindig
normél eloszlast. Ezt a feltevést mindig meg kell vizsgalnunk a mérési eredmények
alapjan.

4. Egy bizonyos tipusu elektroncsd €lettartamara vonatkozd kdvetelmény,
hogy a 950 orandl kisebb élettartamu csOvek aranya legfeljebb 4°/ lehet. Az
élettartam jo kozelitésben normal eloszlasi. Egy adott idGszakban tbb ezer csd
élettartamat 250 elemi véletlen minta alapjan ellendrzik. A vizsgilat eredménye
(osztalyba sorolassal):

Osztalyok, 6ra Gyakorisag, f;
850,5— 900,5 10
900,5- 950,5 16
950,5-1000,5 28
1000,5-1050,5 40
1050,5-1100,5 60
1100,5-1150,5 45
1150,5-1200,5 25
1200,5-1250,5 17
1250,5-1300,5 9

a) Allapitsuk meg, hogy eleget tesz-e a gyartott tétel a mindségi kdvetelmények-
nek!

b) Ha a gyartott mennyiség tényleges atadasakor az atvevo csak akkor veszi
at a tételt, ha 50-elemii véletlen mintaban legfeljebb 3 db 950 oranal kisebb
élettartamu csovet talal, akkor mekkora lesz egy tétel atvételének valdszinlisége
az elozo adatok alapjan?

¢) Ha a kdvetkez6 gyartasi idészakban 1050 ora atlagos élettartamot kivannak
biztositani, és a mindségi eldirasnak is eleget akarnak tenni (950 dra alattiak
aranya legfeljebb 49/), akkor mekkora relativ szoras engedheté meg?

a) Nem, mert P(X <950) = 0,0951; b) np=35, az atvétel valoszintlisége kozelit-
ve 0,265; ¢} 5,44%,.
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5. Tomeggyartasban készitett extrudalt rudacskak fontos jellemz8je a kiilsd
dtmérd, amelyre vonatkozo mindségi elSiras: 8,3 +0,1 mm. Az 4tmérd ellenSrzésé-
re a tobbezres darabszami tételbdl n= 145 elem( mintat vettek (0,01 mm pontos-
saggal mérve).

Az adatokat osztilyokba sorolva rendezték. Tekintsiikk ugy, hogy egy-egy
osztalyban az itmérd értéke az osztalyhatdrok szamtani kdzepe (osztalykozép)!

a) Szamitsuk ki az atméré drlagat, szérdsat, relativ szérdsdt!

b) A siiriiségfiiggvény megszerkesztésével mutassuk ki, hogy az atmérd eloszla-
sa jol kozelitheté normalis eloszlassal!

¢) Szerkessziik meg az eloszlasfiiggvényt! Becsiiljiik meg ennek segitségével,
valamint a @(x) fuggvény segitségével, mennyi a vdrhato selejtszdzalék (a 8,2 ala,

"o 7

ill. a 8,4 folé esé atmérd selejtet jelent)!

Qsztalyhatarok, OsztalykSzép, Gyakorisag,
mm Xy i
8,125-8,155 - 8,14 2
8,155-8,185 8,17 3
8,185-8,215 8,20 4
8,215-8,245 8,23 5
- 8,245-8,275 8,26 14
8,275-8,305 8,29 21
8,305-8,335 8,32 55
8,335-8,365 8,35 23
8,365-8,395 8,38 7
8,395-8,425 8,41 6
8,425-8,455 8,44 2
8,455-8,485 8,47 1
8,485-8,515 8,50 2

Osszesen 145=n
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L ]
a) ¥=38,314 mm, s*=0,059, S—_— =0,0071 (igen kicsi!); b) a stirliségfliggvény
x

haranggérbe; ¢) P(atmérd < 8,2)=0,0268, P(atmérd > 8,4)=0,0721, selejt-valoszi-
nliség az elébbiek dsszege, kb. 109 (ha az elméleti eloszlasfiiggvénnyel szamolunk,
ez a megbizhatobb). Ha a tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel becsliink, a selejt-valo-
szinliség kb. 7%.

6. C10 5-6ras diffiziésan izzitott acélndl a hajlito hatarfesziiltségre a kovet-
kezd értékeket meérték (10 N/mm?-ben):

167,1 171,6 174,1 153,2 171,6 226,3
167,1 142,7 188,0 174,1 146,2 174,1
139,3 1114 149,7 167,1 164,6 184,5

a) Mutassuk ki a stiriiségfiiggvény megszerkesztésével, hogy a hajlito hatar-
fesziiltség jo kozelitésben normalis eloszlasi!

b) Szamitsuk ki az dtlagot, a szdrdst és a relativ szordst!

¢) A 9(x) fliggvény segitségével becsiiljik meg, mekkora valdszintiséggel
nagyobb 140-nél a hajlitoé hatarfesziiltség!

*

a) A strtségfiiggvény haranggbrbe; b) x=165,15, s*=23,98, S—_ = (,15;
x
c) 0,8531.

7. Kétféle fonal fonalfinomsagi szamanak eloszlasat vizsgaltak:

Nin 82 lonalfinomsdgi | Gyakorissg || Nm 120 fonalfinomségi | Gyaxorisig
77, ~-78.,5 1 118-120 1
78,5-80, . 6 120-122 4
80, 81,5 7 122-124 12
81,5-83, 10 124-126 16
83, -84,5 6 126-128 15
84,5-86, 13 128-130 8
86, 87,5 8 130-132 3
87,5-89, 9 132-134 1
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Melyik esetben allithatjuk, hogy a fonal finomsagi szama normalis eloszlas-
sal kozelithet6? A masodik esetben milyen intervallumba esnek 99,7% valdszi-
niséggel a finomsagi szam értékei?

A masodik esetben latszik, hogy az eloszlas ol kozelithetd normadlissal,
x=125,7, s*=2,848, a finomsagi szam pl. x—3s* = 117,156 és X+ 3s* =
= 134,244 k6z€ esnek 99,7%;-0s (nagy) valosziniiséggel. (Logikus, hogy szim-
metrikus eloszlasnal a varhato érték becslésére, x-ra szimmetrikus intervaliu-
mot kerestlink. De nem csak x-ra szimmetrikus intervallum lehet a megoldas!
Szamtalan sok megoldas van.)

8. Egy ipari robot kezének egy eldirt egyenestdl vald tavolsagara a minSségi
eldiras; (12,8 + 1) mm. A mért tavolsagokat osztalyokba sorolva gyakorisa-
gukkal egyiitt a kovetkez6 tablazatban lathatjuk:

Osztalyhatarok, mm Gyakorisag
10-11 1
11-12 5
12-13 13
13-14 4
14-15 2

a) Suriiséghisztogram megszerkesztésével mutassuk ki, hogy a mért adatok
eloszlasa jo kozelitéssel normal eloszlas!

b) Hatarozzuk meg az adatok atlagat, korrigalt szorasat és relativ szoérasat!

¢) Varhatéan milyen szazalékban teljesiiltek a minbségi elbirasok?

a) A suriségfuggvényre jol illeszthetd haranggdrbe, az eloszlas jol kozelit-
*

hetd normalissal; b) %=12,54, s*=0,93, — = 0,07, ¢)F(13,8)— F(11,8) =
X
= (1,35 — B(—0,8) = 0,6996 ~ 70%
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9. Igazoljuk, hogy az n-elemii minta atlaganak varhato értéke az eredeti
valtozo varhato értéke, a mintaatlag szérasa pedig az eredeti valtozd szorasa-
nak |/;1-edrésze:

D(xX)

n

MX)=M(X), DX)=

A mintaelemek fliggetlen, az eredeti valtozdval azonos varhatéd értéka és
szOrasu (azonos eloszlasn) valtozok. Ezt felhasznalva:

AN

MX) = M(‘—=~’-+) = 1M(2Xi) = lEM(X;) = M(X)
n n n

(itt a fiiggetlenség nem is szlikséges). A szorasnégyzet kiszamitasanal azonban
mar sziikséges:

™=

X
_ R 1 1
D¥X) = D*| =— | = = D(IX) = S ZDUX) =
n n n
= inDz(X) - DZ(X)
n® ’

ebbdl valoban

DY)
/n

10. Egy elektroncsé élettartama a véletlentdl fiiggd valoszinlségi valtozo.
Varhato értéke (egyuttal elSirt érték) m= 580 ora, szorasa o= 30 Ora, n=100
elemi mintabol az atlag ¥ =573 6ra, kevesebb, mint az egész sokasag atlagara
eldirt 580 ora. Feltehet6-e, hogy az egész sokasag atlaga 580 oOra (tehat a
csOkkenés csak véletlen kovetkezménye)?

D(X) =
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Ha a feltevés igaz, akkor az élettartamatlag kozelitleg normalis eloszlasi-
nak tekinthetd, m= 580 varhato értékkel,

30 , ‘s
—=—= = 3 Ora szorassal.

a
alOO_Vl—OO—_l/l—O‘O

95%, valosziniiséggel a normal eloszlasi valtozé olyan m—x, m+x (m-re
szimmetrikus) intervallumba esik, amelyre nézve;

Pm—x < X <mtx)=Fm+x)—Fim—x) =

=g = )-a(~ X )=2@( L )-1=095
G100 F100 G100
ol = = 09750,
G100

X 21,96, x=1,966,00 = 1,96 3 = 5,88.
J100

Ha tehat az m=580 hipotézis igaz, akkor 95% a valoszinlisége, hogy az
élettartamatlag

580—5,88 = 574,12 és  580+5,88 = 585,88

kozé esik.

Mivel 573 a mondott intervallumon kiviil esik (és erre csak 2,5% a valdszi-
nliség), ezért 97,5%, biztonsaggal kijelenthetjiik, hogy m nem az eldirt 580 ora,
nem véletlen az elektroncsé-élettartamatlag csokkenése a mintiban, vagyis
feltehetéen romlott a mindség.

11. Egy elektroncso élettartamanak a varhatd értéke a szabvany szerint
m= 580 6ra, o= 30 6ra szérassal. n=225 elemil mintdban az élettartam atlaga
X=584 ora volt. Allithatjuk-e 99% biztonsagi szinten, hogy az élettartam
atlagaban lényeges javulas tortént?
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Tegyiik fel, hogy nem, vagyis »m = 580 tovabbra is. P (élettartam <m+ x) =

+x— :
= Fim+x) = @("’—xm—m—) = @(—x—) = 0,99, = = 2,33, x=4,66. Tehat
o @ 2

Vn 15

997, valoszintiséggel 584,66 ora ald esik az élettartamatlag, 1ényeges (szignifi-
kans) javulasra nem kévetkeztethetiink.

12. Igazoljuk a mintaatlag és a korrigalt szorasnégyzet valasztott kézéppel
val6 kiszamitasanak képletét:

Z (x;—¢)
F=c+
n

§*¥2 = -—l—{i (x;—c)*— 1|: 5 (x,»~c):| }
n—1 i=1 nl =1

A mintaatlagra adott képlet bizonyitasa:

Zx _ Zl=d+d | Exw=a)  ne_ L Sx—o)

n n n n n

X =

A korrigalt szorasnégyzetre adott képlet igazoldsa:

2 H@— D I - = _
’ n—1 n—1

= n_i"f {E(x,-—c)z—Z(j— ©) 2(x;— c)+n(f-—-c)2} =

-1 {E(xi— ¢)*-2 20i—9) Z(x—c)+ 2ol c)]z} =
n n

n—1
1 1
= {Z(xi— - —[Z'(x,--—c)]z} .
n—1 n
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Megjegyzés

Erdemes megfigyelni, hogy a szorasnégyzetre kapott képlet korrekcio nélkiil
(tchat ha nem (n— 1)-gyel, hanem n-nel osztanank az elején) a

D*(X) = M(X})— M*(X)

képlettel azonos szerkezetli. Ez érthetd, mert a kapott szummadk a varhatd
értékeknek a mintabol kapott becslései.

13. Szamitsuk ki a kovetkezd adatok atlagat és korrigalt szorasat valasztott
kdzép segitségével:

1243,1; 1244.2; 1242.7; 1244,3; 1242,6.

Az adatokat attekintve latszik, hogy azok ¢ = 1243 egész szam koriil szorod-
nak. Ez legyen a valasztott kozép!

Adatok, Eltérések c= 1243 vilasztott Eltérések né te,
Xt kozéptol, x;—c¢ (x;— ¢y
1243,1 +0,1 0,01
1244,2 +1,2 1,44
12427 —-0,3 0,09
12443 +1,3 1,69
12426 —-04 0,16
Osszesen: +1,9 = X(x;—¢) 3,39 = X(x;—¢)?

Az atlag:

5= o+ 2579 - g3 -1;—9 = 1243,38,

n
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a korrigalt szorasnégyzet:

s* = nil I:E(xa—c)z" i(z(xi“c)){l =

1 1
=-1339--192| =
4[ . ] 0,667,

a korrigalt szoras:

s* = /0,667 = 0,8167.

14. Igazoljuk a mintadtlagra és korrigalt szorasnégyzetre adott

_ k
X~ D+~ 3 fiz:,
Hi=1

k2 r r 2
s L B () ]

képleteket! Egyszertiség kedvéért soroljuk most az adatokat r=5 osztalyba!
Tiintessiik fel, hogy az osztalykézepek mennyivel térnek el a kozépsé D= x,
osztalykozéptdl (k az osztalyok terjedelme):

Xy = D"Zk, Xy = .D_k, X3:D, Xq = D+k, X5 = D+ 2k.

A valasztott kozép itt most D, az adatokat az osztalykdzepek helyettesitik.

Jelentse £; az i-edik osztdlyba esd adatok szimat (gyakorisagat)! A mintadtlag
vilasztott kozéppel dolgozva:

5

.;fa‘(xi_D)

___T__ =

=D+ S =D)+f(x,— D) +f3(xs— D)+ fu(xy — D)+ f5(xs — D) _

X~ D+

n
= D+ fl("zk)+f2(_k)+f3(0‘k)+f4‘k+f5 - 2k _

n
=D+ kfl(m2)+fz(“1)+f3'0+f4-1+f5.2 _

n n

k 5
=D+_Zf;'zi’
ni=1
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hiszen a z; értékeket igy valasztottuk:
1= =2, 2,=—1,23=0,z,=1, zs=2.

A korrigdlt szoréds négyzete valasztott kozép felhasznalasaval:

T 1 2 ’
2~ D+ {2 fi(x,-—D)z—;[Zf;(xi_D):l }
i=1 i=1

n—1
Lattuk mar az el6bb, hogy
x,—D= -2k =zk,x;—D = —k =z;k, ...,
altalaban
x;—D = z;k.

Ezt a képletbe helyettesitve:

1 (S [ ?
s*2 x D+ {Z f.-Zizkz——[Z fizl.k:l };
i=1 nl i=1

n—1
5 l 5 2
{Z fizt - _(Z Jizi }
i=1 h\i=1
Megjegyzések

1. %-ra és s**-re azért kaptunk csak kozelité értéket, mert az adatokat az
osztalykozepekkel helyettesitettiik.

2. A bizonyitas r= 5 osztaly helyett ugyanigy elvégezhet6 tetszOleges szamu
osztaly esetén.

3. % és s*? itt is véletlen valtozok. Itt most éltlink azzal a statisztikai
gyakorlattal, hogy ezt nem tiintettiik fel. Ennek az az oka, hogy olyankor is
lehet atlagot és szorast szimolni, ha nem egy véletlen valtozonak az értékeit
mértilk, hanem egy determinisztikus valtozdra egyetlen adatsorunk van.

kz
=D+
n—1

15. A textiliparban az elemi szal szakitovizsgalatanal 100 méréssel a kovet-
kezd szakadasi értékeket kaptak szdzad N-ban, mindjart nagysag szerinti
sorrendbe rakva:

113;] 15 16; | 17, 17; 17; 17, 17; 18; 18; | 19; 19; 19; 19; 19; 20; 20; 20; 20; 20;
20; 20; 20; | 21; 21; 21; 21; 21; 21; 21; 215 22; 22; 22; 22; 22; 22; 22; 22; 22; |
| 23; 23; 23; 23; 23; 23; 23; 23; 23; 23; 23; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; | 25; 25;
25; 25; 25; 25; 25; 25; 25, 25; 25; 25; 25; 25; 25; 26; 26, 26; 26; 26, 26, | 27, 27,
27; 27; 27; 27; 27; 27; 28; 28; 28; 28; | 29; 29; 30; 30; 30; 30; 30; 30; | 32. |
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Osztalyba soroldssal allapitsuk meg a szakitoerd varhaté értékét (kozépér-
tékét), szorasat, %-os szorasat!

Az n=100 adatot 13-t6l 33-ig k=2 szdzad N-onként osztalyba soroljuk
(a fuggdleges elvalasztojel jelzi az egyes osztalyba jutottakat). Az osztalyok
szama r=10.

Az i-edik osztilyba jutd elemek szamat (gyakorisagat) f; jeldli (pl. f;=1),
az osztaly szamtani kdzepét x; (pl. x, = 14).

Az x,=14, x,=16, ..., x,,=132 osztalykdzepek koziil valasszuk ki kozép-
sének pl. D=24-et, az ezzel kivalasztott osztaly sorszama 0, a tablazatban
folotte alloke — 1, —2, —3, —4, — 5, a tablazatban alatta alloké + 1, +2, +3,
+4 (ezek a z; értékek).

Az adatokat tablazatba foglalva:

Osztaly- Gyakori-

Osztaly kdzép, x; Sag, fi iz Je Szt
13-15 14 1 -5 -5 25
15-17 16 2 -4 -8 32
17-19 18 7 -3 -21 63
19-21 20 13 -2 —26 52
21-23 22 17 -1 -17 17
23-25 24=D 18 0 0 0
25-27 26 21 +1 +21 21
27-29 28 12 +2 +24 43
29-31 30 8 +3 +24 72
31-33 32 1 +4 +4 16
2 10 10
Osszeg: 100 2 fzi= -4 | Y fizl = 346
i=1 i=1

A mért adatok szamtani kozepe:

_ k ¢ 2
X~ D+ — Zi = 24+ —(—4) = 23,92.
nizzlf 100( ) 3,92
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A mért adatok szorasnégyzete:

e [om-(24)]-

[346— — (= 4)2] o 128330

99

A sz0ras:

l/1383,4
s~ |/— = 3,72
99

A %-0s széras a szorasnak a kozépértékhez mért ardnya 7;-ra atszamolva,
tehat a szazalékos szoras:

_ 3,72
23 92

= 0,155 = 15,5%,.

Rllh

16. Azonos gyartasi feltételek mellett eldallitott, adoti ioss7iisagn szovet-
mintakon a szbvethibak szama:

A hibak szdma, X 0 1 2 3 4 5 6
Hanyszor fordult el
a hiba, f; 327 | 340 | 160 | 53 16 3 1

Az elézd tapasztalati értékek alapjan llithatjuk-e, hogy a hibak szama
Poisson-eloszlas?

A szovethibak atlaga:

0-327+1-340+2-160+3-53+4-16+5-3+6-1
327+340+ 160+ 53+16+3+1

= 1.
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Ez torzitatlan becslés az egész sokasdg varhato értékére. Hasonlitsuk dssze
az egész sokasagban (amelynél Poisson-eloszlast tételeziink fel A =1 varhaté
értckkel) és a mintaban a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 hiba valosziniiségét:

A hibak szama 0 1 2 3 4 5 6

Valésziniiség a
mintiban 0,3633 10,3778 | 0,1778 | 0,0589 | 0,0178 | 0,0033 | 0,0011

Valoszintiség
az egész soka-
sagban (1. a

3. tablazatot) | 0,3679 | 0,3679 | 0,1839 | 0,0613 | 0,0153 | 0,0031 | 0,0005

A valdsziniiségek nagyon kevéssé térnek el, feltételezhetd, hogy a szovethi-
bak szima Poisson-eloszlasu. (Feltehetd a kérdés: milyen eltérés esetén fogad-
juk el, mikor vetjiik el a feltevést? Erre egzaktabb médszer lesz a y2-proba.)

17. Hogyan kell dtlagot és szérdst szamitani a HT PTK-1050 zsebszdmold-
geéppel?

Az dtlag (X) és korrigdlatlan szérds (s2, a gépen lathaté jelolés ) szamitésa-
ra beépitett dramkdr van a zsebszdmolégépen (mint nagyon sok mds, korszerti
zsebszamoldgépen). Az xy, x,, ..., x, adatok bevitele igy torténik:

X, 2nd 27
x;2nd X7

Ha egy adat t&bbszoér fordul eld, minden alkalommal be kell nyomnunk az
adat értékét is a 2nd X' billentyiizés elStt (egyes gépeken az adatot nem kell
még egyszer beiitni, elég csak a X billentylit tobbszdr megnyomni).
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Ennek a billentylizésnek a hatasara az egyes tarak igy toltddnek fel:

Tar Tartalom

0. MO=n
1. Ml=2%x
2. M2=23x?

A 2nd % billentyiizésre megjelenik az adatok atlaga, a 2nd o2 billentyiizésre
pedig a korrigalatlan szords négyzete. A ,szubrutint” (az integralt aramkdrt)
nyilvan Ggy csinaltak meg, hogy az a

D ML 2 (2q)' M2 _ (MY’
n MO n n MO\ MO
milveletek elvégzésére legyen képes.

Példa. Adatok (az x; értékek): 1, 2, 3.

Billentyiizés Az wtasitasok hatasa
12nd 2% az adat sorszama, ami végiil n a kijelzn és
22nd 27 a 0. tarban; Xx; az 1. tarban; Xx?
32nd 27 a 2. tarban
2nd X x = 2 = atlag
2nd &2 [/); o, = 0,8165 = korrigilatlan szoras
x(3+2) 1/3;= 0,1 = 1 = korrigalt szoras

Nagy tdomegii adat esetén eléfordulhat, hogy egy adatot rosszul adunk meg.
Hibds adat torlése igy torténik. Ha 1, 2, 3 helyett véletleniil 1 2nd 2+ 2 2nd 2'*
42nd Z* volt a billentyiizés, akkor 4 INV 2nd £ hatasara a 4 torlédik, a
kijelz8 2-t jelez, és a tarak tartalma is korrigalodott.

3 2nd X7 a megfelel6 befejezés.

Megjegyzés

Toébb zsebszdmoldgépen a statisztikai aramkort elobb be kell kapesolni
(a Statistical Decisions = SD gombbal, a Statistical Mode beallitasaval stb.).
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18. Adjunk folyamatabrat, BASIC programot az atlag- és szorasszami-
tasra!

a) Ha az

o 2x; 2P n
X = , 8 =—
n n—1 n—1

f?,

képletekkel dolgozunk, akkor

- az x; értékeket egyetlen X tarba tehetjiik el (takarékossag a tarban);

— az x;és x7 értékek Ssszegezését egy ciklusban megszervezhetjiik (futasiidé
csOkkentése).

Torténjék az x; értékek Osszegezése az SU tarban, az x? értékek Osszegezése
az SN tarban. Az 6sszegezd tarakat elészor O-ra kell Allittatni. A ciklusban a
SU tar 0j tartalma Ggy keletkezik a régibdl, hogy ahhoz az 4j x; (réviden: X)
értéket hozzaadjuk:

SU<=SU+X,
ugyanigy
SN ‘-c= SN+ Xx2.
A ciklusban 3 Iépést kell i= 1-t0] n-ig megismételni:

x; (roviden: X) érték beolvasasa;
X hozzaadasa a SU tar tartalmahoz;
X2 hozzdadisa az SN tar tartalméhoz.

fgy alakult ki az eljarasnak a 12a abran lathato blokkdiagramja. A BASIC
program:

1616 INPUT "N="; N:SU=0: SN=¢: 1 =0

1926 1=1+1: INPUT "X ="; X: SU=SU + X: SN=SN+X12
193¢ IF I < N THEN 1628

1646 A=SU/N: S=SQR ((SN— N*A12)/(N—1))

1856 PRINT "ATLAG="; A; "SZORAS ="; S:END

b) Ha az

_f = &’ S*z = —Z(xl_x—)z
n n—1
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START

<
SuU=¢
SN0
=0
_SU
I“ nern "N
I=l+1 S=V(SN-N-A2)/(N-1)

igen

- L s
SN<=SN+x2

12a abra a)

képletekkel dolgozunk, akkor a korrigalt szérasnégyzet kiszamitasahoz

— az x; értékeket kiilon-kiilon tarolnunk kell (indexes X (1) valtozdval n db
tarat kell lefoglalni);

— elébb az % értéket kell kiszamittatni (nem futhat le egy ciklusban ¥ és s**
kiszamitasa).

A most kozlendd program hdtrdnya az elébbivel szemben, hogy

—~ nagyobb a tarigénye;

— hosszabb a futasi idé.

Elénye viszont: az x; értékek utdlagos ellendrzésre, javitasra, felhasznalasra
lehivhatok a tarbol (az el6bbinél ez lehetetlen).

Az x; értékek Osszegezését most egy FOR utasitasos ciklusban, egy Z valto-
zOban osszegezzik (a Z nullazasa utén a ciklusban Z = Z+ X(I) utasitassal).
Ha a Z tartalmara (Zx;-re) a késObbiek soran nem lesz sziikség, akkor egy
masodik FOR utasitasos ciklusban az (x;— x)* értékek Gsszegét szamittathat-
juk ki ugyanazon Z véltozéban.
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A folyamatabra a 12b abran lathatd. A program:

1865 REM ATLAG ES SZORAS

1816 INPUT "N="; N

1626 DIM X(N)

1936 Z=9

1646 FOR I=1TO N

1956 PRINT ”X(";I;*)=": INPUT X(I)
1968 Z=2Z+X(I)

1876 NEXT I

1986 XA=Z/N: Z=9

199¢ FOR I=1 TO N

1100 Z=2Z+ (X(1)— XA){2

1119 NEXT I

1126 SC=SQR (Z/(N—1))

1138 PRINT "ATLAG ="; XA

1148 PRINT "KORRIGALT SZORAS="; SC
115 END

Megjegyzés
A program elején az 192 DIM X(N) az X tomb (vektor) dimenziojat,
méretét hatarozza meg. Fzzel az utasitassal az adatoknak elére helyet fogla-
lunk a gép taraban. Csak akkor kdtelezd kitenni, ha a dimenzio: DIM > 10.
Példa. Az adatok: 1,2,2,3,3,3,3,4,4,5;itt n=10, x=3,5s*=1,095445 1.

A kovetkezékben killonbodzd adatrendezd, mintdt elemzd statisztikai progra-
mokat mutatunk be.

19. Adott n-elemii mintabol kerestessitk ki szamitégéppel a legnagyobbat
és a legkisebbet! Szamitassuk ki a terjedelmet!
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é ®
&,

z&<z¢(X(N-X)?

]
[xo [ < I
*&=\ZI(N-1
2<&Z+ X1 STEVZIN-Y

1

! [3s/ >
X<ZIN

;

z<¢

4

b)
12b abra

A beolvasott a,, ds, ..., a, clemek koziil elészor az elsé kettot hasonlitsuk
bssze! Ha a,=a,, akkor a, a legnagyobb, a; pedig a legkisebb (az eddig
vizsgaltak kozt). Tegyiik el a,-t a legnagyobbat 6rz6 LN tarba, a,-et pedig a
legkisebbet tarolo LK tdrba! — Ha a;=2a, nem teljesiil, akkor LN=A(1),
LK =A(2).

Ezekutan I=3-t6l N-ig vizsgaltassuk meg, hogy vajon

;<LK
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teljesiil-e! Ha igen, akkor ; a legkisebb az eddigiek kézil (LK =A(I)), és
ezutan folytassuk a ciklust tijabb elem bevonasaval! Ha nem, akkor nézzitk
meg, hogy

a;=2LN
fennall-e! Ha igen, akkor az eddigi elemek koziil 4; a legnagyobb (LN = A(Y)),
és folytassuk a ciklust. Ha nem, folytassuk a ciklust!
A ciklus teljes lefutasa utan az LK tar a legkisebb mintaelemet, LN a
legnagyobb mintaclemet tartaimazza. A terjedelem (range) R=LN-—LK,

A harom tar tartalmdnak kiiratasival a program lefutott.
A folyamatabra a 13. abran, a program a kévetkezékben lathato:

()

/]«
(D

fr ] <

igen @ nem

LN=A(2) LN=AQ1)
LK=A() LK =A(2)
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5 REM LEGNAGYOBB-LEGKISEBB KIVALASZTASA

16 INPUT "N="; N

12 DIM A(N)

15 FORI=1TON

26 PRINT ”A”; I: INPUT A(D)

25 NEXT I

36 IF A(2)> = A(1) THEN 56

46 LN=A(1): LK = A(2): GOTO 66

56 LN=A(2): LK=A(l)

66 FOR =3 TO N

76 IF A(I)<LK THEN 11¢

86 IF A(I)> =LN THEN 169

99 GOTO 126
186 LN = A(I): GOTO 129
116 LK = A(J)

126 NEXT I

139 ? "LEGKISEBB ELEM =”; LK

14¢ ? "LEGNAGYOBB ELEM=" LN
156 ? "TERJEDELEM=R="; LN~LK
168 END

Példa. N=6, A(I)=4,5,6,1, 2, 3.

LEGKISEBB ELEM =1,
LEGNAGYOBB ELEM =6,
TERJEDELEM=R=5.

20. Valasszuk ki » megadott szambol a killonbozéket, adjuk meg a gyakori-
sagukat!

Ez a program felhasznalhatd mas programokban, ahol sziikség van az
adatok gyakorisagara. ‘

a) Olvassuk be az adatokat: 5,4, 3, 5,3, 1, 5,1, 1.

b) Legyen I=1, a legelsd X(1) =75 elemet tegyiik el egy E(1) tarba! Vizsgal-
juk meg sorra, hogy az E(1) tdrban eltett ériék megegyezik-e az utdna kovetke-
26 X(2)-vel, X(3)-mal, ..., X(9)-cel! Ha nem, menjiink tovabb a megegyezés
vizsgalataval; ha igen, a gyakorisagat szamlalo D(1) szamlalo értékét ndveljiik
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meg 1-gyel és utana menjiink tovabb! fgy J = I+1 = 2-t61 N=9-ig azt vizs-
galva, hogy

E(K)=X(J)

fennall-e, a D(K), vagyis most a D(1) darabszamlalé 3-ra fog felfutni, hiszen
az E(1) =5 elsé elem D(1)= 3-szor fordul el6. Itt K jelenti a jelenleg megtalalt
kiilonb6z6 elemek sorszamat, E(K) a K-adik kiilonbozé elemet, D(K) pedig
a K-adik kiilonb6z$ elem darabszamat (gyakorisagat). Az elsd elem tobbivel
valo Osszehasonlitasakor K=1.

¢) 1 nem érte még el az N-et. Noveljik I ertékét 1-gyel (I = [+ 1) Az
X(2)=4 clemet hasonlitsuk dssze az elézdvel, tehat vizsgiljuk meg, hogy X(I)
(azaz most X(2)) megegyezik-e E(J)-vel (azaz X(1)-gyel)! A vizsgalatot nyilvan
ciklusszervezéssel, J=1-t6] K-ig (azaz most-1-ig) hajtjuk végre. X(I)=E(J),
azaz X(2)=X(1) most nem teljesiil. Jelezze ezt az, hogy ilyenkor eqy V segéd-
vdltozé # értéket vesz fel. Ez esetben folytassuk a programot wgy, hogy a
kiilénbozo elemek sorszamdt valtoztassuk kettére K = K+ 1 utasitassal, hiszen
megtalaltuk a masodik kiilonb$zé elemet, E(K) = E(2) = X(I) = X(2) = 4-
et! Egyuttal a D(2)=D(K) darabszamlal6 értékét 1-re kell allitanunk.

Az elézbleg a b) pontban adott vizsgalatot, azaz X(2) dsszehasonlitdsdt az
utdna kovetkezd X(3), X(4), ..., X(9) tagokkal végezziik el ismét! Pontosabban
J=1-t61 N-ig szervezett ciklusban vizsgaljuk meg, teljesiil-e, hogy E(K)= X(J)!
Nem fog teljesiilni, tehat a ciklus végén

EQ2)=4, DQ2)=1
lesz.

Mivel I még mindig nem érte el az N-et, I-t 1-gyel ndveljiik, vizsgaljuk meg,
hogy X(3) egyenld-e az elétte levokkel, X(1)-gyel és X(2)-vel. Ez a ¢) pontban
adott vizsgalat, J=1-t8l K-ig vizsgaljuk, hogy X(I)=E(J) teljesiil-e! Nem,
tehat a V segédvaltozé ismét @ marad, K-t 1-gyel novelve, el0bb a b) alatti
1épéssorozatot végezziik el (eredmény: a K=3. kiilénbdzd elem E(3)=3,
D(3)=2), utana a c) alatti lépéssorozatot. Itt azt talaljuk, hogy X(4)=5 mar
eléfordult, X(I)=E(J) teljestl. Ezt a V segédvditozd 1-re vald dllitdsdval rogzit-
Jiik. Most a kiilénbdzok szamdt, K-t nem kell névelni, hanem az I értékét 1-gyel
novelve, az X(5)=3-rdl vizsgaljuk, 0j elem-e vagy mar el6fordult (c¢) alatti
lépéssorozat).

d) gy megy a b) és ¢) lépések valtogatasa addig, mig I=N nem lett. Az
X(9) elézbekkel valé dsszehasonlitasa utan egy ciklusban J = 1-t61 K-ig kiira:-
Jjuk a kiilonbozd elemeket és gyakorisdgukat, vagyis az E(J) & D(J) valtozokat.
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A futtatas eredménye nyilvan:

E(1)=5, D(1)=3,
E(2)=4, D(2)=1,
E(3)=3, D(3)=2,
E@)=1, D(4)=3.

Akinek ez nehéz és hosszi volt, annak szamara még egyszer dsszefoglaljuk,
hogy milyen lépéssorozatot végziink egy-egy ciklusban.

a) X(I) értékek beolvasdsa I=1-t61 N-ig. Legyen I a megvizsgalandd tag
indexe, K a kiilonbozok szama az eddig megvizsgiltak kozott, E(K) a K-adik
kiilonbozd elem, D(K) ennek az elemnek a darabszama (gyakorisaga). Allit-
suk I-t, K-t 1-re!

bj X(I) értéket tegyiik az E(K) tarba, D(K) legyen 1! Hasonlitsuk éssze
X(1I)-t az utana levékkel! Egy J = I+ 1-t0] N-ig terjedd ciklusban megvizsgal-
juk, hogy E(K)=X(J) teljesiil-e. Ha igen, D(K)-t 1-gyel noveljiik, ha nem
teljesiil, akkor nem ndveljiik. Folytatjuk a ciklust N-ig.

¢) Megnézziik, hogy I elérte-e N-et. Ha még nem, I-t 1-gyel noveljiik.
Megvizsgaljuk, hogy az 4j X(1) egyezik-e az el6zd, kiilonbozének talélt elemek-
kel, X(I)=E(J) fennall-e. Ha nem, akkor V=0 jelz, hogy X(I) 0j elem, vagyis
a kilonbozok szamat 1-gyel novelve (K = K +1), a b) alatti 1&péssorozatot
ismételjiik meg! Ha igen, akkor V=1 jelzi, hogy K-t nem kell névelniink (nincs
1j kiilonbozo tag), helyette a ¢) alatti eljardst kell megismételniink.

d) Ha I mar elérte N-et, akkor kifratjuk a kiilénbézének taldlt elemeket és
gvakorisagukat.

Lassuk ezek utdn a 14. abran talalhaté blokkdiagramot és a programot:
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706 REM ADATOK GYAKORISAGA

716 INPUT "ADATOK SZAMA”; N: DIM X(N), E(N), D(N)
726 FOR I=1 TO N: INPUT X(I): NEXT I
730 1=1: K=1

748 E(K)=X(1): DK)=1

756 FOR J=1+1TO N

766 IF E(K)=X(J) THEN D(K)=D(K)+1
776 NEXT J

786 IF 1=N THEN GOTO 850

796 I1=1+1: V=9

806 FOR J=1 TO K

816 IF X(I)=E(J) THEN V=1

826 NEXT J

83¢ IF V=1 THEN GOTO 788

849 K=K+ 1: GOTO 748

850 FOR J=1TO K

860 ? "E(",J;")="; E(J); "D(”;1;”)="; D)
870 NEXT J: END

Megjegyzés
Ha a folyamatabran V=1 nem teljesiil, a program az 1-gyel jel8lt ponton

folytatodik tovabb (visszakanyarodik az elejére).

21. Az x,, x,, X3, ..., X, mintaclemeket rendeztessiik novekvd sorrendbe
tigy, hogy mindig a legkisebbet rendezziik elSre! frassuk ki a kapott x¥ <x¥ <

<x}<...<x¥rendezett mintat! ( Novekvd sorrendbe rendezés a legkisebb kivd-
lasztasaval. )
A gépnek két lépéssorozatot kell elvégeznie:

a) az i-edik legkisebbet megkeresnie;
b) amegtalalt legkisebbet két valtozo értékének a felcserélésével a megfeleld
helyre hoznia.
A kovetkezd egyszer példa mutatja, mit csindlunk.
Legyen a rendezetien adatsor:
Xi X X3 X4 X5 '
S4324°

a) Az I=1-nek megfeleld ciklusban vizsgaljuk az elsé elemet, x,-et. Nyilvin
az eddig vizsgaltak ko6ziil ez a legkisebb, indexét jegyeztessiik meg egy IN
tarban (IN =1, most IN=1).
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Hasonlitsuk 6ssze az eddigi legkisebb elemet a kévetkezdkkel, x,, x3, ..., X,-
nel, azaz J = I+ 1-t6l N-ig vizsgaljuk, hogy

X(T) < X(IN)

fennail-e! Ha nem 4ll fenn, az 6sszehasonlito ciklust tovabb kell folytatni. Ha
fennall, akkor az X(J} elem indexe lesz az eddig legkisebb elem indexe,

IN=],

és csak ezutan folytatodik az dsszehasonlito ciklus, most mar az Gj IN index{i
taggal.

Példankban el6szor x,-t talalja a gép kisebbnek (IN=2), aztin x, és x;
Osszehasonlitdsaval x;-at (IN =3), x; és x, Osszehasonlitasaval x,-et (IN=4),
x4=2 és x5=4 kozill azonban x, a kisebb (IN marad 4).

A] = I+ 1-t8] N-ig mozgo ciklusban megtaldaltuk az elsé ( I-edik) legkiseb-
bet, index IN=4.

b) Ezekutan x,-et és x -et (azaz X(I)-t és X(IN) tdrak tartalmat) fel kell

cserélni. Az elemcsere gy tOrténhet, amint ahogy egy A és B horddban levd
bor tartalmat felcseréljiik egy § ,,segédhordd” segitségével:

S-be attoltjiik A tartalmat;
A-ba attoltjuk B tartalmat;
B-be attoltjiikk S tartalmat.

Legyen a tarban a ,segédhordd” Y, az elObbi lépéseknek a gépben a
kovetkezd lépések felelnek meg:

Y = X(IN),
X(IN) = X(I),
X(H =Y.

Ezzel a cserével az elsd legkisebb elem az elsé helyre keriilt. Az elemek most:

X1 X3 X3 X4 X5
24354

a) Ezekutan az 1=2-nek megfeleld lépéssorozatban a legkisebb indexet

eloszor 2-re allitva (IN=1), x,-t Osszehasonlitjuk x,, x,, xs-tel, vagyis J =

= [+ 1-t6] N-ig megnézzik, fenndall-e

X(Ty<X(IN).
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Ha valamelyik J-re fennall, akkor az az X(J) elem lesz az eddig vizsgaltak
kdziil a masodik legkisebb, a tovabbi dsszehasonlitast ezzel az elemmel kell
végezni. Ha nem all fenn, tovabb folytatjuk a J-s ciklust (az dsszehasonlitast).
Példankban x,=3 lesz a mdsodik legkisebb.

b) Az igy megtalalt masodik legkisebb cseréljen helyet x,-vel, azaz X(IN)
cseréljen helyet X{1I)-vel. Ez a mar felirt

Y = X(AN),
X(IN) = X(I),
X0 =Y

lépések végrehajtasaval tdrténik.
A mintaelemek sorrendje az [=2-hoz tartozé 1épések utan:

23454

It egyesével ndvelve, az a)-b) eljarast ismételgetve 1 = N—1 = 4 utan
kialakul a rendezett minta. (Az 1 ciklus tehat csak N — 1-ig megy!)

Meég egyszer sszefoglalva az egészet:

Ciklusvaltozo Xy X2 X3 X4 X5
5 4 3 2 4

I=1 2 4 3 5 4
I=2 2 3 4 5 4
I=3 2 3 4 3 4
I=4 2 3 4. 4 5
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iN=1I

iNzJ

r-—<

Y= X{IN)
X(IN)= X (1)
X(D=y

15. abra
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A folyamatot a 15. abra rogziti. A program:

5 REM RENDEZES LEGKISEBB KIVALASZTASAVAL
18 INPUT "N="; N
260 FORI=1TON
39 INPUT X7 ="; X(I)
49 NEXT I
56 FORI=1TO N-1
68 IN=I
76 FOR J=I+1TON
84 IF X(J) < X(IN) THEN 109
99 GOTO 119
190 IN=7
118 NEXT J
128 Y =X(IN): X(IN)=X(1): X()=Y
139 NEXT I
14¢ FORI=1TO N
158 PRINT X(I);”,”;
168 NEXT I
178 END

Megjegyzés

a) Az I=2-nek megfelels sorrend utin x; =4 &s x, =35, valamint x, =4 és
x5 =4 Osszehasonlitdsival azt talalja a gép, hogy x; a legkisebb (IN=3), ezt
kell felcserélni x;-mal (I=3). A csere tehat formalis, de nem hibds.

b) A rendezett minta elkészitésére mas eljarasok is vannak (pl. egymas
melletti elemek cseréjével, ha az elsbnek vizsgdlt elem nagyobb az utana
kovetkezonél stb.).

¢) Ha a sorbarendezési program utdn a stiriiségfiiggvényt, eloszldsfiiggvényt
is meg akarjuk dllapittami (1. a kdvetkez6 feladatot), akkor a sorbarendezési
programot hagyjuk a gépbe betdlive, az utasitasok sorszamai a két feladatban
Ossze vannak fésiilve.

Ez esetben megadhatjuk a sorbarendezé programot szubrutinként is, de
akkor célszerii a sorbarendezésnél az utasitasok sorszamait pl. 500-zal novelni.
(Az 5-161 40-es utasitasig nincs szitkség az x; értékek beolvasasara, az az ottani
programban is szerepel.)

22. A gépbe beolvasott n-elemii rendezetlen minta segitségével hatdrozzuk
meg a tapasztalati slirliség- és eloszlasfiiggvényt!
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" I. megoldds

Ennél a megoldasnal az eloszlasfiiggvény az eredeti adatok segitségével van
megadva. A mintaelemek nagysig szerinti sorrendbe torténd rendezése utan
(1. az el6z0 feladatot) a legnagyobb és legkisebb elemet kiiratva, megadjuk az
A, B intervallumot, amelyen kivill a slirGségfiiggvény @, egyuttal kézoljitk az
osztalyok szamat is (0-t). fgy a gép a

_B-A

H=—2-=
@

terjedelmll osztalyokba sorolva a siiriiségfiiggvényt a J-edik intervallumon a
szokdsos

az intervallumra esd adatok szima ~ D(J)

Jx) =

- (Gsszes adat szama) (intervallum hossza) NH

o

képlettel szamolja. El6z6leg persze mindegyik gyakorisagszamlalot @-ra allit-
juk (D=0 J=1-t8l O-ig).

Az egyes intervallumokra es6 adatok szaméanak (vagyis a D(J) értékeknek
a megallapitasahoz) [ = 1-t6] N-ig azt kell vizsgdlni, hogy az elem az interval-
lumra esik-e, pontosabban:

A+(—-DH £ X() < A+JH

fennall-e (/=1-t6l ¢-ig). Ha nem esik az adott intervallumra, az azt jelenti,
hogy ugyanaz az X(I) varhatéan a kdvetkezd intervallumba esik (J-t kell 1-gyel
novelni és vizsgalni az el6z06 egyenldtienségek teljestilését). Ha viszont az adott
intervallumra esik, akkor viszont D(J)-t kell 1-gyel ndvelni, és I-hez is 1-et
hozzaadva, az 4j X(I)-nek az intervallumra esését vizsgalni.

Az T valtozoju kiilsé ciklus lezajlasa (I=1-t6l N-ig), a J valtozdjlt belsod
ciklus végrehajtasa (J = 1-t6l ¢0-ig) utan a stiriiségfliggveny értékeit kiirathatjuk
az adott O darab részintervallumban.

Az eloszlasfiiggvény:

FAx)=0, ha x=Zx,,
Fx)=1, ha x>x,.

Ezutin ciklusszervezéssel (i= 1-t6l n-ig) megallapitjuk F(x,) értékét. Ha

Xi# Xit 1,
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akkor

Fxiy) = i

n

1

(hiszen minden egyes felvett értéknél F(x) —-et ugrik). Ezt az F(x;) értéket ki
n

is iratjuk, és ezutan folytatjuk a ciklust. Ha

Xi=Xi+1,
akkor is ugrik x;-nél az eloszlasfiiggvény — -et, de F(x,)-t nem kell kiiratni, mert
n

X;+1-nél minimum — -et ugrik az eloszlasfiiggvény.
n

A ciklust i=1-tdl n-ig folytatva az eloszlasfiiggvény ertékeit a felvett x;
értékeknél kiiratjuk. Mivel az eloszlasfiggvény balrdl folytonos, az el6z6
értékek alapjan mar megszerkeszthetd a gorbéje.

Megjegyzés

a) Pontosabb lett volna, ha f,(x)-et és F,(x)-et irunk (még pontosabb, ha
feltiintetjitk, hogy mindkét fiiggvény értékei véletlen valtozok), de agy:nbetiiz-
ni a beirast nem érdemes. A programba 1gyis csak latin nagybetiiket irhatunk.

b) Az

A+(J-DH £ X(I) < A+JH
egyenlotlenségek a programban az
A+J-1DH £ X({I) AND X(I) < A+JH

relacié teljesiilésének a vizsgalatat jelenti (1. a 260. utasitast).

c¢) Ennek a feladatnak a lefutdsdhoz az el6z8 sorbarendezd program is sziiksé-
ges. Ha a sorbarendezd programot szabalyos szubrutinként adjuk meg, akkor
a program

45 GOSUB 550
576 RETURN

utasitasokkal boviil.

A folyamatdabrdt 1. a 16a ibran.
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F(X)=@, HA X&X(1)/ =>

F{X(1+2)) =

£
N

F(X)l, HA X > X(N)

" DY)
SURFV= ——~
HN

j*
a)

16a abra
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A program:

5 REM SURUSEG- ES ELOSZLASFUGGVENY
16 INPUT "ADATOK SZAMA="; N

15 DIM X(N), D(N)
26 FOR1=1TO N

36 77X I =" INPUT X(I)
46 NEXT I

56-160 1. el6z6 feladatot
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18¢ PRINT "LEGKISEBB="; X(I); "LEGNAGYOBB="; X(N)
19¢ INPUT ”A”; A: INPUT "B="; B: INPUT »0”; ¢

266 H=(B—A)/0

216 FOR J=1TO ¢

226 D(J)=0

236 NEXTJ

246 1=1

256 FOR J=1TO @

266 IF A+(J— 1)*H < =X(I) AND X(I)<A + J*H THEN 28
276 GOTO 3065

286 D(J)=D{J)+1

296 IF I=N GOTO 305

366 1=I+1: GOTO 26

365 NEXT J

316 FORJ=1TO ¢

326 SURFV =D(J)/(H*N)

336 7 A+(J— 1)*H; "< =X <”; A+J+H; "SURFV="; SURFV
349 NEXTJ

356 ? "ELOFV =0, HA X< ="; X(1)

376 I=1

386 IF X(I)=X(I+1) THEN 460

396 PRINT "FC'X(I+ 1)")=": /N

406 IT=1+1

416 IF I=N THEN 43¢

426 GOTO 380

43¢ ? ”’ELOFV =1, HA X>"; X(N)

444 END
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Egyszerii, kiprobdlo példdk:

a) N=5,X():2,4,49,3, 1,
A=1,B=5, 0=4,

eredmény:

1,2, 3, 4,49, LEGKISEBB=1, LEGNAGYOBB=4.9
1=X<2 SURFV=
2=X<3 SURFV =
35X <4 SURFV=
4=<X<5 SURFV =
ELOFV=¢, HA X<1

PN N

F(2)= 2
F(3)= 4
F(d)= 6
F(4.9)= .8

ELOFV=1, HA X>49
b) N=5, X(I): 45,2, 1, 3, 2,
A=1,B=5,0=4

Az eredmény hasonld az el6z6hdz. Ezzel az adatsorral azt teszteltiik, hogy
hogyan mikodik az eloszlasfliggvényt szamitd program, ha egyenld elemek is
vannak:

F(2)= 2
2

F(3)= 6  (tehat = = 0,4-del ugrik)
n

F(4.5= .8

11. megoldds

Ennél a megoldasnal minden adatot az intervallum kezdépontjanak absz-
cisszajaval helyettesitiink. Ezaltal

— nincs szitkség az adatok sorbarendezésére;
- a stirliségfiiggvény valtozatlan;
— az eloszldsfiiggvény dttekinthetobb, mint az elébb.

(Ez kildndsen nagytomegu adat esetén eldnyos.)
Az algoritmus azonos az el6zdvel, az eloszlasfiggvény értékeinek a kiszami-
tasat kivéve. Az eloszlasfiiggvény:
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— ugrasai nem a mintaelemeknél, hanem az osztalyok végpontjaban van-

nak;

1 2 D
— az ugrasok nagysaga nem — vagy — stb., hanem %{)v (D) a J-edik
n n

intervallumra esé adatok szama);

— egyszerliség kedvéért a siriliség- és eloszlasfliiggvényt azonosan, egy-egy
intervallumra iratjuk ki, nem térédve, hogy melyik, hogyan folytonos.

Az algoritmust régzitettiik a 166 folyamatdbrdn. A hozzavald program:

5 REM SURFV-ELOFV
19 INPUT A, B, N, ¢

20 H=(B—A)/0

25 DIM X(N), D(¢)

39 FOR1=1TO N

49 2 ”X"I” =" INPUT X(I)
58 NEXT I

69 FORJ=1TO @

76 D(J)=6

84 NEXT J

99 FORJ=1TO @

196 FORI=1TO N

118 IF A+(J— 1)*H< =X(I) AND X(I)<A+J*H THEN D(J)=D{)+1

129 NEXT I

139 NEXT }

149 S=6

154 FOR J=1TO &

169 SURFV =D(J)/(H*N): =S+ D():ELOFV=§/N

178 ? A+(J— D*H; <X <”; A+J*H
184 ? "SURFV ="; SURFV

199 ? "ELOFV="; ELOFV

195 7

208 NEXT J

218 END

Példa. N=10, X()=-1,2

D()=1
208 —0,7, =06, —03 00,5 0,7, 0,9

D) =4 D3)=4
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o 1,8 .
D(4)=1

D=9

D{3)=D)#+1

16b abra

b)

:

J=1,0

STOP

!

" D{J)
SURFV= N

S
ELOFV = N
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A= —2¢és B=+2 kozott O=4 osztaly, eredmény:

—-2<X< -1
SURFV=0.1
ELOFV=0.1

—-1<X<0
SURFV=0.4
ELOFV=(.5

0<X<l1
SURFV=0.4
ELOFV=0.9

1<X<2
SURFV=0.1
ELOFV=10

23. Szamitsuk ki az n-elem{i minta korrigalatlan szorasnégyzetének, S2-nek
a varhato értékét! Legyen a véletlen valtozd varhato értéke M(X)=m. Termé-
szetesen M(X,)=m is fenndll (i = 1,2, ..., n).

Alakitsuk 4t SZ-et ugy, hogy az X, —m értékek négyzete szerepeljen benne
(X;— X)? helyett; elébbinek ugyanis tudjuk a virhato értékét:

M[(X;—m)*] = D*(X,) = D*(X) = o?,
az (X;— X)? értékek varhat6 értékét viszont kdzvetleniil nem ismerjik.

A cél elérésére alakitsuk at S2-et:
PR R oz | o 2
SE= Y B = (- m)— (R m)f? =
i=t
1 , 2 1
=-XX;—m)*——-(X-my 2 X,—m)+ - n(X—m)* =
n n n
1 — _ _
=-2(X;-m?-2X-—-m) (X—m)+(X—-m)’ =
n
1 —
= 25 (X,—m)?— (F—m).
n
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Vegyiik a varhato értékét:

M(S?)

> 5 MI(X,~m))— MI(R~m)) =~ na®~ DX(D) =
n n

g - Sy Y R
S?Z varhato értéke tehat kisebb a sokasag szorasnégyzeténél <1
n

Ha tehat sokszor vesziink #-elemii mintat, az S2 értékek atlagai nem o2 koriil
ingadoznak.

Tekintsiik a korrigalt szérasnégyzetet:
U s
‘S;l = Z (XI_X) s
n—1 i=1

aminek varhaté értéke mar o? lesz:

2 -1
M(S,) = —— M(S3) = =" "% = o,
n-1 n—1 n

A, Statisztikai becslések” c. fejezetben ezt igy fejezziik ki roviden: a korri-
gadlt szérdsnégyzet torzitatlan becslés az egész sokasdg szérdsnégyzetére (a
korrigalt szorasnégyzet pedig torzitott becslés).

Megjegyezzilk még, hogy ha a mintaelemek szima elég nagy, akkor S2 is
elég jo becslés o2-re. Ugyanis, ha n — oo,

lim M(S?) = lim ——¢? = lim (1— —) o? = g2
= n—wo B n—o n
Az ilyen tulajdonsagu becslést aszimptotikusan torzitatlannak nevezziik (l.
késébb).

24. Az F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvény az X, X,, ..., X,, mintaeclemek
(véletlen valtozok) fliggvénye, tehat maga is valdsziniiségi valtozd. Szamitsuk
ki varhat6 értékét, szorasat, a Csebisev-egyenlotlenség segitségével adjunk
becslést arra, hogy rogzitett n esetén F,(x) és F(x) (vagyis a tapasztalati és
elméleti eloszlasfiiggvény) mennyire térhet el egymastol!

125



Adott x helyen F,(x) annak a valoszinlisége, hogy a mintdban a valtozo6 x
hatar ala essék, vagyis: F,{(x) az X < x esemény relativ gvakorisdga. Ugyanezen
esemény elméleti valdsziniisége F(x).

Az X < x esemény gyakorisdga:

k = nF(x).

Egy esemény gyakorisaga binomialis eloszlasi. fgy a binomialis eloszlasnal
tanultakat alkalmazva:

n

o) P(F,,(x) - ’;‘) = P(nF,(x) = k) = ( k) Pl=-pt =

= h Fi kl F n—k
= {7 ) e 11— Roor,

b) M(nF,x)) = np,
nM(F,(x)} = nF(x),
M(F,(x)) = F(x)

(a tapasztalati eloszldsfiiggvény vdrhato ériéke az elméleti eloszldsfiiggvény ).

¢) D(nF(x)) = |np(1—p),
nD(F,(x)) = {nF(x) (1— Fx)),

DE() = |/M

Ezzel megkaptuk F,(x) szdrdsdt is.
d) A Csebisev-egyenldtlenség M(Z) varhato értékkel, D(Z) szorassal ren-
delkezd Z véletlen valtozora kimondja, hogy

P(1Z—-M(2)| < kD(Z)) > | - ;:7

Alkalmazzuk ezt a Z = F,(x) véletlen valtozora!

P(iF,,(x)-—F(x)| <k l/w) >1- iz
n k

Ha & nagy, akkor ez a valdsziniség nagy. F(x) (1 — F(x)) értékét felilrol
kellene becsiilniink. A

1—0) =t—+¢
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parabolanak maximuma van ott, aho!l a derivaltja:

1-2¢ =0,

. 1 , . -
vagyis t = 5 esetén. A maximum értéke:

, 1
, dgy:  {F(x)—Fx)] -= nagysigrendd

n

eltérés tetszoleges x-re. Ebbél az is kévetkezik, hogy n novekedésével r nagy-

n
sdgrendben a tapasztalati és elméleti eloszldsfiigguény eltérése abszolit értékben
zérushoz konvergdl. (Amikor n — oo, egyrészt F,(x) ugrdsai kisebbek, masrészt
F(x) alig tér el F(x)-t6l.)

Ezért F(x)(1—F(x)) <

SN

Megjegyzések

1. A d) pontban mondottak szépen illusztraljak Glivenko, Kolmogorov,
Szmirnov tételeit.

2. D(F,(x)) maximumat igy is kihozhatjuk. Ennek a szérasnak szélsGértéke
ott lehet, ahol

Hx) (1-F(x))

maximalis. A mértani k&zép nem lehet nagyobb, mint a szimtani kozép:

JFe) (= Fop < AT

a maximalis értéket (a szamtani kdzepet) akkor éri el a mértani kozép, ha a
két mennyiség egyenld:
F(x) = 1-F(x),

F(x)=%.

Ekkor F(x) (1 — F(x)) < i (mint el3bb).
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|
Az F(x) = 5 egyenlet megoldasa x-re (ha létezik) a median. A medidnndl

lehet F,(x) szordsa a legnagyobb.
Erdekes, hogy ez utobbi eredményt az F(x) (1 — F(x)) fuggvény derivalasa-
val is megkapjuk. Maximum esetén a derivalt 0:

J&) A=F(x)— F(x)f(x) = 0,
Jx) =2 )F(x), [f(0)#0

";- = F(x).

3. Ha a Csebisev-egyenlStlenség

DX2)

P(Z-M2D)| 2z a) £ =
a

alakjat hasznaljuk fel, akkor a kovetkez6t kapjuk:

F) (1-F()

P(F(x)~Fx)| 2 @) < -
an

0,

han — oo. Ez pedig azt jelenti, hogy F,(x) sztochasztikusan konvergdl F{x)-hez
minden x-re, tehat egyenletesen gyenge a konvergencia.

25. Igazoljuk a ,,nagysigra nézve k-adik” mintaelem, Xy eloszlasfiiggvényé-
re, F, (x)-re a fejezet elméleti tudnivaldinak 7. pontjaban megadott képlete-
ket.

a) Vizsgljuk eldszor a legnagyobb mintaclem eloszlasfiiggvényét, a
PXF<x) = F, 4x)
fliggvényt.
Ha az X* legnagyobb mintaelem kisebb, mint x, akkor mindegyik megfigye-
1ési érték kisebb x-nél. Igy
Py <x) = P(X;<x, X;<x, ..., X,<x) =
= P(X, <x)P(X,< x)...P(X,<x) = [F(x)]"
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Felhasznaltuk, hogy az X; mintaelemek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak.

Vizsgaljuk masodszor az XY legkisebb mintaelem eloszlasfliggvényét,
F, 1(x)-et! X1 <x esemény ellentettie XT=x. Ennek a valoszinlisége a minta-
elemek fiiggetlensége és azonos eloszlasa alapjan:

P(XT ;x) = P(Xlgxa X2§x, bRl Xng-x) =
= P(X, 2x)P(X;2x)...P(X,2%) = [1 - F(x)}".

-

Igy
F,1(x) = P(XT<x) = I =P(Xfzx) = | =[1 - F(0)]"

Vizsgaljuk harmadszor az X7 rendezett mintaelem F, {x) eloszlasfiiggvé-
nyét!

Az X} < xesemény akkor kovetkezik be, ha legalabb k& db megfigyelési érték
kisebb, mint x, vagyis X} <x, ha

vagy k darab megfigyelési érték <x, tébbi (n—k) darab = x,
vagy k+ 1 darab megfigyelési érték <x, tobbi (n—k— 1) darab = x,

~ vagy n darab megfigyelési érték <x,

Ezek egymast kizard események, igy ezek valoszintiségeinek Osszege adja
meg az X} <x esemény valdsziniiségét.

Annak a valdszinilisége, hogy n darab fliggetlen megfigyelés koziil pontosan
i szam0 megfigyelt érték kisebb x-nél, a t6bbi n—i szamu megfigyelt érték
pedig nagyobb, mint x, a binomialis eloszlassal adhatd meg:

(’:)F(x)"[l —FOOP

Ezaltal

n

PUE<x) = Fu() = ¥, (?)F(x)"u — F)P .

i=k

b) Osszuk fel a (— 0, x) intervallumot egymashoz csatlakozoé kis 4¢ hosszu-
sagn intervallumokra (17. abra)! Tudjuk a At értekét olyan kicsire valasztani,

hogy:
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k-1 db ide

Y

n-k db ide
17. abra

1. X} egy (r— 4, 1) intervallumba essék;
II. k—1 darab megfigyelési érték <t a tobbi n— k megfigyelt értek =1.

Annak a valoszinlisége, hogy X, X, ..., X, kozil egy kiszemelt esik a
(t— 4t, 1) intervallumra, kdzelitéleg f(£)A¢. Annak a valoszinlisége, hogy az n
érték valamelyike (vagy az elsé vagy a masodik ... vagy az n-edik) esik ide,

nf (At

(1. alatti esemény valdszinlisége).
A I1. alatti esemény valdsziniisége a binomialis eloszlas figyelembevételével

n—1 k-1 n—k
(k— 1) [FOIF 1-FOI"

A fiiggetlen események egyiittes bekovetkezésének a valosziniisége a valo-
sziniiségek szorzata. Ezért az L. és I1. alatti események egyiittes bekovetkezésé-
nek a valdszinlsége j6 kdzelitésben:

”(Z: i) [FOF 1= FOI /()4

Ez most annak a kdzelité valoszinlisége, hogy X} egy bizonyos (1— A4t 1)
intervallumra essék. Annak a valdszinlisége, hogy valamelyik intervallumba
essék, az egymast kizard, fenti jellegli valoszinliségek Osszege:

=-o

Fu~ X n(Z: i) [FOI~ {1~ F@I (4.
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A kozelités annal pontosabb, minél kisebb Ar. Pontos értéket akkor ka-
punk, ha a jobb oldalon allo kifejezés hatarértékeét vesszitk, midén 4t — 0 (ez
pedig egy hatarozott integral lesz):

Eo) = lim Y n(ﬁi})[F(t)]“fl—F(z)l"—"f(t)m,

Vi=-w

F,{x) = H(Z::) J‘[F(t)]"“l[l—F(t)]""ff(t) dr.

A c¢)-ben adott képleteket az elméleti tudnivalok kozott igazoltuk.

26. Legyen X egyenletes eloszlasu a (0;1) intervallumon. Adjuk meg
X¥, X* X} rendezett mintaelemek eloszlasfiiggvényét.

Egyenletes eloszlas esetén X eloszlasfliggvénye:

0, ha x=0,
F(x) =< x, ha 0<xZl,
I, ha I<ux

A ¢)-ben kapott képletekkel szamolva:

POXE<x) = Fyy(x) = n ] (1=f" ' = 1= (1= Y,

x

P(X}<x)=F, (x) = n{u" 1du = x",
0

P(Xp<x) = F,x) = n(,';:}) fu"-l(l —u)*"*du.
0

Ez azt mutatja, hogy X} un. bétacloszlasu, k és n—k+1 paraméterrel.

Ennek segitségével bizonyithatd, hogy a k-adik rendezett mintaelem varhato
értéke €s szorasnégyzete:

k
M(Xy) = 1 k=12,..,n),
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k(n—k+1)

2 =
b (n+1DP@+2)

Megjegyzés

Az X val6szinlségi valtozot (p, q) paraméterli, béraeloszidsunak nevezziik,
ha stirliségfilggvénye (p>0, g>0 esetén):

r'(pr(q)
0 kiilénben.

1) ={L(‘pj-i)xp_1(l—x)‘1_1, ha 0<x<l1,

Viarhato értéke és szdrasa:

P
M(X) = )
rtq
1
by = —|/[—2—.
prqlf ptg+l

Az eloszlds hasznalatat tablazatok konnyitik meg.

27. Igazoljuk, hogy a mintaatlag sztochasztikusan konvergi! a varhatd
értékhez!

Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlétlenséget

_ X, tX+. 4+, - —~
p=r " MD)=m D’(X)=l%

n n
P (
0.2
Ha n — o, akkor —— — 0, ennélfogva
&n

([ -nlz ) o

esetén:

in
— —m
n
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Ez épp az igazolandé sztochasztikus konvergenciat bizonyitja. (Ebbol ko-
vetkezik, hogy egy esemény relativ gyakorisaga is sztochasztikusan konvergal
az esemény valosziniiségéhez.)

2. STATISZTIKAI BECSLESEK

2.1. Problémafelvetés

Gyakori, hogy egy X valoszinlségi valtozorol elméleti meggondola-
sok vagy mérések alapjan tudjuk, hogy normal eloszlasu, vagy elosz-
lasa jol kozelitheté normal eloszlassal, vagyis striliségfiiggvénye:

_ x-m)?

f(x) = L, v

fan o

azonban m és o olyan ismeretlen paraméterek, amelyeket statisztikai
mintabdl kell becsiilniink. Ezért m és ¢ is véletlen valtozo, igy tiintetik
fel, hogy f(x) téliik is fiigg:

Sx) = f(x; m, o).

Altalanositva: a statisztikai gyakorlatban sokszor eléfordul, hogy
a vizsgalt X véletlen valtozo eloszldsa ismert (ismerjiik az F(x) eloszlas-
fiiggvényt vagy az f(x) striiségfliggvényt), azonban a stiriiségfiiggvény
vagy az eloszlasfiiggvény olyan ismeretlen, Ty, T, ..., T, paramétertil
fiigg, amelyeket a statisztikai mintdbdl kell becsiilniink, tehat

f(x) =f(x; Tla T29 cery Tm)’
F'(X) = F(xa Tls T2’ ev Tm.)

A T, paraméter becslését igy jeloljiik: T; (i=1,2,...,m), T; a
mintaelemek fliggvénye (véletlen valtozo).
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Az eloszlas egyik ismeretlen a paraméterét becstilhetjiik:

— egyetlen szamértékkel, mint azt az elébb jeloltiik (ez Un. d pont-
becslés), az a pontbecslése a mintaelemek valamely a(Xy, X5, ..., X})
fiiggvénye (maga is valdszinliségi valtozd),

— egy (ay, o;) intervallummal, amely nagy valdszintiséggel tartal-
mazza a-t (intervallumbecsiés). Ilyenkor tehat

PlaySa<ay) = 1—g,

ahol ¢ a 0-hoz kozelesd, kis valosziniség. 1 —¢ a fenti («,, ;) megbiz-
hatosdgi (konfidencia-) intervallumhoz tartozd valdszinlség; 9,-ban
kifejezett értéke: 100(1 —&)%, a biztonsdgi szint.

Megjegyezziik, hogy «, is, «, is a mintaelemek fliggvénye.

A kovetkezokben az ilyen pontbecsiések modszereirdl és tulajdon-
sagairdl fogunk beszélni.

2.2. A pontbecslés médszerei

Tobb olyan modszer létezik, amellyel az ismeretlen 7; = T{(X,, X5, ...
..., X,») paraméter ,,jol” becsiilheto.

a) A momentumok modszere. Az elméleti momentumokat a kérdé-
ses paraméterek figgvényeként Kifejezve, a megfelelé empirikus mo-
mentumokkal tesszlik egyenlove. fgy az ismeretlen paraméterekre sok
esetben konnyen megoldhaté egyenletrendszert nyeriink.

R. A. Fisher kimutatta, hogy a momentumokkal valé paraméter-
becslés erdsen aszimmetrikus eloszlasok esetén kevésbé hatékony.

Normal eloszlasnil a momentummodszer egyenértékli a most ko-
vetkezé maximum-likelihood eljarassal.

b) A maximum-likelihood médszer. A konnyebb megértés kedvéért
példaval kezdjiik. Egy textilgyarban a fonalak szakadasa egymastol
fuggetlen, kimutathat6, hogy ilyenkor egy adott idStartam alatti
fonalszakadasok szama, X jo kozelitésben Poisson-eloszlast.

I. Milyen becslést adhatunk az ismeretlen A paraméterre, ha a fent
jelzett idGtartamban a fonalszakadasok szama X=+k volt?
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Célszerii A-nak olyan értéket adni, amely esetén a fenti esemény
(X'=k) valdsziniisége maximalis.

A maximdlis valdsziniség angolul: maximum-iikelihood. Az
L = L(k; ) likelihood-fiiggvény maximumat keressiik:

e™?

Lk; A) = P(X=k) =

b

k!

dL 1 etk k
= k—1 —,{_Lk - = -—1)=L{--1]=0,
s rEE e e =Ty (/1 ) (,1 )

Mee=4

mivel L = > (), ezért

Minthogy A=k esetén a masodik derivalt negativ, ezért biztosan
maximalis a minta valésziniisége, ha A=k. Valoban:

L =L k 1)+L k <0
di? A A2 '
Megmutatjuk, hogy még konnyebb a maximum-likelihood fiiggvény

logaritmusdnak, In L-nek a maximumat megkapni:

InL=klnA—A—Ink!,

dlnL_hk { =0
a7
A=k,

dzlnL_ k<0
7C e
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Természetesen L-nek és logaritmusanak ugyanazon helyen van

ugyanolyan jellegii széls6értéke, hiszen a logaritmusfiiggvény szigori-
an monoton ndvekedd fiiggvény. Mivel L> 0, ¢zért In L mindig értel-
mezve van.

— A probléma a valésagban nem egyetlen idGtartam alatti vizsga-
latként meril fel. Inkabb ugy, hogy #» mérési intervallumban a fonal-
szakadasok szama:

X1=k1, X2=k2, .uny Xn= k",

milyen A paraméterérték esetén maximdlis a fent kapott mintdnak a
valdszintisége? A fonalszakadasok fiiggetlen volta miatt:

L= L(kls kls ey km j') = P(X1=k1, X2= st ey an kn) =

n ik.-e~}.
= P(X,=ky) KX;=k)) ... KX,=k,) = H ol =
i=1 i
n k,‘
=e é—
i=1 kl1

Itt is egyszeriibb, ha L helyett In L maximumat szamoljuk:

InL = —ni+ ) (k;InA—Inky),

i=1

A 4 paraméter maximum-likelihood becslése tehat a mintaatlag. Ez
azt jelenti, hogy A= X esetén maximdlis annak a valo"szim’isége, hogy az
X, =k, X,=ky, .., X,=k, mintdt kapjuk, célszeri tehdt A-t X-gal
becsiilni.
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Megjegyzés

A masodik derivalt negativ voltanak igazolasa hozzatartozik a
maximum létezésének igazolasahoz. Mégis, a gyakorlatban ezt néha
az Olvasdra bizzak. Ha nem igazoljuk, akkor csak annyit mondha-
tunk: a szoban forgé helyen lehet a valdszinliség maximuma (nem
biztos, hogy van).

— Altalanositva a fenticket, a maximum-likelihood médszer a kévet-
kezo.

Ismerjiik a sokasdg eloszldsdt, de nem ismerjiik az eloszldst jellemzo
paramétert (vagy paramétereket). A paraméter( ek ) értékét olyan érié-
k(ek)kel becsiiljiik, amely(ek) esetén az adott minta bekdévetkezése
volna a legnagyobb valdszintiségii. A maximalis valésziniiséget az adott
minta valésziniiségét megado likelihood-fiiggvény maximumdval vagy
a logaritmusdanak a maximumaval keressiik meg.

Egy T paraméter esetén a likelihood-fiiggvény a kovetkezo.

1. Diszkrét esetben:

L(Xla X21 ey Xm T) = P(Xlle, X2= X2 eee Xn= xn) =
= P(X1=x1) P(X2=x2) .o .P(Xn= x,).

Szorzat helyett kdnnyebb Gsszeget kezelni, tehat gyakran az

InL = Z In P(X;=x)
i=1

fiiggvényt tekintik likelihood-fiiggvénynek.

II. Folytonos esetben egy pont felvételének valdszinlsége az n-di-
menzids térben 0. Itt annak a valdsziniiségét kell maximalissa tenni,
hogy a pont az (x,, x,, ..., x,) pont kdzvetlen kdrnyezetébe, ponto-
sabban az

X1 g Xl é xl+Ax15 cem Xy é Xn _.S_- xn+ Axn
n-dimenzids téglatestbe essék. Ennek valoszintisége:

fx, DY f(x, T) oo f(x,, T) dxy Ax; ... dx,.
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Ez ott maximalis, ahol az

L(xi, X35 ooty X T) = flx, T) f(x, T) .. f(x,, T)

fiiggvény maximalis. Ezt vagy ennek logaritmusat: az
InL =) Inf(x, T)
i=1

fiiggvényt tekintik likelihood-fiiggvénynek, ennek megfeleléen a

dL 0 dln L
- = v =
AT wa T

egyenlet a likelihood-egyenlet.

— Tobb T; paraméter esetében ugyanigy definialhato a likelihood-
fiiggvény. Ilyenkor a parcidlis derivaltak zérushelyeit keressiik (ahol
lehet a maximum). Hogy biztosan maximum van-e, azt a Hesse-deter-
minadns vagy egyéb vizsgalat donti el, amit néha az Olvasédra bizunk.

A legnagyobb valdszinlség elve elég kdnnyen teljesiilo feltételek
mellett aszimptotikusan konzisztens becsléshez vezet, amely elég nagy
n-re kozelitéleg normal eloszlasa (1. késébb).

c) Fontos becslési modszer a legkisebb négyzetek elve (1. a ,,Korre-
lacio- €s regresszioelemzes™ c. fejezetben).

2.3. A pontbecslés tulajdonsagai

a) AT=T 1 Xy, ..., X)) statisztika forzitatlan becslése a T para-
@éternek, ha a T értékek atlaga T koriil ingadozik, pontosabban, ha
T varhato értéke maga a becsiilt paraméter értéke:

M(T)=T.

Aszimptotikusan torzitatlan a becslés, ha a fenti egyenlet csak hatar-
értékben (nagy n-re kozelitleg) all fenn:

lim M(T) = T.

n— w
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b) Esszer(i kivanalom, hogy T ingadozasai ne legyenek thisdgosan
nagyok, és T szorasa kicsi legyen. Két becsld statisztikai fliggvény
koziil hatdsosabb (efficiensebb) becslés az, amelynek szérasa (T min-
den lehetséges értéke mellett) kisebb a masikéndl. Vagyis, ha

DY(T,) < DHT>)

minden 7-re. Ekkor 7T, a hatasosabb becslés.

Ha T torzitatlan becslései kozott létezik egy legkisebb szorasnégy-
zetl T, becslés, akkor ez a leghatékonyabb vagy réviden: hatdsos
torzitatlan becslés (minden lehetséges T esetén). Kimutathatd, hogy
ha van ilyen, akkor csak ez az egy ilyen becslés létezik. Ehhez viszo-
nyitva adjuk meg egy tetszoleges T, becslés hatékonysagindexét:

inf DA(T)
<o oy <1
D3(Ty)

A becslés hatasfokat nem mindig vonatkoztatjuk az dsszes 1étezd
torzitatlan becslésre, hanem csak a becslések egy olyan sziikebb oszta-
lydra, amelyen belill rendszerint megtalalhat6 a leghatasosabb becs-
1és. Ilyenkor a szoban forgo osztdlyra vonatkoztatott hatdsfokrdl be-
széliink.

¢) Harmadik elvaras, hogy novelve a mintaelemek szamat, a becs-
lés az el6z8 szempontokbdl javuljon. Konzisztens a T becslés, ha
n — o0 esetén T sztochasztikusan T-hez konvergal:

lim P(T—T1 > ¢ =0

n-—= oo

minden g-ra. A konzisztens becslés nem feltétlen torzitatlan, de mindig
aszimptotikusan torzitatian.

A gyenge és er@s konvergencia mintajara itt is beszéliink a konzisz-
tens becslésen kiviil erésen konzisztens becslésrél. A T paraméter
torzitatlan becslései koziil erdsen konzisztens az a T becslés, amelynek
szOrasnégyzete zérushoz tart, ha n — co, azaz

DT = M[(T-T)] -0, ha n- co.

139



Az erds konzisztenciabol kovetkezik a konzisztencia (de forditva
nem feltétleniil). Ugyanis a Csebisev-egyenlétlenség alapjan:
D¥(T)

3
82

P(T-T|>¢g <

ha n minden hataron til valé novelésével D*(T) — 0, akkor
P(T—T| > ¢g) -0,

ami azt jelenti, hogy erdsen konzisztens becslés egyuttal konzisz-
tens is.

d) Er6sen konzisztens becslés szérasnégyzete zérushoz tart, ha
n — o00. Vajon régzitett n esetén van-e olyan becslés, amelynek tetszo-
leges kicsi a szOrasnégyzete, vagy van egy olyan also korlat, amelynél
a szOrasnégyzet nem lehet kisebb? A Cramer—Rao-egyenlitlenség sze-
rint van ilyen alsdé korlat. Ha a T = T(X 1 X3, -ovy X,) statisztika
torzitatlan becslés (T helyett mindjart altalanosabban) a g(r) figg-
vényre, akkor

’ 2
D(T) > lg (It)] ,

ahol 7 a Fisher-féle informaciomennyiség:

-6

Itt f a mintaelemek egyiittes stiriségfiiggvénye:

f= f(xb X25 vevy Xy t) = Hf(xi; t).
i=1

A varhaté értéknél x,, x,, ..., x, konkrét értékek helyett az X,
X,, ..., X, véletlen valtozékat kell venni. A

iGN
1

140

mennyiség az informacios hatar. Van, amikor ezt elérhetjiik (legjobb,
torzitatlan becslés), van, amikor nem. Ha 7 maganak T-nek a torzi-

tatlan becslése, g(¢) = ¢, akkor ¢'(tr) = 1, az informacios hatar 7

Megmutathatd, hogy azok a suriségfiiggvenyek, amelyek esetén a
minimdlis szérasnégyzet eléri az informacios hatart, a kovetkezd
alakuak:

f(xl, x25 b xn; t) = fl(xl’ x25 ] x’l)eA(XI. xz, o xn)Al(l)+A2(t)

(Tehat f, és A csak a valtozOk, 4, és A, csak a ¢ paramétertdl
fiiggenek.) Ez a feltétel sziikséges, de nem elégséges. Mindenesetre
ebbdl varhato, hogy a normalis, exponencialis, Poisson-eloszlasok
esetén esetleg a legjobb, torzitatlan becslést kapjuk.

e) Az elégséges becslés fogalmat célszerd példaval kezdeni.

Legyen X N(m, o)-eloszlasu valtozo, a fiiggetlen Xy, X, ..., X,
mintaelemekbdl szamitott X becslés az ismeretlen m varhato értékre.
Kérdés, hogy minden informaciot tartalmaz-e, vagyis az egyes minta-
elemek nem adnak-e tobb informaciot, mintha csak X-gal becsiiljiik
m-et.

A normal eloszlasa X valtozé X dtlaga N(m, a/ﬁ)-eloszlésﬁ, X
stiriiségfiiggvénye:

1 'ni-mz

= — 252
f1(%) [/2_na /V; e

Ez X eloszlasat meghatarozza.
Az X, X, ..., X, fliggetlen, N(m, o)-eloszlasu mintaelemek egytit-
tes surlségfiiggvénye azok egyiittes eloszlasat hatarozza meg:

n
f(xls xZ, vy xn; m, 0') = Hf(xu m, J) =
i=1

1
L b
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Konnyen belathato, hogy
Z (x,—m)? = Z (xe— %)+ n(%—m)>,
k=1 k=1

fgy az egyiittes eloszlast meghatarozd, egyiittes siiriségfiiggvény a
kovetkezOképpen irhato:

f(xla X2y eeey Xy M, G) =

n(E—m)? 1 _E(xk_f)z
202 202

1 —
I R

Ha az X= % mintabeli érték, akkor az X, X, ..., X, egyiittes felté-
teles siirtiségfliggvény hatdrozza meg a mintaelemek eloszlasat; ez az
el6zo két fiiggvény hanyadosa:

I %)?
242

flxy, x X, 0/X=1X%) :
s 3 veey Ay = == —__.¢
1 2 V;‘( Vz;o' n—1

Nem véletlentil hagytuk ki az argumentumokbdl m-et: a mintaele-~
mek egyiittes, feltételes siiriiséqfiiggvénye, vagyis a mintaelemek elosz-
lasa az m paramétertdl fiiggetlen. Az m-re nem kapunk tobb informa-
ciét a mintaelemekbdl, mint amit az x becslésbdl kaptunk. Az %
mintakdzép tehat elégséges becslés az m varhato értékre (normal elosz-
las esetén).

A feladatot altalanositjuk. Ha a mintaelemekbdl olyan, a T para-
métert becsld T statisztikai fiiggvényt képeztiink, amely a becsiilt
paraméterre minden informaciot tartalmaz, akkor azt elégséges becs-
lésnek nevezziik. Ilyenkor a mintaelemek egyuttes siiriiségfliggvénye
felbonthatd egy Tt és T-t tartalmazo g(T, T) figgvény és egy T-t0]
fliggetlen fliggvény szorzatava:

Tiss Xas oes Xy T) = fys Xy - % T= D2 T),

igy a feltételes, egyiittes stirliségfiiggvény

f(xls x2’ [RKT xn; T)
g(T, T)

J(X1, X0, e, X/ T=0) =
mér nem fiigg 7-t6] (nem tartalmaz tobb informaciot T-re).
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Bizonyithatd, hogy ha T a g(T) torzitatlan becslése és D*(T) =
= g'*(0)/I, akkor f(x,, X3, ..., x,; T) a fenti szorzat alakra hozhaté és
igy T elégséges statisztika.

2.4. Intervallumbecslések

Az eddigiek soran egy eloszlas egy ismeretlen T paraméterét egyetlen
T szamadattal becsiiltiik. Az igy kapott pontbecsiés helyett a most
targyalando intervallumbecslést tobbnek, alaposabb informaciénak
érezziik: a pontbecslés egyetlen értéket ad, és' nem tudhato, hogy ez
hany szazalék valdszinliséggel (biztonsaggal) fog bekdvetkezni (egy
véletlen valtozé egyetlen értéket 0% valoszintliséggel vesz fel folytonos
esetben). Az intervallumbecslésnél viszont

— figyelembe vessziik, hogy T' = T(Xy, X3, ..., X,) maga is véletlen
valtozo, amelynek értékei szérdédnak a T paraméter valodi értéke
koriil; ;

— ha ismerjiikk 7 eloszlasfiiggvényét, azt is meg tudjuk mondani,
hany szdzalék valdsziniiséggel (biztonsdgi szinten) tartalmazza az
(0tq, 02) intervallum T valodi értékét.

Az eldre megadott (lehetbleg kicsiny) e-hoz tartozd, («y, ®;), 1 —&-
szintii konfidencia- (megbizhatdsdgi) intervallumot tehat az alabbi
egyenlet definialja:

P, £Tga,) =16

Az 1 —¢ az Un. valdsziniiségi szint, %-ban kifejezett értéke a bizton-
sdgi szint. Persze, o, s «, is véletlen valtozék (a mintaelemek fiiggve-
nyei):

oy = cxl(‘Xl’ XZ’ LR Xn)9 *y = Cx2(A/17 XZ, LR Xn)~

a) Megbizhatésagi intervallum a normal eloszldas m vdrhaté értékére,
ha ismert az elméleti o szérds. Az m varhato értéket az X mintakozép-

— r r ’ O-
pel becsiilve, X ugyancsak normaél eloszlasi, m varhato értékkel €s V:
n
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szorassal. Az

X—m
0/1/;

valtozd mdar y tengelyre szimmetrikus, standard normal eloszlasu.
A szimmetria miatt célszerli a konfidencia-intervallumot a 0-ra szim-
metrikusan, —u, és +u, hatarokkal keresni ugy, hogy

Pl-u <™ =2-Ou)-1=1-¢
( a/lf )

legyen (¢ eldre adott, kis valdsziniiség). Az egyenlotlenség-rendszert
rendezve:

Az igy kapott X-ra szimmetrikus

ag g
(i—u&.ﬁ; )E+ueﬁ)

megbizhatosagi intervallum az eseteknek atlagosan (1 —¢) - 100%;-aban
tartalmazza az ismeretlen m varhato értéket, ha az intervallumbecslést
elég sokszor elvégezziik. Ha = 0,05, akkor atlagosan & - 1009, = 5%-
ban tévediink, mikor az el6bbi konfidencia-intervallumon keressiik
m-et. Ez Gn. 1 —¢-szintli konfidencia-intervallum m-re.

Megjegyzés
Szokasos (és jogos) kérdések az elobbick elhangzasakor:

— honnan ismerjik o-t,
— hogyan szamoljuk ki u,-t?

Az elméleti szérast vagy eldzetes, nagyon sok mérés alapjan tételez-
ziik fel, vagy szabvanykovetelményként irjuk elo.
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Az u, meghatarozasa a

P(—ue <= g ) = O)~O(~u) =
[

oflin

=2-Ou)—1=1—¢

egyenlet , végérol”, a & fliggvény tablazatabol visszakereséssel torté-
nik. Pl. 1—¢ = 0,95 esetén:

2-O(u)—1 = 0,95,
O(u) = 0,975,
u, = 1,96

&

(1. az 5. tablazatot):

x p(x) A(x)

1,96 0,9750

Mivel azonban a Student-eloszlas ,,hatarhelyzete” a normal elosz-
las, ha rn - o0, ezért u, a 8. tablazatbdl is kereshetd, az n — oo sorbol:

Statisztikai biztonsag

90, | 959 | 987,

o0 1,960

b) Megbizhatésagi intervallum a normdl eloszlds ismeretlen m vér-
haté értékére, ha csak a mintabeli s* szérds ismeretes. Kimutathato,
hogy '

X-m

s*/[/;
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Student-eloszlas®, n— 1 szabadsagfokkal. Ezért most a

X—m
Pl —1, = §18>= 1—e¢
( s*/|/n

egyenlet m-re az

s* 5*
(s-tips ere)

megbizhatdsagi intervallumot adja, amely szintén x-ra szimmetrikus.
Példaul n=30, 95% biztonsagi szint esetén a 8. tablazatbol:

Statisztikai biztonsag

= frl
n=f %07, 959 982,

30 1699 | 2,045 | 2,462

t,= 2,045, ennek alapjan a 957 szintil konfidencia-intervallum m-re:

5* s*
(i—2,045'—' x+2,045- —|.

Megjegyzés

1. Ha a biztonsagi szintet alacsonyabbra vessziik, a konfidencia-
intervallum keskenyedik, ha magasabbra vesszik, az intervallum
szélesedik (1. az eldbbi tablazatban a kiillonbozd ¢ értékeket). Ez
érthetd, mert ha pl. az esetek nagyobb %/-aban tartalmazoé intervallu-
mot akarunk kapni, az nyilvan szélesebb intervallum lesz (a véltozo
nagyobb intervallumba nagyobb valdszinliséggel esik).

2. Eszrevehetd, hogy ugyanazon biztonsagi szinthez, ugyanazon
s* = g szorashoz, azonos n-hez tartozé (—u,; u,) konfidencia-interval-
lum keskenyebb, mint a (—¢,; t,) intervallum (u,=1,96 < £,=2,045).
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Ez is érthetd, hiszen a o szoras ismerete tobb informaciét jelent, mint
5*-€ (mint ha elézetesen lett volna ,,végtelen” sok mérésiink, amelybd!
o-t ismerjiik).

3. Ha m-r6]l semmit nem tudunk, célszerii mindkét esetben x-ra
szimmetrikus intervallumot keresni. A statisztika konyvek azonban
nagyon gyakran megfeledkeznek arrol, hogy néha a gyakorlatban
tudjuk: nagy valdszindségii, hogy

m>x.

Ilyenkor célszeriibb u, > u,-nal %-ra nem szimmetrikus

¥ s*
(i—ulﬁ; i+u2ﬁ)

megbizhatdsagi intervallumot keresni.

Nem kitelezd tehdt, hogy X-ra szimmetrikus megbizhatésdgi inter-
vallumot keresstink (még szimmetrikus eloszlas esetén sem). A megbiz-
hatosdgi intervallum megadisa nem egyértelmii (azonos n, szoras,
megbizhatosagi szint esetén sem).

Erre az észrevételre a matematikai statisztikai probaknal még visz-
szatériink.

¢) Konfidencia-intervallum N(m; o)-eloszlds ismeretlen szordsnégy-
2

zetére. A szoban forgo eloszlis esetén —; véletlen valtozé y>-eloszla-
g

su, (n— 1) paraméterrel. Ha a 7. tablazatbol agy hatarozzuk meg a ¢,

& &

¢s ¢, értékeket, hogy (adott ¢ esetén) ¢, ala a valtozé 2 ¢y fole 1— =

valoszintiséggel essék, akkor nyilvan ¢, és ¢, kozé 1 — g valoszintiség-
gel esik a valtozo:

S2
P(cl =< n—; < cz) =1—e
o
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Ebbdl pedig kiszamithatd o-ra az 1 — e-szintii konfidencia-interval-
lum:

Sy Sy
fn =<0 s |n.

e feu
d) Megbizhatésigi intervallum az exponencidlis eloszlds A paraméte-

rére. Az F(x) = 1—e™* eloszlasfiiggvény esetében a 4 paraméter
maximum-likelihood (pont)becslése:

"X,
Ziox
n

A=Y

i=1

A mintaelemek fiiggetlen, exponencialis eloszlasa valtozok, szintén
/ paraméterrel, tehat

X
PAX,<x) = F(X,<I) =1-e%

AX; stiriségfuggvénye:
f(x)=e™*, (=12,...,n),

ez exponencialis eloszlast jelent A =1 paraméterrel.

A gammaeloszlas bevezetésekor emlitettitk, hogy fiiggetlen, expo-
nencialis eloszlasti, azonos a paraméterii, p darab véletlen valtozo
dszege gammaeloszlash (a, p) paraméterekkel. Ezért az

nllX- = Z AX,
i=1
véletlen valtozdé gammaeloszlasu,

90 = s
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stirtiségfiiggvénnyel,
-

(n—

: 1
P("MLY<X) = G(_x) = f l)! e—x dx
0

eloszlasfiiggvennyel. Ennek segitségével kiszimithatd olyan ¢, hatar,
£ £
amely ala 3 valoszinlséggel, olyan c, hatar, amely f61é 1 — — valoszi-

niiséggel esik az nAX valtozd. Ebbél a A szamara a

—2c; SAS —(3¢
nX 1T E
megbizhatésagi intervallum adodik (1—eé) - 100%, biztonsagi szinten.
Ha nem rendelkeziink gammaeloszlas-tablazattal, akkor a kdvetke-
z6 két modszert tudjuk ajanlani.
Mivel 2ni X valtozo siirliségfiiggvénye

1 X — l n—1_-x
29\2) " rrn™ ¢

ezért 2niX valtoz6 2n paraméterrel y*-eloszlasii. Az el3bbi pontban
vazoltak szerint meghatarozhatjuk ra a megbizhat6sagi intervallu-
mot.

Ha viszont n elég nagy, akkor a centralis hatareloszlas-tétel alapjan
X kozelitdleg normal eloszlasi, amelynek varhaté értéke és szordsa:

D(X) 1
T
fgy elég nagy n-re a standard normal eloszlas tablazata segitségével
adhatunk 1 szimara nagy valoszinlséggel tartalmazo intervallumot.
e) Konfidencia-intervallum a binomidlis eloszlds ismeretlen p para-

méterére. n fliggetlen kisérletet végezve, a vizsgalt 4 esemény ismeret-
len p valbsziniiségére pontbecslés a

. | .
M(X) = M(X) = Ik D(X) =

= |

ﬁ:
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relativ gyakorisag. A k= np valosziniiségi valtozé binomialis eloszla-
sq,
M(np) = np, D*np) = np(1-p)

varhato értékkel, ill. szorasnégyzettel. A centralis hatareloszlas-tétel
szerint elég nagy n esetén a

np—np
Jnp(1-p)
standardizalt véletlen valtozo jo koézelitésben N(0, 1)-elosziésﬁ, vagy-

is:

~ O (x)—(—x)=2-d(x)— 1.

(—x<l/_m <+x)

A zardjelben levo esemény rendezés utan a

g 2PeT )
P-p)=x —

egyenlGtlenségre vezet.
A masodfoku egyenldtlenség megoldasa p-re olyan p, és j, konfi-
dencia-intervallum hatarokat ad meg, amelyekre:
PP Spspr) =2 -9(x)— L.

Itt 2- @(x)—1 a biztonsagi szint,

p)+ —

Ezzel tulajdonképpen egy 4 esemény p valdszinliségére adhatunk
intervallumbecslést. A feladat fontossagara vald tekintettei egy rno-
mogramot is adunk a gyors becsléshez.
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N 1-£=0,90 ///%
08 ’/j/zjéi//% y A
ERPeY
AT
WVl /A,
o | ////A// D L
o b ’/;/Zf/ 754
N7 ¢ AV

fo W 228
N/~ e

p megbizhatosdgi hatarai

18a abra a)

A kisérletet n-szer fiiggetlenill megismételve, p-re pontbecslés a —
n

I4 - I4 ’ r ’ k
relativ gyakorisag. Az adott s értékhez és kiilonbozd — értékekhez az
n

elobb vazolt modszerrel kiszamithatd also, ill. felsd intervallumhata-
rokat egy-egy gorbével osszekototték. [gy kaptdk a 184 4bran lathat6
nomogramot. A megbizhatosagi szint 90%,.

k
Ha pl. n=100, k=20, ; = (,20, az abran az n= 100-nak megfeleld

két gorbe 0,20 abszcisszajanal levé pontjanak ordinatai: 0,14 és 0,28.

151



Tehat 909, valdsziniiséggel allithatjuk, hogy az ismeretlen p valoszi-
niséget a (0,14; 0,28) intervallum lefedi (vagyis tartalmazza).

Megjegyzés
k
A kapott masodfoku egyenlet gydkei p = — -re szimmetrikusak, ha
n

n elég nagy. A normal eloszlas azonban csak jé kozelités. Az abra
megszerkesztésénél nem végeztek kozelitést. Ezek miatt a (0,14; 0,28)

. . .k
intervallum nem szimmetrikus — = 0,20-ra.
4]
Kis és nagy n-ckre egyarant hasznilhaté intervallumbecslést p-re
igy is szerkeszthetiink.
A k gyakorisag binomialis eloszlasu. Olyan c,-et és c,-t kell keres-

niink, amelyre

PleisksSc) = Y, (’;)p‘(l—p)"‘f =i-¢

j6 kozelitésben teljesiil. Ez a feltétel teljesiil, ha az

Plkse) = Y, (’;)pf(l~p)"—" -3

i=0

Plk<cy) = Z (?)pi(l —pyi= 11— ¢

i=0

[\]

egyenletek teljesiilnek. Mivel p ismeretlen, p kiilénboz6, a (0; 1) inter-
vallumon slirilin valasztott értékeire kiszamitjuk a hozzajuk tartozé c,
és c, hatarokat (18 abra; n= 50 esetben, 1 —¢ = 0,99 megbizhatdsagi
szinten).

Ha most a kész abrat forditva hasznaljuk, akkor k=30 gyakorisag

k30
(—- = o = 0,60 relativ gyakoriség) esetén p-re jO kozelitésben
n
0,40<p=<0,78

a megbizhatosagi intervallum (1. az abrat).
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b)

186 abra

Igy késziilt a 184 4bra is, csak tdbb n-re, 90%, biztonsagi szinten.

) Konfidencia-intervallum két normdl eloszldsi sokasdg vdrhaté
értékeinek eltérésére, ha az ismeretlen szords a két sokasdgban egyenlo.

Az N(m,, o)-eloszlasi sokasagbdl vett n;-elemil minta atlaga x,,
korrigalt szérasa s¥, a masik, N(m,, o)-eloszlasu sokasagbol vett
n,-elemtl minta atlaga X,, korrigalt szorasa s¥. Igazolhato, hogy a
kévetkezo statisztika,

Xy~ Xp—(my—my)

l/(ni— 152 + (n, — 1)s%2 l/1 L]

nl + nz - 2 n1 nz
Student:closzlésﬁ valOszintségi valtozd, f = n +n,—2 szabadsig-
fokkal. Igy a 8. tablazatbol meghatarozhatok olyan (— ¢, ¢,) hatérok,
amelyek kozé ¢ nagy, 1—¢ valdsziniiséggel esik. Ebbdl kiszamithato

(my; —m,)-re az ugyancsak 1—e-szintll konfidencia-intervalium.
g) Konfidenciasav az ismeretlen F(x)-eloszldsfiiggvényre.

t:
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Az { X< x} esemény relativ gyakorisiga az F,(x) empirikus eloszlas-
fiiggvény, valdsziniisége az F(x) elméleti eloszlasfliggvény.

A binomialis eloszlas p paraméterének intervallumbecslésénél mon-
dottak adott x-nél F(x)-re konfidencia-intervallumot adnak.

F(x)-re az F,(x) koriil az alabbi konfidenciasav adhaté meg:

1
F(x)— = V» = Ax) = F(x)+ =.

I

A 11. gyakorlo feladatban fogjuk igazolni, hogy ez F,(x)-re szim-
metrikus, legalabb 75% biztonsagi szintl sav.

h) Ha a normal eloszlas varhaté értékére adott megbizhatosagi
intervallum fél szélességét elére megszabjuk (pl. szabvanyban), akkor
megadhatjuk, hogy adott biztonsdgi szint esetén a kivetelmény betar-
tdsdhoz hany mérést kell végezniink.

— Ha pl. a fél intervallumhossz legfeljebb g, a szoras g, akkor 959
biztonsagi szint esetén

o)

‘]—>_—u9s“l/;,

2
o

nz (1,96 —) .
q

— Ha csak a minta szérasa ismert, akkor a hasonléan kaphato

(v

q t
2
képletbdl megallapithatd (adott biztonsagi szint esetén) a sziikséges
minimalis #. Ezeket az értékeket a 10. tablazat tartalmazza. Pl.

t
g=0,50, s*=2, 95% biztonsigi szintnél - = (—) = 0,25, a 10.
S

n

tablazatbol f = n—1 = 69, nx70.
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_ 95%

f =n—1 t/l/;
60 0,238
70 0,259

Gyakorlo feladatok

1. a) A momentumok modszerével, b) a maximum-likelihood modszerrel
adjunk becslést az exponencialis eloszlas 1 paraméterére!

a) Ismerjiik tehat az eloszlasfiggvényt és stiriiségfiiggvényt:
Fx)=1—e % fe)=2"

Becsilljik az ismeretlen paramétert Ggy, hogy az elsé, elméleti momentumot
a mintabeli x, x3, ..., x, értékekbol kiszamithato elsd, tapasztalati momen-
tummal becsiiljiik:

o]

L= w0 = fxf(x)dxz T xt=
A _ n

i=1

2x;
n

=x—’
0

tehat

2oy
I
=

b} Exponencialis eloszlas esetén:

o i) = A=

igy az L(x1, X3, ..., X5 4) = [] fx;; 2) likelihood-fiiggvény:

i=1

L(Xy, X2y ens Xy A) = H Je= % = )n H e~

fe= ]
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Szorzatfiiggvény helyett egyszeribb &sszegfiiggvenyt derivalni, keressiik 1 B % Z x;—m

tehat a fenti figgvény logaritmusinak a maximumat: L(xy, X3, -.., Xpp 1, G) = —e "t ¢
n 0'"(271‘)5
InL=nlni-7i} x,
i=1 legyen ennek logaritmusa az / likelihood-fiiggvény:
dinL n
=7 - Fx, = 1
di i 2x =0, I=InL=~>In2n-nlo- — Z(x;—m)?,
2 207
- n 1
A=—== 6/ olnlL 1
Xx; X — = = — —(=2)2(x;—m) = 0,
P om om 202 (=2 )
dz InL ~ 1 2x.— = 0,
2= = — 2 <0, tehat 1 = —a ,legjobb valésziniiséget ado™ becslés. T nm
di? A2 % = 2N
A két modszer ugyanarra az eredményre vezetett. n ’
2. A momentumok, ill. a maximalis valdszinliség mddszerével becsiiljiik al = dlnL . _n + i S(x— %) = 0,
meg a normal eloszlasd valtozd m varhatd értékét és o szorasat az n-elemi, oo do c o
fiiggetlen minta alapjan. Z(x;— %)* = no?,
_(x=m) ~ (x'—j)z
| P 62 = X =5
a) fo)y=——-e ¥, n
2ng
w0 A likelihood-fiiggvény kétvaltozos. A Hesse-determindnshoz sziikséges ma-

m= M(x) = f xf(x) dx =~ i Xi _ £ tehat M=% sodrendt parcialis derivaltak (az m=x és o =s, helyen):
- 1 - ~ = Ay )
=1 N

= I’ 1 n 14 = n
@ lmm=_2‘(_n)= R lmm(xysn)z R
n x; g ag m
m*+g% = M,(x) = szf(x)dxz y =, 5 2
. i=1 1 l;';a = l;m = - ":;E(xi_m), l:;w(x’ sn) =~ —SE(X,-"')E) =0
és bbbl ¢ Sn
- 1 _ 1 _ _ 1 _ _ 3 3 Z(x;,—%)*
2 == 252 =~ 2 2 2y = — 2 .+ 2y = ”—i_..__ —_ 2 " (¥ .:i — ! =
o . Zxi—Xx " (Zxi —2nx*+nx*) , (Zxf—2x2x;+ 2%°) o= gl Z(x;—m)?, I (%, 5,) i n -
I L) _n
n SZ S4 n S2 14
n n n
n 0 2
A H = Sz 2n = ZL > 0’
I. megoldds 0 " ) st

b) A maximum-likelihood moddszernél tulajdonképpen a mintaelemek
egyiittes stiriiségfiiggvényebdl indulunk ki, amely a fiiggetlenség miatt az egyes
siriségfiiggvények szorzata. A strliségfiiggvények szorzasakor az e kitevdi mivel — & < 0. foy biztosan maximum van
dszeadddnak, igy: 52 e
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II. megoldads

Elemi uton is megmutatjuk, hogy az m=x, 0=y, helyen az eredeti L fiigg-
vénynek (és akkor vele egyitt | = In L-nek) abszolit maximuma van.
Az L értéke az m=x, o=s, helyen:
1 =2
- —-nZ{;—X)n 1 _
e 20 = w €

$i2n) #(0m)?

L Sl=

L(x, s,) =

a) El6szor azt igazoljuk, hogy ez nem kisebb, mint

1 -2
l - 2£(xi_x)
e .

a"(2m)?
Ehhez meg kell mutatnunk, hogy

1 2
- ns,
2 n
e 20 ,

[\

1
e “=—
o’

;;;Jl,_,

a
nln—
s"l

v
|
DS
AN
N
Q |
—
[ ¥]
|
—
SN

a . wip
azaz — = z jeloléssel (z>0):

1{1
Inzz ——{—-1).
2(22 )

Ez azonban igaz, mert

1/1
—azlnzés — 2\ = —1 ) figgvénynek z=1-nél kozos pontja és kozds
z

érintdje van (a figgvényérték 0, a derivilt értéke 1);
— mindkettd alulrél konkav fiiggvény.

1/{1
Ezért In z az (1; 0) kdz6s pont kivételével a — 5(—2 - l) fuggvény alatt
z
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19. abra

helyezkedik el (19. abra). Mivel a lépések visszafelé megfordithatéak, ezzel
valoban igazoltuk, hogy

1 -
e

s:',(21t)% 0‘"(271’)%

1, .
1 - =5 2(x,— %)
e 20

vl
v

b) Mésodszor igazoljuk, hogy a most bizonyitott egyenl6tlenség jobb olda-
lan 4ll6 kifejezés nem kisebb az L fuggvény tetszéleges (m, o) helyen felvett
értékénél! Ehhez azt kell megmutatni, hogy

) = 1 2
Tt gt

€ € )

1l

—Z(x— %P 2 — 2(x;—m)?,
Ex}=2%Zx+nx? < Zxt—2mIx;+nm?,

—2%ni+nx’ £ —2mnx+nm?,
0 < n(x—m)>.

Ez utobbi a valtozék minden értékére teljesiildé egyenldtlenség, a Iépések
megfordithatdsaga miatt a b) pont elején felirt egyenlOtlenség is helyes.
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Akkor pedig az a) és b) eredményekbdl kivetkezik, hogy az L fiiggvény
értéke az (%, s,) pontban nem kisebb, mint tetszdleges (m, ¢) pontban. Az
(%, s,) pontban az L fiiggvénynek valéban abszohit maximuma van.

3. Egy szallitmanybdl N-szer vesziink n-elemil visszatevéses mintat, a selej-
tesek aranya az N darab mintdban rendre:

k k k,
Xlz';l,Xzz_l, s = .

Adjuk meg a p selejtvalosziniiség maximume-likelihood becslését!

Annak a valosziniisége, hogy az i-edik mintaban a selejtszam — lesz,
n

(Zi)pk.'(l __p)n - 'Ci‘

Ennek alapjan a likelihood-fiiggvény:
ARy
L= H (k )p‘k‘(l _p)n—k.-’
i=1 i

N
InL=7Y% (ln(n)+kilnp+(n—~k,-)ln(l —p)).
i=1

k

A likelihood-egyenlet:

N — I —
dinL _ Z(E_n k,)zzk, w_ g
i=1

ép p 1-p p(1—p)
Zki_an = 0,
N
> ki
. i=1
P Nn
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Ez a p selejtvalosziniiséqg maximum-likelihood becslése. Mivel a binomidlis
eloszlasnal np a varhaté érték, igy azt kaptuk, hogy az M varhatd érték
maximum-likelihood becslése

™M=

ki
1
N

]

M=np="—,
vagyis az elméleti varhato értéknek az adott mintdt maximalis valoszin{iséggel
biztositd becslése a tapasztalati ,,varhat6 érték™ (mintaatlag).

A tobbi szdmolast az Olvaséra bizzuk.

Megjeqyzés

a) N=1 db, n-elem, visszatevéssel vett minta esetén az elébbibdl az kdvet-
kezik, hogy ilyenkor a p paraméter (selejtvaldsziniiség) maximum-likelihood
becslése a relativ gyakorisdg (selejtardny):

ky

p="r.
n

Ez az eredmény a

Lk, p) = POXy=k,) = (,fl)p'“(l—m"**’

derivaltjdnak zérushelyébdl is megkaphato.
b) Ha az egyszerli n-elem{i mintavétel visszatevés nélkiil torténik, akkor a
maximum-likelihood becslés:

‘_&.Z+1
P n Z 3

ahol Z az 6sszes munkadarabok szimat jelenti, amelybdl az n-elemii mintat
kivesszilk. Ha Z elég nagy, ez keveset tér el a binomialis closzlasnal kapott —-

n
becsléstol.

4. Egyenletes eloszlasu sokasagbol kaptuk az X;= x, (i = 1, 2, ..., #) mintat.
Adjuk meg az (a, b) intervallumhoz a kezd6- és végpont abszcissza maximum-
likelihood becslését! Itt (a, b) az az intervallum, amelyben egyenletes eloszlasi
az X valtozo.
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Mivel az f(x; a, b)siiriiségfiiggvény csak az(a, b} intervallumon kiilonbozik
0-t0l, ezért elég csak erre az intervallumra szoritkozni.

Mnmw=ﬂﬂmmw=eig,

InL = ¥nln (b-a),

alnL= n =0,
da b—a

al
nL=_ n =0,
ob b—a

az egyenletrendszer ellentmondo, nincs megoldasa.

Az egyenletes eloszldsndl a kezdi- és végpont abszcisszdjdra tehdt nincs
maximum-likelihood becslés. Kissé pongyolan: semmilyen minta nem hataroz-
za meg elég jol a-t és b-t.

5. Hatdrozzuk meg kétparaméteres gammaeloszlas esetén az a és p paramé-
terek becslését ) a momentum-, ) a maximum-likelihood médszerrel! A sii-
riiségfiiggvény:

p
a xP—1 —ax ha x=0,

fx) =4 I'(p) J
0, ha x<0

a} Az elsd és masodik elméleti momentumot kozelitsiik a megfeleld tapasz-
talati momentummal: --

162

o0

— _ip__ p+1l_—ax —_ ]' r +
M,(X) = e J xP e dx = ;2—1_:(5 J.(ax)P le= dlax) =
0

-1 I+
a*  I'(p)

mivel M,(X)— Mi(X) = D?(X), ezért:

1
=—@+p,
a

1 2
<@ +p- L~ s200).
a

al

Az alahiizott két egyenletbol kiszamithaté a & P becslése:
ﬁ = 42 SZ — _Yj

a=— "
n

=Uj~| b<I

A-két];aa'rarr’léteres gammaeloszlas a és p paramétere a mintaatlag és tapasz-
talati szorasnégyzet segitségével becsiilhetdk.

74
b) fx; a,p) = F‘:p) xPle™™ ha x20, ezért
Lap =[] A 2 g
S = xi; a, = P —axi
I n=7 o [Txpte-o=

InLa,p)=np-Ina—n-in r'(p+ i (P—-Din X;— ax;),

i=1

din L dln I'(p)
=nlna—n —=+Fhx =
o o nx; =0,
dln L
-—=@—2x,- = 0.
da a

A probiéms Inl'p) ... .
problémat a T kifejezés okozza. Numerikus médszerek segitségé-

ve} az alabbi kozelité megoldas adhaté meg;

d1n I'(p) einpe L]

op 2p  12p%°
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édInL
Ekkor a

= () egyenletbdl ezt kapjuk:

_2
a= =,
X
ezt a L_ 0 egyenletbe helyettesitve p-re egy masodfokd egyenletet ka-
punk:
1 1X’1+1+1+121nx-—0
- —in - - i~
np—m P 2p 12p2 n

_ 1
122(lnX— -ZInx)p?—6p—1=0.
n

Ebbdl p kiszamithato (mindig lesz valos gyok és csak az egyik gyok erve-
nyes). Ha igy p-re becslést kaptunk, az a = %egyenlet szolgaltatja a becslését,
A nem részletezett szamitasok pdtlasat az Olvasora bizzuk.

5. Z=10 000 darab csavarbdl n=20-clemil mintat veszink, N= 5 alkalom-
mal. A talalt selejtesek szama rendre 0, 1, 2, 1, 3. Becsiiljiik meg a p sclejtvalo-
szinfiséget, ha @) a mintét visszatevéssel vettiik és mind az 5 esetet figyelembe
vessziik, b) a visszatevéses mintakbdl csak a legrosszabbat (a 3 selejteset)
vessziik figyelembe, ¢) a mintat visszatevés nélkiil valasztjuk!

A 2.1. szakasz 3. gyakorlé feladataban szerepld becslések segitésével oldhat-
juk meg a feladatot.

N

y _,,=Z,kf_0+1+2+1+3=007

@ P = 5-20 e
kK 3

b) b= === =05,

) P2 " 20
k z+1 3 10001

5= ETL 2 0 6,150 015.
¢ b= T T T 20 10000
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Legjobb természetesen az elsd becslés (hiszen ott hasznaltuk fel az egész
sokasagrol a legtobb informaciot). A visszatevés nélkili becslés ¢) alatt alig
kiilonbdzik a visszatevésestol.

Az a) alatti eredmény nagyon szemléletes, egyszeriien azt mondja ki, hogy
ha 100-elemi, visszatevéses mintiban 7-selejtes csavart taldlunk, akkor legcél-
szeriibb a selejtvaldszinliséget 7%-nak becsiilni.

6. n=28 évre adottak egy folyén az X; maximalis vizhozamok (m®-s~!-
ben).

6597, 9231, 4813, 8551, 6229, 4757, 4898,
5153, 10 165, 7645, 6654, 4870, 5719, 4360,
4870, 3029, 3851, 4983, 4672, 4474, 3794,
8155, 8126, 6456, 4898, 5719, 3437, 7399.

Elézetes tapasztalatok szerint a maximalis vizhozam eloszlasa jol kézelithe-
t8 kétparaméteres gammaeloszlassal. Becsilljiik meg maximum-likelihood
modszerrel az a és p paramétereket, irjuk fel a siirtiségfiiggvényt!

X= X 5839,46,

n
In ¥ = 8,6723,

l).'."ln X; = 8,62 694,
n

a p-re megoldandé masodfoka egyenlet:

0,54 432p*—6p—1 = 0,

_ 64 [36+2,17728

1,08 864
p=11,187 148,

p

3

(csak a pozitiv gyok hasznalkatod).
4=19158 1073,
7. Igazoljuk, hogy az x mintakdzép az m varhatd értékre g/ torzitatlan, a

Y pix; becslések kozt legjobb hatasfoka ( Y p;= 1), b) az bsszes becslések
i=1 =1

i
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ko6zt nem a legjobb hatasfok, ¢) erésen konzisztens, d) normal eloszlas esetén
elégséges becslés.

a) A becslés akkor torzitatlan, ha varhato értéke éppen a becsiilt paraméter.
Ez teljesiil a Xp;x; linearis becslésekre, mert

M(Zpx) = ZpM(x) = Zpm = mZp;, = m.

1 . . 1 . , ,
Ezp,=p,...=p, = —esetén azt jelenti, hogy ¥ = — Zx;is torzitatlan becslé-
n n

se m-nek.

Az adott osztilyon beliil a torzitatianok kozt akkor a legjobb hatasfokn
becslés X, ha szorasnégyzete (minden m esetén) kisebb, mint a Zxp; becslések
szOrasnégyzete.

Ennek igazolasara vezessiik be az egyenletes, atlagos stlyozast jelentd — -t6l
n

valo ¢; eltérést minden egyes p, esetén:

Ekkor
1
Zpp=n——Z¢g=1
n
n

alapjan Y €;=0. A becslés szorasnégyzete:

i=1

DX Zpix) = ZpiD*(x) = DH(x) Z (lz - gfi"‘ eiz) =
non
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. ‘s . . , - X; -
A legkisebb szorasit tehat a Zp.x; linearis becslések kodzbtt a T — = X
n

, o ) 1
becslés, amikor minden e;=0, minden p; = —.
n

Megjegyzés

Eredményiink a
(Zab)? < Za? Zb?

Cauchy-Schwarcz-egyenlGtlenség segitségével is igazolhato.

b) Az Osszes lehetséges becslések kdzt mar nem a szamtani kézép a legjobb
hatasfoku becslés a varhato értékre. Bizonyithato ugyanis, hogy ha X egyenle-
tes eloszlast az (a, b) intervallumban, és eloszlasfiiggvénye:

0, ha x<a

P(X<x) =

, ha ax<b,

R ha x2=b,

akkor a rendezett minta legkisebb és legnagyobb elemének szamtani kozepe

, . , a+b
egyrészt torzitatlan becslés m = T -re:

M X+ X% _ a+b,
2 2

masrészt szOrasnégyzete:

(XX -
2 Ant)(n+2)

kisebb, mint ¥ szérasnégyzete (ha n>2):

200 — (b—a)?
b 12n

A két szorasnégyzet ardnya:

12n
2n+1)(n+2)
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monoton csékkenden tart 0-hoz, ha n —» oc. A két szOrdsnégyzet aranya
tetszbleges kicsinnyé tehetd.
¢) X akkor ersen konzisztens becslés m-re, ha torzitatlan becslés, és

D¥X)-0, ha n- .
A torzitatlansagot mar lattuk. A becslés szérasnégyzete:

_ D?
DZ(X)=ﬂ—>O, ha n— o,
it

tehat X az m-re valéban erdsen konzisztens (és akkor egyuattal konzisztens)
becslés is.

d) Azt, hogy normal eloszlas esetén X elégséges becslés m-re, azt a 2.3.
szakasz e) pontjaban mar igazoltuk. '

8. Igazoljuk, hogy egy esemény p valoszinliségére a — relativ gyakorisag
n

a) torzitatlan, b) legkisebb szorasu (hatdsos) becslés, vagyis a szOrasnégyzete
Cramer—Rao-egyenldtlenségben megadott alsé hatart (informaciohatart) eléri,
¢) elégséges becslés is!

a) Igazoltuk, hogy X az M(X) varhatd értékének torzitatlan becslése. Mivel
egy 4 esemény bekovetkezésekor az 1 értéket p valoszinliséggel, a 0 értéket
1 — p valdsziniiséggel felvevo X; indikatorviltozok atlaga:

_ XX: k
X=-——'=~,
n n

k ,
varhato értéke p, ezért — valoban torzitatlan becslése p-nek.
n

De az el6bbi tételre vald hivatkozas nélkiil, kozvetleniil is belathato allita-
sunk. Ugyanis az indikatorvaltozokat hasznalva:

X’=— M(D) = —zM(X)—lnp ’

k
tehat — varhato értéke valoéban p.
n
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b) Egy becslés biztosan a legkisebb szérasnégyzetii (leghatékonyabb), ha
szorasnégyzete eléri az also informacios hatart. A Cramer-Rao-egyenlétlen-

N k
ségben most g(p)=p | maganak p-nek a becslése w) , azt kell igazolnunk,
n

hogy a

egyenlGtlenségben most az egyenldség érvényes.
Ez pedig igaz. Ugyanis a binomialis eloszldsu k gyakorisagra:

D*(k)y = np(1—p),

n n n

az I informaciomennyiség az f egyiittes siiriiségfiiggvénybdl megkaphato:

igy

P(Xl: 1) =D f(Xla XZ! rery Xn; .p) = pk(l_p)"_k‘

(X; az A esemény karakterisztikus valtozoja, n fiiggetlen kisérletbdl a p valdszi-
niliségli A esemény k-szor, az ellentéte (n— k)-szor kovetkezett be.)

Inf=klnp+(m—k)In(l—p),
dlnf k n—k k—np

l—p p(l—p)
dl
[( “f)] s )ZM[(k np)?] =
_ 1 Dk _; _ n
Pa O g TP oy
kN _p(l—p)

k 1 k
Mivel D2 , ezért D? (—) = ;Valéban teljesiil. — a leghaté-
n n

n n
konyabb, legkisebb szérasi becslés.

k .
¢) A torzitatlan, leghatékonyabb — becslés egytttal elégséges becslés is p-re.
n
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9. Igazoljuk, hogy az S? a) torzitott, ) aszimptotikusan torzitatlan, c ) eré-
sen konzisztens becslés az egész sokasag o° szorasnégyzetére (utdbbi akkor all
fenn, ha az M(X™*) negyedik momentum létezik)!

) S =1 (- = E(Xi—mP— (K- m)] =
i=1 h

N |-

l“?(Xi—m)z— g(X’—m) Z(X;—m)+ 1n(X’-—m)2 =
n n n

L s X—my—2(F—m) = (£ - T) H(E—m)? =
n n n

508 my = (R’
n

J\l[(Xi—m)z] = Dz(Xi) = 0'2,
2
M{(X-m)?] = D*(X) = ";

ezeket felhasznalva kapjuk a mar ismert eredményt:

n n

. , n—1
Az S? véletlen valtozo megfigyelt értékeinek atlaga nem o2, hanem —— g2
n

koriil ingadozik. A torzitast a korrigalt szérasnégyzet hasznalataval kikiiszo-
bolhetjiik:

M(S*?) = M( 2 sj) = g2
n—1

b) A mostani levezetésbdl azonnal megfigyelhetd, hogy az S? aszimptotiku-
san torzitatlan becslés g2-re:

. n—1
lim — ¢? = a2,
n—ax n
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nol_ b s,

nagy n-ekre tehat S2 is jo becslés o?-hez. Ha n>20,
n

=

Megjegyzés

P ) i 9
Bizonyithato, hogy a relativ szoras: X’" torzitott becslés — -re (m>0).
m

Kimutathatd, hogy a o szdrdsra ditaldnos esetben mdr nincs torzitatlan
becslés. Normal eloszlas esetén a

n—1
2 2 _
Z (XI_X)Z
('
2

statisztika torzitatlan becslése a szérasnak.
c) A bizonyitast (folytonos esetre) csak vazoljuk.

r

* 2
D*(SH) = M(SH)— M*(S)) = f Sng(x)dx — (n———l) a* >0,
n

ha n—oo. Ttt g(x) az S, siriiségfiiggvénye. Pongyolan szolva, M(S}) az

2
-1
(n_) o* érték koriil jar; han — oo, akkor tetszéleges pontossaggal megkd-
n

zeliti.
Kimutathatd, hogy az er8s konzisztencidhoz az M(X*) negyedik momen-
tum létezése sziikséges.

10. Igazoljuk, hogy a Poisson-eloszlas A paraméterére adott ¥ becslés a) leg-
jobb hatasfoku (szérasnégyzete eléri az informaciés hatart), b) elégséges
becslés!
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a) A mintaelemek egyiittes siirliségfiiggvénye

n lk(
f(X],’Xz,-..,Xn;A):e_ﬂln;,
i=1 R

Inf= —ni+ ¥ (klni-Inkpy),

i=1

dinf 1 ]
= —n+ ~Zk, = - Z(k,;~ ),
a g PRl

A5

#(A) = D? (&) = izml —4
n n

1 1 A
] = 3 M(Ek=37) = 7 ZD(k) = 73 =

n
-=1
A

o~ | —

n

A Poisson-eloszlis 4 paraméterére adott % becslés szorasnégyzete eléri az
alsé informacios hatart, nincs mas, jobb hatasfoki becslés.

b) A fentickbdl kovetkezik, hogy % elégséges becslés is A-ra. Adunk azon-
ban egy kdzvetlen bizonyitast is.

Ha x,, x,, ..., X, egy n-elemii minta, akkor nx egy nd paraméterii, Poisson-
eloszlasu véletlen valtozo,

P(x‘ =kyenx, =k, /X = l(—) =
n
_Pxy =kyy X, = kynx =k)
- P(ni = k) -
_P(xy = kg X, = k)
B P(n% = k) -
e ni . i’i
_ i1 k! K
B (_n_}’_)f. —nl B nknki!,
ke

ha Y k; =k, ha pedig Y k; # k, akkor

i=1 i=1

P(x1 =k1,...,x,,=k,,/f=§) = 0.
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k .
Ez pedig minden — esetén fuggetlen A-t0l. Az x; = k,, ..., x, = k, minta
n

elégséges a feltételes valdsziniiség (az eloszlas) meghatarozasihoz, 4 nem kell
hozza.

Megjegyzés

1 5 .
Kimutathaté, hogy exponencialis eloszlas esetén g(1) = 1 -ra az X a) torzi-

tatlan, b) legjobb hatasfoku becslés (a Cramer—Rao-hatart elérjiik vele), ily
modon elégséges becslés is.

11. Igaz-¢, hogy F,(x) tapasztalati eloszlasfiiggvény az F(x)-re a) torzitat-
lan, b) erosen konzisztens becslés? ¢) Adjunk megbizhatosagi intervallumot
F(x)-re!

a) Mivel F(x) az {X<x} esemény valoszinlisége, F,(x) pedig a relativ
gyakorisaga, ezért a fejezet 8. gyakorlo feladata alapjan F,(x) az F(x)-re
torzitatlan, s6t legkisebb szorash (hatasos) becslés, amelynek szorasnégyzete
eléri a Cramer—Rao-egyenltlenségben az also hatart, ezért egyuttal elégséges
becslés is.

b) Erosen konzisztens (és akkor egyuttal konzisztens) a becslés, ha szoras-
négyzete — 0, midén n — oo. Mivel a binomialis eloszlasnal a k gyakorisag
m(l=p) _ p(1=p)

n? ’

n

k

szOrasnégyzete np(l —p), akkor a — relativ gyakorisagé
n

igy

D*(F(x)) =

F®(-F@)
n

ha n — o0. Az er6s konzisztencia tehat igaz.
¢) A binomiilis eloszlas paraméterére adott (5,; p,) megbizhatdsagi inter-
vallum érvényes F(x) = p-re is, jo kozelitésben

20(z)—1=1~¢
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valosziniiséggel. (A képletben x helyett most z-t kell hasznalni.) Ez azonban
kényelmetlen, mert minden x-re mas-mas F,(x) = p hasznalandé. Egyszeriibb
és minden x-re j0 konfidencia-intervallumot (tehat F,(x) koré egyenletesen
rajzoland6 konfidenciasdvor) kapunk, ha a Csebisev-egyenldtlenséget hasznal-
juk:

P(F"(x)" L < R0 s R+ =

n [

= P(EF..(x)—F(x)I gi) 21— FOUFD 1 g6
n 4

n-

S [

1
vagyis F, (x) ald is, f6lé is r -t mérve az igy kapott sdv legaldbb 75% valdszinii-
n
séggel tartalmazza F(x)-et.
Alkalmaztuk a mértani-szamtani kdzép kozti, ismeretes egyenl6tlenséget:

F(x)(1-F(x)) £ M - %

1
A kapott sav fél szélessége példaul n= 150 esetén — ~ 0,14, n=100-nal

/%

0,10.

12. Egy szallitmanybol visszatevéssel n=100-elemii mintat vesziink, k=5
selejtest talalunk. Adjunk pont- és intervallumbecslést a p selejtvaldsziniiségre.

A selejtvaldszinfiségre torzitatlan, hatdsos, elégséges becslés:

k
5 ===005
H

a) Kbzel 90% biztonsagi szinthez tartozo megbizhatdsagi intervallumot
keresiink az elméleti &sszefoglalasban mutatott modszerrel:

20 (x)— 1 ~ 0,90,

x ~ 1,65,
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—_l
—0,05) = 1,657 7
® ) 100

masodfoki egyenlet megoldasa

$,~0024,
F.~0,099,
a

masodfoku egyenlbtlenséghez tartozo parabola egyenes allasi, megoldasai a
(51, p,) intervallumban levé p értékek, tehat

0,024 <p<0,100

konfidencia-intervallumot kaptuk a p selejtvalosziniiségre, jo kozelitésben 909,
biztonsagi szinten.
k
b) Hasznaljuk a 90%, biztonsagi szinthez tartozo 18a &brat! — = 0,05 absz-
n
cisszanal az n=100 gdrbékhez tartozd két ordinata kb. 0,02 és 0,10, igy

0,02<p<0,10,
kb. 909 biztonsaggal.

¢) Az alabbiakban megadunk egy nagy n-re j6 kozelitésben érvényes konfi-
dencia-intervallumot.

Ha & binomialis eloszlasu valtozo esetén:
P(k<x) ~ F(x)

(ahol F(x) az altalanos normal eloszlds eloszlasfiiggvénye), akkor termeszete-
sen:

P(—x <k <x) = F(x})—F(—x).

k—np

Inp(1-p)

Viszont mar Q varhato értékii, 1 szérasu binomialis eloszlasu valto-
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20, hiszen a valtozébdl levontuk a varhatd értéket, np-t, és a kiilldnbségiiket
osztottuk a szorassal, [np(l —p)-vel. Ezt az eloszlast a 0 varhatd értéki,
1 szorasu (standardizalt) normalis eloszlas kozeliti jol:

P(—x< ke x> ~ O ()0 (—x)=2-0(x)—1.
——

J/np(1—p}
1-@2(x)
—=x|np(1—p) < k—np < x|np(1—p),

osztva n-nel, és rendezve:

*ﬁ_xl/m< < _ﬁﬂ]/zu,/ 1)
n n n n
_lg+x]/p(1—p) > >§_x]/p(l—p)_
n n n n

A belsd egyenlStlenséget Ugy alakitottuk at, hogy p-re alsé és felsd hatart
kapjunk. Ez sikeriilt is, azonban p-t igy 6nmaga segitségével becsiljik. Azon-

ko , =
ban p-re torzitatlan becslés a mintabeli —, irjuk ezt a négyzetgydk alatt a
n

helyére. gy

k
Ebbol 2- (x)—1 = 0,90, x~ 1,65, — = 0,05, n=100 esetén a
n

0.05—1.651/229% _ 0014
2 ] 100 ~ ] E
0.05-0.95
0,05+1,65 |/ ———= ~ 0,086
100

hatarokkal rendelkezé megbizhatosagi intervallumot kaptuk, kozelitoleg 907,
biztonsagi szinten.

176

Megjegyzés

A ) Erdekes megfigyelni, hogy a b, esetben kapott intervallum nem szimmet-
k
rikus — = 0,05-re (,feifelé” huzodik el az intervallum széle), a ¢) esetben
n

kapott viszont szimmetrikus.
B) A c¢) esetben kapott eredményt gy is megkaphatjuk, hogy a b) alatti

1
masodfokl egyenlet p; és p, gyokében ~-et elhanyagoljuk, 0-nak vessziik
n

1
— -hez képest.

n

13. Egy fonal szakitoszilardsdganak atlaga n=12 mérésbdl x = 3,25 - 10 N-
nak adodott. Az egész sokasag szorasa (elozetes mérésekbol kialakitott szab-
vanyeloiras) nem lehet tdbb ¢ = 0,30 - 10 N-nal.

a) 95% biztonsaggal milyen megbizhatosagi intervallumba esik az egész
sokasag varhato értéke?
A megbizhatdsagi intervallum fél szélessége

0,30

/2

igy az egész sokasag atlaga 959/ valdsziniiséggel

g = 1,960 - = 0,17,

325-0,17=3,08 ¢és 342=325+0,17

kozé esik. (Az alsé hatdr legalabb 3,08, a felsd hatar legfeliebb 3,42, mert a
szoras 1s ,legfeliebb” 0,30.)

Az intervallumhatarok pontosak, ha a fondl szakitasi szilardsaga normal
eloszlast (ami gyakran fennall), kdzelitdek, ha nem normal eloszlasa.

b) A szabvdnyelbiras a megbizhatdsigi intervallum fél szélességére legfel-
jebb ¢=0,20-ot enged meg. Ha 95% biztonsaggal azt akarjuk, hogy a varhato
érték legalabb 3,05, de legfeljebb 3,45 legyen, ennek elérésére hany mérést kell
végezniink?
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Azt akarjuk, hogy

ag

0,30

legyen, ez teljesiil, ha

0
V-_ 196&
0,20

n = 8,6.

Tehat kerekitve legalabb 9 mérést kell végezniink, hogy 957, biztonsaggal
g maximalisan 0,20 legyen. (Ezzel tulajdonképpen a mintaatlagtol valo eltérést
maximaljuk, a ,,maximalis” eltérés 30=0,6.)

14. Villanyégdk élettartamat normal eloszlasinak talaltak, n= 15 égo élet-
tartam atlaga %= 1200 6ra, korrigalt tapasztalati szorasa s* =186 6ra, 997,-0s
biztonsagi szinten milyen megbizhat6sagi intervallumba esik az egesz sokasag
varhaté értéke?

Mivel most csak a minta s* szordsa ismert, ezért az

S*
_t—< < xtt—

fn ™ n
megbizhatdsagi intervallum hatarait kell keresniink. A 8. tablazatot hasznalva,
999 valosziniiséggel az egész sokasag varhaté értékeét az

186 ,
1200—2,977 - -l/l—_s = 1057 ora
és
120042977 - @ = 1343 o6ra

/s

hatart intervallum lefedi.

178

15. Az alidbbiakban bemutatjuk egy mintavételes munkanap felvételezését
a ruhaiparban pillanatfelvétellel (a felmérd sziroprobaszeriien bejegyzi, hogy
milyen tevékenységet végzett a megfigyelt dolgozo, a végén Ssszesiti a tevé-
kenységek eléforduldsi szamat). A mintabol kovetkezteteseket vonnak le az
egész munkaid6 kihasznaltsagara.

Tervezzilk meg a sziikséges felvételek szamat, N-t!

Vizsgalni kivanjuk az improduktiv tevékenységek szamanak és az dsszes
tevékenység szamanak az aranyat. Ha ez az arany a mintédban P, a valosagos
arany jo kozelitésben p koriil 2 - (x)— 1 valésziniiséggel

p(1-p)
N

d=x
feél szélességii, p-re szimmietrikus intervallumba esik. Legyen d kicsi, mondjuk
p-nek a 4%-a, legyen a megbizhatosagi szint nagy, 96%-os:
2-0(x)—1 =096, ebbsl x=zx2.
Ekkor

-
0,045 = 2 I/p——-—( 2
N

ebbdl a sziikséges megfigyelések szama:

_4a-p
0,04%5

p-t voltaképpen a mintavétel utan kapjuk meg. Eldzetes adatfelvételbél

vagy normael6irasbél azonban tudjuk, hogy a nem termeld tevékenységek
aranya az Gsszeshez viszonyitva p=0,07. Ekkor a megfigyelések szama:

4093

= — =" =133124.
0,042 - 0,07

A felvételhez 720 személyt allitanak be, igy a felvételezéshez sziikséges utak

33124
szama = W = 46, mivel 1 nap 3 utat tesz meg minden felvételezd, a

46
felvételezéshez sziikséges napok szama — = 15,3.
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A ruhaipari szakemberek megallapitottak a termeld és nem termeld tevé-
kenységek listajat. A felvételkészitok bejartak a 33 124 utat, bejegyezték az
egyes tevékenységek gyakorisagat. Ha a p a 0,07-t61 jelentSsen eltér, elvileg
Ujbol kell megallapitani az utak szdmat. A végeredmény: attekintést kaptak,
hogy 1 iizemen beliil és a 4 lizem kozOott milyen a nem termeld tevékenység
aranya, a munkaid® kihasznaltsaga. Fontos teendéket tudtak megallapitani
ahhoz, hogy minél kevesebb legyen a termelésbél kiillonboz6 okok miatt kiesé
idé.

A statisztikai kdvetelmény; az improduktiv tevékenységek valosigos rész-
aranya a megfigyelt p-tol felfelé és lefelé is maximum 0,045-re térhessen el nagy
(96%-0s) biztonsaggal. Ez teljesiil, ha a megfigyelések szama elég nagy (N
legalabb 33 124).

16. Egy miiszak 8 oraja alatt a pillanatfelvételes munkanapelemzés soran
az eredmények a kdvetkezék voltak:

o | Ty
67 55
7- 8 76
8- 9 83
9-10 90
10-11 86
11-12 86
12-13 80
13-14 60

A munkaidd-kihasznaltsigot eldzetesen 60%;-ra becsilték. 969 biztonsagi
szinten hdny mérés sziikséges, ha azt szeretnénk, hogy a tapasztalati érték az
egész munkaidére vonatkozé értéktdl annak maximum 10%;-aval térhessen el?
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4(1-0,60)
N=———= = 2667 ~ éré

0.10° - 0,60 \ 267 mérés.

, Az eogyes orakban jelentSsen eltért a produktiv teveékenységek aranya 60%-

tol (60%;-nak a 10%-4nal, azaz 6%-kal tébbel). Célszeri korrigalni. Példaul a

4(1-0,90)

miiszak negyedik Ordjaban N =
0,102 - 0,90

= 44,4, azaz 45 mérés is clég.

‘ 17. .A cipdk talpfelerdsitési szilardsaga véletlentol fiiggo valtozo. n=136 par
cipd vizsgalatanal a mintdban az alabbi tablazat szerinti megoszlast észlelték.

Talpfelerdsitési szilardsag | Az adott osztalyokba
osztalyok, (10 N/cm) esé adatok szama, f;

1,5-2,0
2,0-2,5
2,530
3,0-3,5
3,540
4,0-4,5
4,5-5,0
5,0-5,5
5,5-6,0

—
—_ AN O N W N —

Osszesen:

w
=
i

x
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I. Allapitsuk meg osztalyba sorolassal a talpfelerdsitési szilardsag atlagat és
korrigalt szorasat!

aly- .
Szilardsagosztalyok &?Jgei, Gyakor?sagok, 2 S fiz?
X; !

(k=0,5) 1,5-2,0 1,75 1 —4 4§ —4 16

2,0-2,5 2,25 2 -3} -6 18

2,5-3,0 2,75 3 -2 1 -6 12

3,0-3,5 3,25 6 -1 -6 6

3,5-4,0 3,75=D 10 0 0 0

4,0-4,5 4,25 6 +1 6 6

4,5-5,0 4,75 5 +2 10 | 20

5,0-5,5 5,25 2 +3 6 18

5,5-6,0 5,75 1 +4 4 16

Osszesen: 36=n 4 112
k2 0,5

X~ D+ =Y fizy =375+ —-4 = 3810 Nfem,

Ri=1 36

*2 ~ k2 ‘ 2_ l : ’ =
s = n—1 |:["=L-:1fizi n(-§1ﬁ2i> :I

05
35

112— 1 4% | = 0,799 236,
36

s* ~ 0,894 - 10 N/cm.
Ezek torzitatlan becslések az egész sokasag varhaté ériékére és szorasara.

I1. Szerkessziik meg a minta un. tapasztalati eloszlasfiiggvényét, F,(x)-et!

Fx)=P(X<x),
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vegylik 0gy, mintha minden osztalyban az osztilykdzép volna a felvett szilard-
sagérték! Igy

F(1,75)= P(X < 1,75)=0,

de 0 a valdsziniisége annak is, hogy a mintdban barmely 1,75-nél kisebb x alatt
maradjon a szilardsag. Az F,(x) eloszlasfiiggvény tehat 0, ha x<1,75.

1
F(2,25)=P(X <2,25) = 36°

i
de ugyancsak Py valosziniiségili az, hogy a mintaban barmely 1,75 és 2,25 kézti

1
x alatt maradjon a szilardsag, Az F(x) = 3% ha 1,75<x<2,25.

1 2 3
F(275)=PX<275) = — + — = —
36 36 36

s

és F(x) = %, ha 2,25<x<2,75.

Nyilvan F,(6)= P(X<6)=1, F(6,1})= P(X<6,1)=1, az F,(x) fiiggvény ké-
pe F,(x)=1 félegyenes, ha x nagyobb a legnagyobb mintabeli x; értéknél
(20a abra).

Az F(x) fiiggvény segitségével megbecsiilhetjiik annak a valdszinliségét,
hogy a szilardsag a szabvany szerinti minimalis 2,6 ala essék:

P(X<2,6) = F(2,6) = 3_36 =~ 0,0833.

A selejtvalosziniiség becslése tehat kb. 89/,
Annak a valdszinlsége, hogy 3 és 4 kbzé essék a szilardsag:

2 6
PB3SX<4) = F(4)—F,3) = — — — = 0,4444,
B=Xsd) = FO-F3) =3~ 3

annak a valdsziniisége, hogy 4 f0lé essék a szilardsag:

22
P(X24) = 1-P(X<4) = 1= F4) = 1- 2= ~ 0,38%9.
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A ,,nagyon jo” (4-nél nem kisebb szilairdsagl) cipdk varhato hinyada kb.
39% koril ingadozik.

Ha az osztalyok terjedelmét (k = 0,5-et) csdkkentjitk, 2 mintaszamot ndvel-
jilk, stiribb ugrdsu tapasztalati eloszlasfiggvényt kapunk. A mar tisztazott
értelemben , hataresetként” az elméleti #(x) eloszlasfiiggvényt kapjuk (kozelitd
képét 1. a 20a abran).

III. Szerkessziik meg a minta Un. tapasztalati (empirikus) sliriségfiggve-
nyét, f,(x)-et!

az intervallumra esé adatok szama

Jx) =

(6sszes adat szama) - (intervallum hossza)’

‘P(S < x) eloszlastiiggveny

y=Fa(x)

LIBRLJER S N S S S S B B

PR S W0 S S B T A O W |
T

!

y=F(x)

b
LI S S S B S I 2 2

W
-y
.t

W=
(<] [=]
1 Pl

LER SN SRR

175 275 A% 4% 575 Hardad
25 a4z 28 ges SZIArdsag

26 3 4 ¢)

20a abra
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igy, ha x<1,5, f.(x)=0,
l —
36:0,5 18
2
ha 2<x<2}5, f,,(x)=—1—é

ha LS<x<2, f(x)=

E

€s 1gy tovabb, a tapasztalati striségfiiggvény egy-egy intervallumon annyi
tizennyolcad lesz, ahany adat esett az intervallumra. Nyilvan f,(x)=0, ha
x>6.

Az igy megszerkesztett hisztogram a tapasztalati f,(x) surliségfiiggvény
(206 abra). Ha az intervallumok hossza 0-hoz tart, az adatok mennyiségét
minden hataron tal noveljik, a mar tisztazott értelemben ,,hataresetként” az
egész sokasag f(x) sliriségfliggvényét kapjuk. Ez haranggbrbe, az eloszlis jél
kozelitheté normdlissal.

IV. A talpfelerdsitési szilardsag varhato értékeire, m-re torzitatlan becslés
%=13,8, szorasara torzitatlan becsiés s*=0,894. Ezek segitségével becsiiljiik
meg annak a valoszintségét, hogy a szilardsag

a) 2,60 ala esik (selejtvaloszintiség), b) 3 és 4 kozé essék, c) 4 folé essék!
2,6—3,8
a) P(X<2,6) = F2,6) =@ —— | = 9(—1,34]) =
Iy ) = F(2,6) 0.894 ( )

= 1-@(1,341) = 1-0,9099 = 0,0901,

I\ Slrliseg

. . maximum
fuggveny
l (x-m)?
1Q TLe?
18 ] y:f(x)-_-__1 e 26
| [ V2TI6
) | y=fa(x)
5 - inflexio |
1871 byl infiexio
] Pl
J [t by
T]E- 1 g Iy
+ —p—L - - | p—a T
15 20 273,0 35 40 45W50 55 60 Szilrdsag
)
m-§ m m+§&
20b 4bra b)
185



b) P3=X<4) = F(4)— F(3),

4—3,8

=0 ( 0,894

) = 0(0,224) = 0,5887,

F3)=0 (w) = @(—0,895) = 1—0(0,895) =

0,894
= 1-0,8146 = 0,1854.
P(3=X<4) = 0,5887—0,1854 = 0,4043.
¢) P Xz4)=1-PX<4)=1—F4) = 1-0,5887 = 0,4113.
V. A szilardsag stirliségfiiggvénye szimmetrikus, tehat m— x és m, valamint
m és m+ x kzé azonos valoszintiséggel esik a valtozo (hiszen egy intervallum-
ba esés valoszinisége aranyos a stiriségfiiggvény alatti teriilettel).

Szamitsuk ki, milyen, a varhato értékre szimmetrikus (i — x; m + x) inter-
vallumba esnek a szilardsagértékek nagy, 95%-os valosziniiséggel!

Pm—x = X <m+x) =095

Fim+x)— Fim—x) = 0,95,

+ —_— J— —
@(u) o (u) - 095,
g 42
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Az 5. tiblazatbol visszakeresve, 1,96-nal lesz az @-fliggvény értéke 0,975:

x #(x) 2(x)

1,96 0,9750

Tehat = = 1,96, x=1,960. A szilardsag értékei 95% valoszinliséggel:
o

m—x = m—1960 = 3,8— 1,960,804 = 2,05,
és

m+x=m+19606 = 3,8+1,96-0,894 = 5,55
koze esnek.

Valtozé Valészinlseg szazalékban
20 25
[l

4w
3
@

10

15+

20T
Ll

GIIIIIIIIIS
¥ Y rssrrsrsrssesssssotrisi
Wl 7/ S s s E TP III PP IIIRIFIIS
7777
45

LLLLLL il lA

50T

55T

60
21. abra
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VI. Az adatok osztalyokba sorolasat, hisztogram készitését, az atlag
(MEAN) és a korrigalt szoras (STANDARD DEVIATION) kiszamitasat
végeztik el egy IBM 370/145 gépre irt programcsomag segitségével! Az elké-
sziilt eredményt a 21. abra mutatja. (Az ordinatatengelyen nem f(x) értékei
vannak feltintetve, hanem az intervallumra esés valosziniiségei % -ban. Mivel

intervallumra es6 adatok szima

f) =

- (Osszes adat szama) - (intervallum hossza) B

__intervallumra esés valoszinlisége

k4

intervallum hossza

ezért az ordinataértékek 0,5 f(x) értékét mutatjak %,-ban.)

VII. A feladatban £=3,8, s*=0,894 volt, az n= 36 elemil minta alapjan a
szilardsag eloszlasat tekintettitkk normalisnak, a ¢ szorzo 95%, biztonsagi szin-
ten (interpolacioval):

Statisztikai biztonsag
n=f+1

90%, 95%, 98%
31 1,697 2,042 2,457
41 1,684 2,021 2,423

t=2,031.
* 894
ti* = 2,031 L— = 0,3, ezt x=23,8-b6l levonva, ill. 3,8-hez hozzaadva

fn /36
kapjuk, hogy az egész sokasag m varhato értéke 3,5 és 4,1 kozbtt keresendd
959, valosziniiséggel:

P(3,5<m<4,1) = 95%.

18. Az eldz6 feladat alapjan adjunk meg konfidenciasdvot az elméleti elosz-
las F(x) eloszlasfuggvényére!

188

I. Mint lattuk, legalabb 75%-0s biztonsagi szinten

F)— V% < Fx) € F0)+ =

l/% ,
F(x)—0,17 < F(x) < F,(x)+0,17.
A selejtvalosziniiségre kapott
F,(2,6)~0,0833
becslés segitségével megbecsitlhetjiik a selejtvaloszimiséget:

F(2,6)-0,17 < F(2,6) = P(X<2,6)<F,+0,17,
0< F(2,6)<0,2533

legalabb 75%, valosziniiséggel. Ez elég komoly selejtet eredményezhet.

1. Emlitettiik, hogy

s* ¥
X—ft—<m<x+t—

o yn

(a ¢ értéket a 8. tablazatbol az n—1 szabadsagi fok sorabol, és az 1— P,
valOsziniiségi szint oszlopabdl vessziik), ezenkiviil

s s

— 0=

xp2 X pr
2 2

P ST

1— P, valoszintséggel. Itt yxp, a 7. tablazat —f valoszinliségi szintjéhez, n—1

s ;

szabadsagi fokhoz tartozo értéke, X, _p pedig ugyanezen szabadsagi fokhoz,
2

Py L
1 —7 valoszintiségi szinthez tartozo értéke.

Normal eloszlas esetén:

-m

P(X<x)= Fx) = @ (x—>
o
F(x) értékét becsiilni tudjuk az m-re és a-ra adott becslések segitségével.
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S*

n

F<x>=@(";m) - _g(m;x).

Annak érdekében, hogy F(x)-re fels6 hatart kapjunk, & (m—_{)-ra also
o

a) Ha x < ¥—t—=, akkor x—~m < 0, igy

becslést kell késziteni, és forditva. Mivel a @ flggvény szigorian monoton

ndveked®d, igy i -ra also becslést kell adni g X alsé becslése érdeké-
a
ben. Az eredmény:
s* s*
Xt+t——x X—t~=—Xx
/n [
-9 ——— | < Fx)<1-gf ———
S| s
Xp2 X B
2 2

Mivel a normal eloszlas szordsa és varhato értéke fiiggetlen véletlen valto-
z0k, a fenti megbizhatdsagi intervallum szintje {1 — P,) (1 —P,).
s*

i

< Fx)< @

b) Ugyanigy, ha x = ©+1—, akkor (1 - P,) (1— P,) valoszintiséggel:

X l/;t—f Vi;—ts*
s|n

X, _P2

1=

x[/;—)f 1/2+ ts*
N
X

P2
2

g

s* s* - . o
— < x < X+1t—, akkor a ¢ értéket a biztonsagi szint csdkken-

| n
tésével annyira kell csdkkenteni, hogy x az m-re adott konfidencia intervallu-
mon kiviil essék.
Az el6bbi modszerrel minden x-hez kiilén-kiilén konfidencia-intervallumot
szerkesztve, a normdl eloszlds F(x) fiiggvényére eqy konfidenciasdv adhatd meg.
d) Becsiiljiik meg a cipbipari feladatban a selejtvalosziniiséget (az { X < 2,6}
esemény valdszinliségét)!

c¢) Hax—t
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Mint mar lattuk, pontbecsiésként
P(X<2,6) = F(2,6)~0,0901.

Az a) eredményt hasznalva az intervallumbecslés ugyanerre

4,1-2,6 52,
1—g| 2—=2) < px<2,6) < 1-0 35-26)

0,752 1,118
0,0233 < P(X<2,6) < 0,2105,

0,95 0,90 = 0,855 valoszinlséggel. A selejtvaldsziniiség tehat rossz esetben
21%-ra is felmehet.

e) Ugyanilyen modszerrel megbizhatosdgi intervallum adhaté a normal elosz-
las f(x) stiriségfiiggvényére. Ugyanis

d _ _
£0) = Fi(x) = ;@(“‘ J"’) - ﬁ«p(" J’").

i
i
X, _p xpa(X [/r;-&-ts*—x |/;)

Log| 2 <flx) <
s[/; sn
Xp; (Xl_%z(iV;_!S*‘xl/'_’))

Ha x £ ¥—t—, akkor

=y
143

<

§ sn

A valoszintiségi szint: (1— P;) (1—P,).
Hasonlé eredmények kaphatok a tobbi esetekben.

19. a) Indokoljuk meg, hogy hogyan jott létre a 10. tablazat; ) hasonlitsuk
Ossze a minimalis mérések szamat, ha az elméleti szoras adott, vagy ha csak
a tapasztalati korrigalt szoras ismert!
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a) A megbizhatdsigi intervallum fél szélessége (ha a normal eloszlasa
sokasagbol vett n-elemil minta szorasa ismert):

s*
g=t-—=.
/n
Ebbsl
4q t

Ha 95%-0s megbizhatosagi szinten dolgozva g=0,3, s* = 1,5 értékeket enge-
diink meg, akkor a

t q\
i(-3)-o

kb. n=100-nal lesz (itt ugyanis r~2). gy keletkezett az alabbi tablazatrészlet
és a 10. tablazat.

g

1
n s

(95%, megbizhatosagi szinten)

61 0,256
81 0,221
101 0,198
121 0,180
201 0,139

b) Ha ¢=0,3, =1,5, akkor a sziikséges minimalis mérésck szama:

2 15 2
n2(ugs2) = 1,96-—’—) = 96,04.
q 0,3

Most minimum 97 mérés sziikséges.
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Ha viszont csak ¢=0,3, s* = 1,5 ismert, akkor minimum 100 mérés sziiksé-
ges (mint mar lattuk). A mintabeli szords ismerete kevesebb informdcid, ugyan-
azon biztonsdgi szint esetén t6bb mérés szitkséges, mint ha ugyanazon g-ndl az
elméleti szords ismert.

3. STATISZTIKAI HIPOTEZISEK
VIZSGALATA

3.1. Bevezetés

Statisztikai hipotézis a megfigyelt valoszintiiségi valtozo eloszlasanak
a tipusara vagy az eloszlas paramétereire tett feltevés. Példaul:

: ko .
— Egy esemény relativ gyakorisaga —, mit tudunk mondani a valo-
n

szinliségérdl, p-rol (binomialis eloszlas).

— Normal eloszlasa valtozora vett mintaban az atlag x, igaz-e, hogy
az egész sokasag varhatoé értéke M(X) adott mgy-val egyenld?

— Két sokasagbdl vett mintaban az atlagok: x, és X, milyen kézelsé-
ge esetén tehetjiik fel, hogy a varhato értékek egyenlok?

— Két mintank van két valtozora, amelyekbol gy tinik: a két
eloszlasfiiggvény megegyezik. Feltehetd-e Fi(x) = Fi(x)?

— Adott minta alapjan felteheté-e, hogy a valtozo eloszlasfiggvé-
nye adott F(x)?

A hipotézisvizsgalat sordn a feltevést igaznak tételezziik fel, ez a H,,
nullhipotézis. Az eloszlasra vagy ismeretlen paraméterre vonatkozo,
a nullhipotézissel szembenallé mas lehetéséget H, ellenhipotézisnek
nevezziik.

A masodiknak emlitett problémaban korabbi tapasztalatokbol is-
mert az eloszlas tipusa (normalis), és ¢ szérasa. Fennall-e a

Hy: M(X) = myg

nullhipotézis (vagyis a minta vagy a mintabeli tapasztalat alatamaszt-
ja-e az M(X)=m, feltevést?) Ekkor a H, nullhipotézis egyértelmiien
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meghatarozza az ismeretlen varhatd értéket (és igy az eloszlast). Ez
a fajta hipotézis egyszerii hipotézis. Lehet tobb paraméter is ismeret-
len, akkor is lehet egyszer(i a hipotézis (pl. normal eloszlasnal

Hoy: M(X) = m,, D*(X)=0,

szintén egyértelmi eloszlast definidl).

Ha a H, hipotézis teljesiilése esetén tobb eloszldas (az eloszlasok
egyfajta 6sszessége) keriilhet szoba, dsszetett a hipotézis. Példaul nor-
mal eloszlas esetén ismeretlen a ¢ szoras, a minta alapjan igaznak
tessziik fel a

Hy: M(X) = m,

hipotézist. Ekkor a megoldas: azonos varhato értékil, kiillonbozod
szOras(, normalis eloszlasok Osszessége.

A nullhipotézisek fennallasat sohasem vizsgalhatjuk 100%;-os valo-
szintséggel (akkor az egész sokasag ismeretére volna sziikségiink),
mindig csak bizonyos biztonsagi szinten dontiink (90%,, 95%, 99%,
99,99 stb.).

Az egyszerii és dsszetett Ripotézis definicioja altaldanosan a kovetke-
z6. Barmely diszkrét vagy folytonos eloszlast egyértelmilen meghata-
roz a

P(X<x) = F(x, T)

eloszlasfiiggvény, ahol a T egyetlen paraméter vagy egy
T=(Ty, T,, ..., T} paramétervektor.

Legyen a k-dimenziés paramétertér egy résztartomanya (részhal-
maza) 4,, a nullhipotézis:

H,: P(X<x)= FKx, 1), TeA,.

Ekkor H, egyszerl hipotézis, ha 4, a k-dimenziés paramétertér
egyetlen pontja, H, Osszetett, ha A, tobb pontot is tartalmaz.
A H, hipotézissel szemben vizsgalhatjuk a

H,: P(X<x)= Fx,T), TeA,
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alternativat (ellenhipotézist). Itt 4, valamilyen ésszerii lehet8séget
jelent a paraméterre (nem feltétleniil 4, komplementerét). Az A4,
hipotézis szintén lehet egyszerli vagy Osszetett. Természetesen
ApA1=0 (Ay és A, diszjunkt halmazok).

Ha nincs kitiintetett, ésszerti ellenhipotézis, akkor a nullhipotézist
minden lehetséges ellenhipotézisre, tehat a

Hy:P(X<x)= Fx,T), T¢4o

alternativara vizsgaljuk.

Exponencialis eloszlas esetén a paraméter egydimenzids (a szam-
egyenes pozitiv fele), és ennek egyetlen 1=/, pontja egyértelmtlien
megadja az eloszlast. Az ilyen feladat paraméteres probléma. A para-
méterekre vonatkozd hipotézisvizsgalat a paraméteres proba.

Gyakran az eloszlasfliggvény tipusat sem ismerjiik, csak annyit
tudunk példaul, hogy szoba jOhet az Osszes folytonos eloszlas. Ez a

fajta probléma nemparaméteres, pl. két valosziniségi valtozo eloszlasa

azonos-e. A nemparaméteres problémak eldontésére szolgalé mod-
szerek kozil legismertebbek az illeszkedésvizsgdlati és homogenitds-
vizsgdlati médszerek. Példaul adott valtozordl feltehetd-e, hogy nor-
mal eloszlasi (jol illeszkedik-e a tapasztalati eloszlasfiiggvény a felté-
telezett elméleti eloszlasfiiggvényre). Vagy példaul feltehetS-e, hogy
két valtozo eloszlasa azonos (homogén-¢, egyontetii-¢ a két sokasag).

3.2. Statisztikai préobak

Az alabbi probak jo részében feltételezziik, hogy a valtozé normal
eloszlasi.

1. Az egymintds u-proba

Vegyiink n-elemi{i mintat egy N(m, a)-¢loszlast sokasagbdl, ahol ¢
ismert, de m ismeretlen. Az egész sokasag varhato értékére szabvany-
eldiras vagy feltételezés, hogy m=m, adott érték.

A mintabeli X nem lesz pontosan my,, hanem akoriil ingadozik.
A mintadtlag mekkora eltérése esetén feltételezhetjiik, hogy a vérhaté
értek mgy?
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Haa
Hy:m=m,
nullhipotézis teljestil a
H,:m# my

alternativaval szemben, akkor az

.f - mO
O'/l/f_l
véletlen vdltozo standard normdl eloszldsu. Ha ugyanis az X veletlen
valtozobol kivonjuk az m, varhato értékét és osztunk a szoérasaval,

a/l/;-nel, akkor ezzel a valtozdt standardizaltuk. A mondott linearis

transzformacidk nem valtoztatjak meg a normalitast.
Ekkor viszont a &(x) fliggvény segitségével kiszamithato, hogy u
nagy (pl. 1-& = 0,95) valoszintiséggel milyen megbizhatosagi interval-

lumba esik:

P( a/lf

Ha tehat a nullhipotézis érvényes, akkor az

X—nmyg

Il/\

xX— mo
Ugsamitott =
af [/r_z

nagy valoszinliséggel a [~ u,, u] On. elfogaddsi tartomdnyra esik, €s
csak kis (pl. 5%) valosziniséggel esik kiviilre, az

{u<—u, u>uj

un. kritikus tartomanyra.
Ezért célszerd, ha igy dontiink. 4

Hy,:m=m,
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Seltevést elfogadjuk (1 —¢) - 100%; biztonsdgi szinten, ha

i_mg
I

g

Zu

| Uszimitor| = = U, = Uyplazatvelis

elvetjiik, ha

| Uspamiton | = Urablazatbeli-

Ez esetben a H, alternativa mellett dontottiink. Az » tablazatbeli
erteket az 5. vagy a 8. tablazatbol kereshetjiik. PL. 1 —¢& = 0,95 esetén
u,=1, 96:

Statisztikai biztonsag
95%

n=f+17

ool 1,960

(Lényegében tugy tekinthetjiik, mintha ¢ ismerete miatt lett volna
elOzetesen végtelen sok mérésiink.)

Dontéslink nem biztos, hiszen az m=m, fennallasat feltételezd
valoszinliseg:

P -usg <u8/H0)=l—s=,é100%.
( a/lf

Jobb tehat, ha csak annyit mondunk: H, igaz volta esetén a mintabeli
tapasztalattal a nullhipotézis nem dll ellentmonddsban. Masként fogal-
mazva: X eltérése my-t6l nem lényeges, nem szignifikdns az elvetéshez.
Megint masképpen: X eltérése my-tol nem véletlen.

Az u-proba lényege tehat: a Hy : m = m, hipotézis fennallasa ese-
tén ismerjik az

.f_mO
‘=i
ag
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eloszlasat. Ennek ismeretében olyan (—u,, u,) megbizhatosagi inter-
vallumot konstrualunk, amelybe a mintabol nyert u( = ug,4m;00) DALY,
1 — ¢ valdszintiséggel esik. Ha u ezen az intervallumon kiviil (a kritikus
tartomanyban) van, a H, feltevést elvetjiik, ha az intervallumon beliil
(az elfogadasi tartomanyban), a H, feltevést elfogadjuk. A préba
terjedelme a kritikus tartomanyra esés valosziniisége (¢).

Minden matematikai statisztikai préba alapelve ugyanaz, csak meg
kell talalni azt a statisztikai fiiggvényt, amelynek eloszlasat H,, fennal-
lasa esetén ismerjiik. Ha csak a széban forgo statisztika hatéreloszlasat
ismerjilk (middén n— co), akkor megfeleléen nagy » esetén alkalmaz-
zuk a probat (1. késébb a y*-probat).

Mivel az u-probanal

£
Pu<—u) = Pu>u)= 5,

ezért ha azt tudjuk, hogy varhatéan érvényes

Uz —u,

akkor az elébbi kétoldali proba helyett egyoldali probat alkalmazunk:
I
az elfogadasi tartomany az u= —u, tartomdny lesz | 1— E) - 1009

biztonsagi szinten, a kritikus tartomany az ¥ < —u, tartomdny lesz.
Egyoldali proba esetén a biztonsagi szint novekszik a kétoldalihoz
viszonyitva.

2. Els6- és masodfaja hiba, a proba erdfiiggvénye

Ezeket a fogalmakat az w-probaval kapcsolatosan tisztazzuk.
A mondottak viszont minden probdndl megtdrgyalhatok.

Amikor u beleesik a kritikus tartomanyba €s H,-t elvetjik, nem
biztos, hogy nem tévediink. Ha H, igaz és mégis elvetjik az
M(X)=m, feltevést (mert a szimitott v érték a kritikus tartomanyra
esett), elsdfaju hibat kovetiink el. Ennek valoszinlsége kicsi:

P(‘ur>ue/H0) = &
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Eléfordulhat az is, hogy H, nem igaz, és az u statisztika értéke
mégis az elfogaddsi tartomanyba esik. Ilyenkor (hibasan) a
H,: M(X) = m, hamis feltevést fogadjuk el. Ez a hiba a mdsodfaju
hiba.

A lehetséges dontések €s hibdk az alibbiak:

Daontés

Nullhipotézis a H, hipotézist

elfogadjuk elutasitjuk

Fennall helyes elséfaju
doéntés hiba

Nem 4all fenn | masodfaji | helyes
hiba dontés

A masodfaju hiba esetén a
H: M(X) = m#m,

ellenhipotézis igaz. Az u valdszinliségi valtozé varhatd értéke:
X—m m—m
M( °) = |n =d#0
cr/]/;

o
(felhasznaltuk, hogy M(X)=m).

A masodfaji hiba elkdvetésének f valoszintisegét a 22a dbrdn a
vonalkazott teriilet mutatja. Ez a valoszintiség:

B = P(—u,<u<u,|H,).

Az abrardl latszik, hogy ha d kicsi (m, kozel esik my-hoz), akkor a
masodfaji hiba elkdvetésének f§ valdszinlisége nagy.

Minél kisebbre valasztjuk az els6faju hiba elkovetésének & valoszi-
niiségét (azaz minél nagyobb a —u, <u <y, intervallum), annal na-
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‘ $(u)

ad

Vg

a)

22a abra

gyobb lesz a masodfaju hiba elkdvetésének valoszinlisége (az abran
a vonalkazott teriilet). Nem célszerii tehdt a statisztikai prébdakndl a
biztonsdgi szintet tul magasra vdlasztani, ha 99,9%;-0s szinten foga-
dunk el vagy vetiink el, til magas lesz a masodfaji hiba valoszintisége.
A préba terjedelmének megallapitasakor szoktak vizsgalni az elso- és
masodfaju hiba elkdvetése okozta kart, és ezt is figyelembe venni a
biztonsagi szint beallitasanal.

Ha M(X) = M(x) = m # my, akkor a mdsodfaju hiba el nem kove-
tésének a valosziniisége (azaz annak a valdszinlsége, hogy u a kritikus
tartomanyra eslk)

Em) = 1-p = P(lul > u, [ Hy).

Ez az m értékétol fiiggd mennyiség adott m esetén a préba ereje, E(m)
pedig a proba erdfiiggvénye (tehat nem az ,.expected value”, azaz a
varhato érték!). Az elnevezés szerencsés: azért a proba ,.ereje”, mert
annal jobb egy proba, minél nagyobb a masodfaji hiba el nem koveté-
sének a valdszinlisége.

E(my) = ¢,

mivel a kritikus tartomanyt ugy valasztjuk meg, hogy ennek valdszi-
nlisége H,: M(X) = mg esetén ¢ (kis érték) legyen.
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A masodfaju hiba el nem kovetésének valoszintlisége (mivel most

X—m
[/1; lesz standard normal eloszlast):
o

E(m) = P(lu| > u, [ H,) =

x_mo —
=1-P| —u, < <u/H )=

X—m m—my
:1""'P --u£< + ._<_u/H1 =

[
2
=
Q
=
I
)

X—m

afln
=1-09u,—d)+09(—u—d.

m—my
O'/I/i;
nusz végtelenhez tart, @ (—o0) = 0 miatt E(m) — 1. Ugyanigy
m — —co esetén is E(m) — 1 (& (+ o0) = 1). Bizonyithato, hogy az
erofiiggvény szimmetrikus az m=m, egyenesre. Az eréfliggvény gor-
béje a 22b abran lathato.

Ha m -+ o0, akkor d = -+, u,—dis, —u,—d is mi-

22b abra b)
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Az eréfiiggvény n-t8l, m-tél, my-tol, o-t6l és e-tol figg.

Lathato, hogy a mésodfaju hiba el nem kovetésének a valdszintise-
ge (azaz a proba ereje) anndl nagyobb, minél tavolabb esik m az
Mmy-tol.

Hogyan novelheté a proba ereje adott m, o és ¢ esetén? Az n
novelésével, ugyanis ha n — oo, akkor

Em) = 1—@(ue—l/ﬁm_m°)+a(—ue—l/ﬁm“"%) Y

a ag

Az olyan probat, amelynek ereje az ellenhipotézis minden elemére
1-hez tart, ha n — co, konzisztens probdnak nevezziik. Az u-proba
tehat konzisztens.

Ennek kévetkeztében a megfigyelések szamanak ndvelésével a ma-
sodfaju hiba elkévetését (konzisztens proba esetén) tetszdleges kicsive
tehetjilk. A targyalandé probak jo része ilyen természetil.

Figyeljilk meg, hogy az u-proba soran a kritikus tartomany azon
u értékek halmaza a szamegyenesen, amelyekre a H,, hipotézist eluta-
sitjuk, vagyis a

{u>u} o {u< —u}

egyesitett halmaz, Ez egyenértékii azzal, hogy a kritikus tartomany
mindazon x értékek halmaza, amelyekre

ol o
X >motu,——= vagy X< mpy—u

fn "Yn

Ez ismét egyenértékii azzal, hogy a kritikus tartomdny az n-dimen-
zids mintatérben mindazon x = (x,, X, ..., X,) pontok K halmaza,
amelyek az elébbi kritikus tartomanyoknak megfelelnek. Ha a minta-
b6l adodé x € K, a Hy hipotézist elutasitjuk, ha x ¢ K, a nullhipotézist
elfogadjuk.

A gyakorlatban az n-dimenzids tér helyett inkabb az u vagy az x
lehetséges értékeit tartalmazd szamegyenesen jeldljik meg a kritikus
tartomanyt. Lehet még ¥ —my, értékével skaldzott szimegyenest is
hasznalni, ekkor azt adjuk meg direkt modon, hogy x és my kozdtt
milyen maximalis eltérés esetén fogadjuk el vagy vetjik el Hy-t.
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3. A statisztikai probak dltalanos targyaldsa

Minden diszkrét vagy folytonos eloszlast egyértelmiien meghataroz
az eloszlasfiiggvénye. Megfogalmazhatjuk tehdt a statisztikai probdk
elvét az F(x, T) eloszlasfiiggvénnyel, ahol a T paraméter (vagy para-
métervektor) valamely @ paraméterhalmaz eleme.

A nullhipotézis:

Hy:P(X <x)=F(x,T),

ahol T e wq (wq az O egy részhalmaza).
Az ellenhipotézis:

H,:P(X<x)= Hx, 1),

ahol T e w; (w; az @ egy masik részhalmaza, w, és ®,; diszjunkt
halmazok).

A proba azt jelenti, hogy az n-dimenzids (x;, X, ..., X,) mintateret
egy g(xy, x,, ..., X,) statisztikai figgvény segitségével (amelynek
eloszlasat ismerjiik) két részre osztjuk: egy K kritikus tartomanyra és
egy A elfogadasi tartomanyra. Ha az X = (X, X, ..., X,) mintapont
a K tartomanyba esik, akkor H,-t elutasitjuk, és Ggy tekintjiik, hogy
a tényleges eloszlas a H, feltevésnek megfelelé. Ha viszont a minta-
pont A4 halmazba esik, akkor H,-t és a hozza tartozo eloszlasfiigg-
vényt fogadjuk el. Az 1 —¢-szintli kétoldali kritikus tartomany mind-
azon mintapontok halmaza, amelyekhez tartozo probastatisztika ér-
téke g,(¢)-nal kisebb vagy g.(¢)-nal nagyobb:

K: {(Xla weey Xn): g(Xla eoey Xn) < gl(g)
vagy g(Xy, ..., X,) > gx(9)},
az elfogadasi tartomany:

A: {(Xla R Xn) 91(8) é g(Xlr."': Xn) é 92(8)} .

Az e-tol fliggo g,(e) < g.(¢) szamokat ugy valasztjuk meg, hogy az
clfogadasi tartomanyba esés valdszinlisége minden Hy-nak megfeleld
eloszlas esetén legaliabb (1 —¢) legyen:
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P(A]T) = Plgu(e) < g(Xy, o X) < ga(@)] = 1~

mindegyik T € w, esetén.
Az elsdfaji hiba valdszintisége legfeljebb

PK/T)=1-PA|T)<¢

minden T € w, esetén. A masodfajli hiba el nem kovetésének valoszi-
nlisége, vagyis a proba ereje a H, hipotézisnek megfeleld minden
eloszlas esetében:

E(T,g) = P(K/T), aholTew,.

Az E(T, g) (pontosabban az E,(T, g)) er6fiiggvény n-t6l, T-t6l és az
alkalmazott g probastatisztikatol fiigg.

A préba annal jobb (rdgzitett T € @ paraméterérték esetén), minél
nagyobb az erdfiiggvény értéke (a proba ereje) ezen a helyen. Ha
minden T € @, értékre

lim E(T, g) = 1,

h—w®

akkor a probat konzisztensnek nevezzik.

4. A kétmintds w-proba

X és Y véletlen valtozok normal eloszlasaak ismert o és g, szOra-
sokkal. Az X-re és Y-ra vett n-, ill. m-elemi fiiggetlen mintak alapjan
vizsgalni szeretnénk a

Hy: M(X) = M(Y)

nullhipotézist. A probastatisztika:

X-Y
u:

o o3

no m

Ha H, igaz, akkor u N(0, 1)-eloszlast, és adott e-hoz a kritikus
tartomany:
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{u<—u, vagy u>u,},
a H;: M(X)# M(Y) alternativaval szemben. Itt u,-t a
2:9()—1=1-¢
egyenletbdl allapitjuk meg.
Bizonyithatd, hogy ez a proba is konzisztens.
5. A Student-féle egymintas r-préba

Normal eloszlasu valtozora csak akkor alkalmazhatd az u-préba,
ha az elméleti szoras ismert. A gyakorlatban inkabb csak az

E(Xi'"j/)z

S*2 =
n—1

korrigalt szoras négyzetét ismerjiik. Ilyenkor az N(m, o)-eloszlast
valtozéra a

H(): M(X)=m0

hipotézis ellenérzésére a

(=

probastatisztikat képezzitk. Kimutathato, hogy ez a valtozé n—1
szabadsagfoku, Student-eloszlasu. A 8. tablazatbol tetszdleges & szint-
hez meghatarozhatd olyan f,= fy15,ame €rt€k, hogy

P(—t,st5t)=¢
legyen. A kritikus tartomany szimmetrikus az origora:
11| >1,
Az ellenhipotézis:

H: M(X)=m+#m,.
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Az er6fiiggvény (= a masodik fajta hiba el nem kovetésének vald-
sziniisége):

E(m) = 1—P(~—t5§ I/EXS,:"" <1,/ M(X) = m #mo) =

n

1 /X—m m—m
:1_p(—t£§—§%( Vn+ Ol/;)gtg/m)z

a g

Z+d
=1—P(—t5§ gte/m).

Sy .y . X—m
Itt y,-1 = — (n—1) paraméterli, y-eloszlasu, Z = \/2
a a

Hig

m
N(O, 1)-eloszlasa, d = 1/;1 Az igy kapott valosziniségi valtozo

a
egy N(d, 1)-eloszlasu ¢és egy n— 1 paraméteril y-eloszlasu valtozo ha-
nyadosa. Ennek closzlasa az un. nemcentrdlis t-eloszlds, amely csak
d-t6] és n-t0l fiigg.

Ha tehat
X—my| — S i =1,
il = ||/ o -
" > Liapi = Uy
_elfogadjuk
az M(X)=my hip.
> elvetjitk

1 —¢ valdszinlségi szinten. Vigyazat: a 8. tadbldzatban (1 —¢) - 1009
biztonsagi szinthez, adott » = f+ 1 mérésszdmhoz tartozé |¢| abszo-
latértéket tartalmaz, nem pedig ¢ értékeket!

Egyoldali préba esetén, ha példaul az ellenhipotézis

Hy: M(X)=m>my,

akkor a kritikus tartomany a szdmegyenes olyan 7,-tol jobbra esé
része, amelybe ¢t (H, fennalldsa esetén) ¢ valoszinliséggel esik:

P(t>re/H0) = &
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Példaul n=30 mérés, 0,05 els6fajtaju hibavaloszinliség esetén kérol-
dali probdanadl az elfogadasi tartomany

—2,045=1,,,,<2,045,

szdm =

959 biztonsaggal. Egyoldali prébdandl (ha azt sejtjiikk, hogy m>m,
jobb ellenhipotézis) az elfogadasi tartomany:

loam =2,045,

de mar 97,5%, biztonsaggal. A 8. tablazat megfelel6 részlete:

Statisztikai biztonsag

90%, 95% 98%

n=f+1

30 1,699 2,045 2,462

Térjiink vissza a kétoldali probara! Ha példaul ¢, = 2,4, akkor:

— 95% biztonsagi szinten elutasitunk,
— 989, biztonsagi szinten elfogadunk.

Ennek magyarazatat az u-probanal mar megadtuk: kisebb bizton-
sagi szinten szilkebb intervallumba esnek a valtozo értékei. Vehetjiik
azonban a magasabb biztonsdgi szintet (és akkor elfogadjuk a H,
hipotézist), ezzel az elséfaju hiba valdsziniiségét lejjebb szoritottuk
(¢=0,02-re). Végiggondolhato, hogy ezen az dron viszont a masodfaju
hiba valoszinviségét megndveljiik (mint az u-probanal).

Ugyanez érvényes minden statisztikai probara.

Mivel itt egy sokasagbol vettiink n-elemi mintat, ezt a probat
egymintas t-probanak nevezik.

A t-prébahoz szamitégépes programot adunk a most kovetkezd
gyakorlo feladatok kézott.

6. F-proba és kétmintas -proba

a) Két fiiggetlen, normal eloszlasu valtozo tapasztalati szorasa
kissé eltér. Feltehets-e, hogy az egész sokasagban megegyezik a két
elméleti széras, o, =0,?
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Osszuk el a nagyobbik szorasnégyzetet a kisebbel! Az igy kapott

%2
F= # szamlalojardl bizonyithatd, hogy n, — 1 szabadsagfoku, x2-
1
closzlasu valtozo, nevezBjérol igazolhatd, hogy n; — 1 szabadsagfok,
S*Z
y2-eloszlasi. A két viltozé fiiggetlen. g,=0, esetén az F = é
1
(n,—1), (ny — 1) szabadsagfokl, F-eloszlasu.
Az F-eloszlasbol megallapithato két olyan hatar, amelybe a valtozo
nagy (95%-o0s) valosziniiséggel esik. Az egyik hatar 1-nél kisebb, a

masik hatar 1-nél nagyobb. A &, = o, hipotézis megvizsgalasara ele-
%2

gendd csak azt vizsgalni, hogy az 1-nél nem kisebb F = # a felsé
1
hatar alatt van-e.

Két fiiggetlen, normadl eloszldsu vdltozo szordsdnak az egyezését

F-probaval donthetjiik el: osszuk el a nagyobbik tapasztalati korrigdlt
e 2

szordsnégyzetet a kisebbikkel, az F = o2 igy szamitott értekeét hason-
1
litsuk Ossze a 9. tablazatbeli F-eloszlas értékével!

_ £ Fy; (tablazatbeli érték), _elfogadjuk
Ha F szamitott akkor
> Fys (tiblazatbeli érték), ™ elvetjiik

a két szoras egyezését (a g, =0, feltevést).

A tablazat értékei csak 95% biztonsagi szinthez vannak kiszamitva.

b) Ha ¢,=o0,, akkor feltehetS-¢ a két fiiggetlen, normdl eloszlasu
sokasagban, hogy a varhato értékek megegyeznek; m, = m,?

A varhatd értékek egyezésére (az m,=m, feltevésre) az alabbi
probat tehetjitk (feltéve, hogy o, =)

Kiszamitjuk a
| Xy — X,

V(nl—l)S’l"2+(n2—1)S§2V1 L]
n1 +n2—2 n1 n2

It} =
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statisztikai fiiggvény (réviden: statisztika) feladatbeli (aktudlis) érté-
két. Bizonyithato, hogy ez a statisztika Student-eloszlast, n; +n,—2
szabadsagfokkal. Ezt dsszehasonlitjuk a Student-eloszlds ny+n,—2
szabadsagfoku, adott biztonsdgi szinthez tartozo értékeével.

= lablazatbelis _ elfogadjuk
Ha #g4miton akkor az m, =m, feltevést

> % sblazatbelis

™ elvetjiik

az adott biztonsagi szinten.
Ha mind a szorasok, mind a varhato értékek megegyeznek, akkor
a két normal eloszlasi valtozo eloszlasfiiggvénye is azonos.

Példa. Két normal eloszlasti sokasagbol mintat vettink.

Mintaszam Mérésszam Mintastlag Mintabeli szords
I. minta n,=20 x;=171,6000 5% =3,2847
I1. minta n,=49 %,=169,2240 s%=4,6385

a) Foamion= 1,9941 < Fy5=2,0035, 1. a 9. tdblazatot:

f1
30 50

fr

19 2,07 2,0

gy 959 biztonsagi szinten elfogadjuk, hogy a két sokasdgban a
szorasok megegyeznek. Ha ez teljesiil, akkor:
b) vizsgalhatjuk, hogy egyeznek-e a varhaté értekek is!

l tszémitott} = 230829’
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ezt a Student-eloszlas f = n, +#n, —2 = 67 szabadsagfoku ¢ értckével
Osszehasonlitva (az n = f+ 1 = 68-nak megfeleld sorban keresve):

Statisztikai biztonsag
n=f+]
95% 989
61 2,000 2,390
121 1,980 2,358

ogim| <tog, de [ L m| > los.

szam

A feltevés elfogadasa mellett is, ellene is donthetiink (els6 esetben
megnodvekszik a masodfajtaju hiba valdsziniisége, kisebb a proba
ereje). Donthetiink ilyenkor ugy is, hogy tovdbbi méréseket kériink.
A példa teljes adatait, a szdmitdgépprogramot az F- és kétmintas
t-probahoz 1. a soron kdvetkezo gyakorlo feladatok kozt.

7. Welch-préba

Legyenek az X és Y valosziniiségi valtozok normal eloszlastak, és
vizsgaljuk a Hy: M(X) = M(Y) hipotézist, ha az elméleti szordsok nem
ismeretesek és az F-proba a D(X) # D(Y) eredményre vezet! Ez esetben
a kétmintas f-proba nem alkalmazhaté, s6t egzakt préba nem is
adhato meg. A H, hipotézis helyességének eldontésére Welch a kovet-
kezd statisztikat adta meg:

X-Y

2 g2’
._"+_"'
n  m

ahol ¥ és T a mintakozepek, S2, ill. S2 a tapasztalati korrigilatlan
szorasnégyzetek a megfelelo

t=

X: X1s X2 vvvy Xps
és

Y yl’ Y2, cvis Vi
mintakbdl szamitva.

210

A H, hipotézis fennallasa esetén a r-statisztika kozelitéleg Student-
eloszlasu f paraméterrel, ahol f értékét a kdvetkezd mddon hataroz-
zuk meg:

sz T sz T
I 1L m L ! n
f m—153+s,2,, n—1S;:-+S,3,
n m n m

Ha m és n elég nagy (=40), akkor ¢ kozelitéen standard normal
eloszlasu.

8. Bartlett-proba

Két normal eloszlasi valtozd ismeretlen szorasanak egyenléségét
az F-proba segitségével dontjiik el.

Kettonél t6bb normdl eloszlasu valtozo szérdsanak megegyezését a
Bartlett-probaval vizsgdljuk.

XV x® . X® normal eloszlasti valésziniiségi valtozok, ame-
lyekre vett mintak alapjan az alabbiak ismeretesek:

. N Minta . - .
Valtozd elemszam Minta Szoras Szabadsagfok
(1) * = —

X ny X115 X125 =205 Ximy Sy fi=n—1
k * - p —
x( ) ny Xk1s Xg2s ~-o> Xing S ﬁc = 1

Legyen a szabadsagfokok &sszege f:
k
f=%r
i=1

ezenkivil legyen a korrigalt szorasnégyzetek sulyozott kézepe

1

k
s == £S5,
i=1

N
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Bartlett eredménye szerint a
2,3026

K= (f g & - Zf,lg s::;’)

véletlen viltozd kozelitéen y*-eloszlasn, k— 1 paraméterrel. Itt

3(k— 1) (,Z1 fi —)

és az lg a 10-es alapul logaritmust jelenti.

A kozelités akkor megfeleld, ha az egyes mintdk legalabb négyele-
miiek.

Ha a mintaclemek szama minden valtozonal azonos n, akkor a
formula egyszeriibb.

9. Pitman-proba (két egyforma, de nem feltétleniil normal eloszldsu
vdltozd vdrhato értékének egyezésére)

Fontos kérdés a gyakorlatban, hogy az X, Y véletlen valtozdra vett
mintaatlagok mekkora kiilonbsége esetén célszeril azt feltételezni,
hogy az egész sokasagbeli elméleti varhaté értékek megegyeznek:

Hy: M(X)=M(Y),

és mikor célszerl ezt elvetni. Normal eloszlasi, azonos szorasi soka-
sagoknal ezt a kétmintas z-prébaval ellendrizziik. Normal eloszlas,
kiilonbdzd szoras, elég nagy n esetén Welch-probat alkalmazunk.

Ha a normalités nem tételezhetd fel, de a két eloszlds tipusa azonos,
akkor Pitman-prébat alkalmazunk.

Legyen az X-re vonatkozo minta X, X3, ..., X, (I. minta),

— az Y-ra vonatkozd minta Y,, Y5, ..., ¥,, (II. minta),

— a két minta egyesitésébdl nyert minta Z,, Z,, ..., Z,,, (L
minta”, ahol Z,=X,, Z, = X3, o0y Zpim= Yo

A I1I. mintat :;1 )-féleképpen oszthatjuk be két, #, ill. m elemet

tartalmazé csoportba (L., ill. IL. tipusu mintaba). A rendelkezésre allo
megfigyeléssorozat ezen csoportositdsok egyike.
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.Ki.s mintdk esetén szémitsuk ki az L. és'IL. minta szdmtani kozepei
kozti killonbség abszolit értékét, ily modon képezziik a

- - +
d4; = [ X~-Y| = ‘ m(ZX nZ)

nm

probastatisztikat minden lehetséges moédon ( ji=12,.., (m+ n))!
Legyen az indexezés olyan, hogy
dl ;dz;...%djg...; (m+n).
Valasszuk meg az e-t (az elsGfaju hiba szintjét)! Legyen k olyan
egész szam, hogy

k

m+tn

= &.

Ha a felsorolt d, >d, =... ;d(m +n) szamok kozott k-nal kevesebb

m
olyan van, amely az adott I. és II. mintdhoz tartoz6 d-nél nagyobb,
azaz ha

d.<d,

akkor a H, hipotézist elvetjiik (1 —¢ szinten), kiilonben elfogadjuk.

Nagy mintdk esetén ez az eljaras a sok szamolas miatt nehezen
veégezheto el.
Az
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un. STIRLING-formula alapjan:

n n!
(k) TR A PR
(1= k) (E) V2nk (n - k) 2n(n—k)

e
n+%
n

l’

1 n
fark' " Hn—k)

ez példaul n= 150, k=30 esetén:

ny . 1013
(k)~4,74 10°°,

vagyis 20 és 30 elembdl allo 1. és II. minta esetén is kb. 1013 darab
mintastatisztikat kell elkésziteni, és ezeket nagysag szerinti sorrendbe
rakni. Ez még nagyteljesitményii szamitogéppel sem valdsithatd meg.
Ilyenkor azonban a

1
(n—1)S*¥2+(m—1)S%? 1+ 1
n+m-—2 n m

statisztikai fiiggvény aszimptotikusan Student-féle z-eloszlasi,
n+ m— 2 szabadsagfokkal. Igy tehat a kétmintas ¢-proba alkalmazha-
t6 az elfogadashoz, ill. elvetéshez.

d=|X-7|

10. Szérdsanalizis (ketténél 1bb normdl eloszldsi véletlen vdltozo
varhaté értékének egyezésére)

Ha X és Y két, azonos szorasu, normal eloszlast valtozo, akkor a
varhaté értékek egyezésérdl a kétmintas r-prébdval donthetiink.
A szorasok egyezését F-probaval mutathatjuk ki.

214

N .\

, Vl’zsgaljuk most azt, hogy X, X, ..., X, fiiggetlen, normal eloszla-
su véletlen valtozok varhaté értéke (ismeretlen, de egyforma o széras
esetén — Bartlett-proba) megegyezik-e. Tehat a nullhipotézis:

Hy: M(X))=M(Xp)=...= M(X)=m.

A megfigyelt mintak és a beldliik kiszamithato

] n
)Eit_ Z Xij (l= 1,2, ceey r)

n,'_,':l

mintaatlagok a kovetkezok:

. . Minta :
Valtozo elemszam Minta Mintaatlag
X1 ny X115 X125 --os Xpg, Xy
X3 n, X215 X225 ++e5 Xop,y X,
X, n, Xo1s Xp2s ey X, X,

Ha H, igaz, akkor minden x;; mintaelem azonos N(m, o)-eloszlast.
Kepezzuk az Osszes megfigyelés szamtani kézepét (ami megegyezik
a mintadtlagok sulyozott szimtani kozepeivel):

roon;
A Y Y (xy—%)* an. teljes négyzetisszeget két négyzetdsszeg dsz-
i=1 j=1

szegére bontjuk. Az egyik az Un. csoportok kézéiti Z n{(%;— %)?
i=1
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r n;

négyzetdsszeg, a masik a csoportakon beliili Z Z (xi;— %) négyzet-
i=1j=1
osszege. Ugyanis minden sorban:

Z(xU x) = —nx; =0

(az x;; mintaelemek mintadtlagtol valo eltérésének osszege 0), igy

||M-.

i=1

ennek kovetkeztében a teljes négyzetdsszeg:

i (xi;j— %) = i Z (xy—x%+x—%)° =

Mw

i=1j=1 i=1 j=
r ny
= Z Z u_x:)2+2 Z Z (xu x) (X;—x)+
i=1 j=1 i=1j=
+y Y (=R = Z Z (o= %)%+ Y nfx%—%)>
i=1j=1 i=1 j= i=1
Ha a Hy: M(X,) = M(X;) = ... = M(X,) = m nullhipotézis igaz,

akkor mindegyik x;; véletlen valtoz6 egyforma eloszldsa és fiiggetlen
volta miatt a teljes négyzetdsszeg,

Zr: "Z (x;j~%)* = (n— 1)S*
i=1j=1

n—1 szabadsagfokkal y*-eloszlasu.
Ugyanugy a

i (i~ ii)z
ji=1

valtozo is y*-eloszldsu, n;—1 szabadsagfokkal. Bizonyithat6, hogy
2 ;5. Py e 2 . ,
x*-eloszlasu valtozok Gsszege ugyancsak y“-eloszlasu, szabadsagfoka
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az Osszeg tagjai szabadsdgfokdnak az sszege. Ily\e'n alapon a csopor-
ton beliili négyzetdsszeg,

Z Z (xij—fi)z
i=1j=1
szintén y>-eloszlasu, Y (m;—1) = n—r szabadsagfokkal.
i=1
Igazolhatd, hogy ha a H, hipotézis igaz, akkor a csoportok kozti
négyzetdsszeq,
2 n(%— %)’
i=1
fiiggetlen a csoportokon beliili négyzetdsszegtdl és y>-eloszlasu, r—1
szabadsagfokkal.
Akkor viszont az

_Zl ni(%; = x)? ) _Zl (xy—%)*
s2=h s s2=12L0
r—1 n—r

valtozok fiiggetlenek, kdzos varhato értékitk M(S3)= M(S2)=o, hd-
nyadosuk (ha Hy igaz) F-eloszldsu (r— 1, n—r) paraméterrel. A

MX,) = M(X,) = ... = M(X)) = m

hipotézis ellenorzésére F-proba alkalmazhato.
A szoOrasanalizisben hasznaljak az un. szorasfelbontd tablazatot:

] ] - - , | 1
Négyzetosszeg Negyl?:&;sszcg Szabadsagfok szggfssnz:glyazgt
4 Csoportok
-_— —4 N -._ ' 2 - * -
(l" 1)-!'1 'Zl nl (xl x) koztl r 1 Sl
r
Csoporton
2 2
n-r)s X;—X e n=r s
{ )s:= 2 z (e — %) beliili ?
i=1j= ].
r
(-1 = ¥ 3 (- B | Telies n=1 s
i=1 j=1
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Erdemes megfigyelni, hogy a szorasnégyzetek a szabadsagfokkal
szorozva OsszegezGdnek:

(n=1)S§* = (r—=1)Si+(n—r)S3,
a szabadsagfokok is ,,0sszegezédnek™:
n—1=r—1+n—r.

A teljes negyzetOsszeget keét, egymastol fiiggetlen négyzetosszeg
Osszegére bontottuk: az egyik magyarazza, méri a csoportok kozti
eltéréseket (a szisztematikus hibat ), a masik a csoporton beliili eltéré-
seket (a véletlen hibat).

Megjegyzés

Az itt kozolt anyag a szérasanalizis egyik fejezete, az Uin. egyszeres
osztdalyozas (egyszeri csoportositds). Ha példaul egyféle anyagbdl
sodratot gyartunk r killonbozo gépen, akkor azt vizsgaljuk, hogy a
fellepo egyetlen hatds vagy masként egyetlen faktor miatt (ti. a kiilon-
boz6 gépeken valo gyartas miatt) azonos normal eloszlasu-e az r db
sokasag. Hétkoznapi nyelven szolva azt vizsgaljuk, hogy egy hatds
(egy faktor) esetén egyforma mindségii-e a termék.

Ha viszont k& kiillonboz6 anyagbdl, m kiillonbozé gépen allitunk el
egy alkatrészt, akkor két faktor hatdsa utdn vizsgdljuk, hogy pl. toré-
szildrdsdag szempontjabdl egyforma minoségii-e a termék, melyik gép,
ill. melyik anyag a kedvezobb. Az egyik faktor kdlesonhatdsat (inter-
akcidjat) ki kell kiiszobolni. Ez madr kétfaktoros (kétszeres osztdlyozd-
son alapulé) szdrasanalizis.

Létezik harom-, négy- stb. faktoros vizsgalat is. Ha pl. hdromszo-
ros osztalyozasnal az egyes faktorok #y-, n,-, ns-féleképpen, azaz n,,
n,, ny szinten fordulhatnak eld, akkor a lehetséges Osszes szintkombi-
naciok (celldk) szama n,n,n;. Ez a szam sokszor olyan nagy, hogy
a sziikséges id6 és koltség miatt nem valdsithatd meg ennyi kisérletso-
rozat. Ilyenkor megelégediink olyan kisérletsorozattal, amelynél bizo-
nyos cellak tiresen maradnak (nem teljes kisérleti elrendezések, latin
négyzet, nem teljes blokk, véletlen blokk). Olyan cellakat kell iiresen
hagyni, amelyeknek a hianya alapjan még megfelelo, megbizhatd
kovetkeztetéseket vonhatunk le.
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A kvalitativ és kvantitativ faktorokat egyitt vizsgald szérasafalizis
a kovarianciaanalizis.

A kiilonboz6 szint példaul azt jelenti, hogy n; kiilonb6zd anyagbdl,
n, kiildnbdzd esztergan és n; kilonbozé polirozégépen gyartjuk az
alkatrészt. Fzekkel a témakkal bovebben ismerkedhet az Olvaso pél-
daul Vincze Istvan: Matematikai statisztika ipari alkalmazasokkal c.
konyvében.)

11. Szekvencidlis modszer hipotézisvizsgalatra

Az eddigiek soran az x,, x, ..., x, mintaelemekbdl elkészitettiik a
probastatisztika aktualis értékét, és egy-egy hipotézisrdl ennek az
egyetlen szamadatnak a birtokaban dontottiink.

A szekvencidlis modszerrel torténd hipotézisvizsgdlat ennél alapo-
sabb. Tegyiik fel, hogy X valdszinlségi valtozo eloszlasat az F(x, T)
eloszlasfiiggvény jellemzi. A H, nullhipotézis az, hogy az ismeretlen
paraméter (vagy paramétervektor) értéke T=T,, a H, alternativ
(ellen) hipotézis az, hogy T'=T,#T,.

Minden egyes mintaelem megfigyelése utan haromféle déntés vala-
melyikét hozzuk:

a) a H, hipotézist elfogadjuk T
b) a H, hipotézist elvetjiik (vegso dontes),

c) el sem fogadjuk, el sem vetjiik Hy-t, hanem ujabb megfigyelést
végziink (elodazas).

A szekvencialis vizsgalatnal elére megadjuk a lehetséges tévedések
valdszinliségét. Legyen az els6faju hiba valoszintisége o, a masodfajué
B. Szamitsuk ki az
_1-5 ;

es B=—
o 1—o

A

hatdrmennyiségeket! A ddntést az Gn. L likelihood-hanyados segitsé-
gével végezziik:
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L<B B<L<A4 LzA
Hj-t elfogadjuk Ujabb mintaelemet Hy-t elvetjik (vissza-
(elfogadasi tartomany) vesziink (indifferens utasitasi, kritikus
tartomany) tartomany)

A kozépsO esetben a mintavételt mindaddig folytatjuk, mig L értéke
az A vagy B hatarokat at nem lépi. Ha az L valosziniiséghanyados
értéke igen nagy mintaelemszam esetén is mindig B és 4 kozé esett,
a probat befejezhetjitk ugy, hogy Ho-t vagy H;-et fogadjuk el attol
fiiggden, hogy a valoszinliséghanyados B-hez vagy 4-hoz esik koze-
lebb. Ez az eset csak ritkan kovetkezik be, mégpedig akkor, ha
T értéke sem To-val, sem T';-gyel nem egyezik.

Az L likelihood-hanyados minden egyes mintavétel utan annak a
valosziniiségét adja meg, hogy hanyszorta valoszinilibb az adott minta
eléfordulasa a H, feltevéssel, mint H, esetén. Az elsd, masodik, ...,
k-adik mintavétel soran (ha addig a valdszintiséghanyados értéke az
indifferens tartomanyba esett) rendre kiszamitjuk az

_ ___P(X:xl/Tl)
N 1_P(X=x1/T0)’
P(X=x,/Ty) P(X=x,/ Ty)

L=1LIl= s eres
Y2 P(X=x, ] To) (X=x,] To)

P(X=x;/T)

L = 1112 lk
P(X=x;/ To)

i
i

valosziniség-hanyados értékeit (a figgetlen mintavétel miatt az
egyiittes bekovetkezés valoszinlisége az egyes valoszinliségek szorza-
ta). Mivel folytonos esetben az x; kozelébe esés feltételes valoszinlisége
a stiriségfuggvénnyel adhatd meg (példéul: P(x; < X < x;+4x;/ Ty ~
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~ f(x;, T1) 4x;), ezért itt a Ax; értékekkel vald egyszertsités utan a
likelihood-hanyados a k-adik mintavétel utan:

k
Hf(xb T))
L=1LL. L=

l_[ f(xn TO)

Ha logaritmussal dolgozunk, akkor szorzat helyett a konnyebben
kezelhet6 dsszeadashoz jutunk. Folytonos esetben tehat:

lgL=Zlgl, Zlf(qul)

f(xn TO)
ill. diszkrét esetben:

o p(X=x;/ Ty
el = ) e pon Ty

Természetesen ekkor az elfogadasi tartomany hatara Ig B, a kriti-
kus tartomany hatara lg A4 lesz.

A szekvencialis modszer becsléselméleti és hipotézisvizsgalati prob-
lémakra a magyar szarmazasu Abraham Waldtol szarmazik. Elonyei:

— aveégso dontés meghozatalara lényegesen kisebb elemszamu min-
tara van szilkségiink, mint a kotott mintaelemszamu vizsgalatoknal
ugyanolyan elso- és masodfaju hibavaloszinliségek mellett;

— itt a masod- és elsdfaju hiba valdszintiségét elére meg tudjuk
szabni.

Gyakorlé feladatok
1. Egy automata csévagd gép 1200 mm-es darabok levigdsara van bedllitva.

A gép 1200-16] eltérd hosszusagli darabokat is levag. A levagott ¢sd hossza
véletlentdl fiiggd valtozo, elézetes adatfelvételbdl tudjuk, hogy normal eloszla-
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- su. Az 1200 mm-t&! felfelé és lefelé maximalisan 9 mm eltérés még elfogadhatd.
Normal eloszlasnal a varhato értéktél felfelé és lefelé 3o az eltérés, 99,73%
valoszintiséggel. Ennek alapjan ugy tekintjilk, hogy az egész normal eloszlasa
sokasdgban a varhatd cs8hossz my= 1200 mm, a szoras =3 mm. Kivalasz-
tunk n=16 legyartott csdvet. A mintabdl kapott méretek: 1193, 1198, 1203,
1191, 1195, 1196, 1199, 1191, 1201, 1196, 1193, 1198, 1204, 1196, 1198, 1200.
A minta atlaga x=1197 mm.

Elfogadhaté-e hogy az eltérés nem jelentSs (nem szignifikdns), vagyis az
egész sokasdgban a varhato érték my=1200?

A véltozd normal eloszldsu, az elméleti széras =3 ismert. u-probaval
donthetiink.

)E_mo
I

g

\ Uszémitot | =

3

=’|/ig£97“_1209|:4’

azu = V;z O statisztikai fiiggvény (rdviden statisztika) normal eloszlasu,
g

95% valdszintiséggel allithatjuk, hogy értéke — 1,960 és + 1,960 koze esik (1. az
5. vagy 8. tablazatot):

Statisztikai biztonsig

90%, 95% | 99.9%

oo | 1,645 | 1,960 | ... 3,291

Mivel |4y imion] = 4 > Ugbizsaver; = 1,960, ezért az mg = 1200 feltevést elvet-
jiik, a mintaatlag nem véletlenill tér el tdle, az automatat Gjbol be kell allitani.

Lathato, hogy més szinteken dontve (90%, 99,9%) is ugyanehhez a dontés-
hez jutunk (mindegyik tablazatbeli érték kisebb a szamitottnal).

2. Igazoljuk, hogy az u-proba E,(m) erdfiiggvénye @) minimalis az m=rmqg
helyen; b, szimmetrikus az m=m, egyenesre; ¢) E, . ((m) > E,(m), ha ms#my!
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a) Az erdfiggvény a masodfaji hiba el nem kdvetésének valosziniisége.
Masodfaji hibat akkor kovetink el, ha m#m, és mégis elfogadjuk a
H, . m = my nullhipotézist annak alapjén, hogy a mintabél kapott v az 1 —«
valosziniiségl elfogadasi tartomanyra esik:

IIA

Uy,

- o
SX=motu,—

I W

Mo—m X—m _my—m
= tu,

o/[//r_z a/ln

. X—m
mivel most / standard normal eloszlasa, ezért a masodfaji hiba el nem
a/fn

koévetésének valoszinlisége (a proba ereje):

E(m) =1-f=1-g 2" 4 )+g(’"°"m- :
(a/L/E )N o

Ez a fuggvény az m#m, feltevés miatt tulajdonképpen nincs értelmezve
m=my-nil. Vegylik m=m, helyen fuggvényériéknek a képlettel kapott

Emp) = 1 =B (u )+ O (—u,) = 1=[@u)-O(—u) = 1-(1—a) = &

érteket. Az igy kapott E,(m) erdfiiggvény minimuma ott leker, ahol az elsd
derivaltja 0:

M_ , _@ mo—m Mo —m
R (R e
R/__/ Rr_../

a b

ez vagy akkor lehetne, mikor a=5, azonban

mo = m m
. tu, #b = Uy

a= oM _
aflin U/\/’; *
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Vagy pedig akkor lehet, ha a= — b, vagyis

mo—m o _ _ my—m
a/{/;t “ o/[/;
m=myg.

Igazolni kell még, hogy m=my-nal valdban minimum van.

" < 0, igy a 23a abran jelolt g, > ¢,, tehat

Ha m>m,, akkor
] a V"

E,(m) = @(4’1 —@2) > 0,

‘\P(U)
‘Pz \P‘
i —+ —-
—-u U u
m —n1| ! X i I mg_,,m
G?VH . ' |' 61Vh
23a abra a)

ezért az erofiiggvény ezen a szakaszon szigoruan monoton ndvekedd.

Ha m<m,, akkor 1tt LS 0, a 23b abran jelolt ¢, <g@,, vagyis m<mq
a/[/'.
esetén
V
Ey(m) = ;(7’3“/’4) <0,
az erdfiiggvény ezen a szakaszon szigordan monoton csokkend.
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1?(@

Yy ¥,
3
: T
mo:nL'IIO(I I Uocl b mg-m
i |
61Vn '| -t e
23b abra b)

Az eréfuggvény tehat m=mgy-nal minimalis, a minimalis figgvényériék «
(az els6faju proba valosziniisége).

b) E(my—x) = 1-@(U/x—l/; +ua) (W—u)
o))
el Lol =)
o))

En(mo - X) = En(mO + X),

E (my+x)

H

it

az eréfiiggvény valoban szimmetrikus az m=m, egyenesre.
Mindezeket hozzavéve az elméleti tudnivalokban kozo6lt anyaghoz, lathatd,
hogy az eréfiiggvény képe valéban olyan, mint azt a 22b dbran bemutattuk.
c) Lattuk, hogy n-elemll minta esetén az erSfiiggvény:

e {5 o) 450

a b
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O(a)— B(b) a p{x) haranggdrbe alatti teriilet az (a, b) intervallumon {ez adja
meg f értékét, lasd a 24. abrat az m<my esetben). Ha n helyett (n+ 1)-et
vesziink, akkor a 2u, széles intervalium jobbra tolodik, a @(x) haranggdrbe
alatti, ugyanolyan széles intervallum folotti uj teriilet kisebb lesz, mint az elébb
volt.

A‘P(u)

B Jr——
I ——
X
Mg-m
61Vn
mo—m Mp-m

sive TUe e U
24. abra

Mg —m

0/1/;:

bedik, az eréfiiggvény n ndvelésével né. Tehat

Az m> my esetben negativ, a 2u, széles teriilet balra tolodik, kiseb-

En+ l(m) > En(m);

ha m+#m, (m=m, esetén mindkét eréfiiggvény érteke o). Még inkabb igy van,
ha n+2, n+3 stb. elemszaml mintat veszink. 4 mdsodfajit hiba valészinisége
csékken, a proba ereje né, ha n-elemii minta helyett nalanal nagyobb elemszdmu
mintdt vesziink.

Lattuk mar, hogy han — oo, akkor E(m) — 1, — 0 (azaz a préba konzisz-
tens).

3. Egy probaval szemben szokas még azt a kovetelményt is tamasztani,
hogy torzitatlan legyen, vagyis ha a tényleges eloszlas az ellenhipotézishez
tartozik, akkor Hy-t nagyobb valdszinliséggel utasitsuk el, mint ha H, allna
fenn. Azt kivanjuk tehat, hogy a kritikus tartomanyba esés valosziniisége >«
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(=a lfritcikus tartomanyba esés valosziniisége H, fennallasa esetén) H, ellenhi-
potézis igaz volta mellett.

Mutassuk meg, hogy az u-préba torzitatian is!

Ha Hy: M(X) = my, igaz, akkor a kritikus tartomanyba esés valoszintisége:
Pu<-—u)+Pu>u) = H—u)+1-0u,) = a.
Ha H: M(X) = m # m, igaz, akkor az
X—-my XxX—m m—nygy _X—m

u = XM +
o-/[/; a/ﬁ a/[/; G’/I/I;

vz}ltoz() N(d, 1)-eloszlasn, tehat ez esetben a kritikus tartomanyra esés valoszi-
niisége:

+d

Plu< —u )+ Pu>u) = F(-u)+1-F(u) = I(—u,—d)+
+1-(u,—d).

Legyen d <0. Figyeljik most a 25. abrat (ahol kihasznaltuk a J(x) fiiggvény

1
(O;E pontra valo szimmetriajat)! Mivel a @(x) fiiggvény az (u,+d;u,)

¢ (x)* 8 (—Ug-d) ®(-lod) =1 & (Ug)

| \ 1- & (Uug-d)

—Ug¢ "'UO("d U,
25. abra
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intervallumon , meredekebben” emelkedik, mint az ugyanolyan hosszisagl
(u,; u,— d) intervallumon, ezért az dbran feltintetett jeldlesekkel:

Zy> I3

(ezt az érintd iranytangens valtozasaval, a fiiggvény alulrél konkav voltaval
pontosabban is be lehet latni). Igy a

CB(—u,—d) = K(—u)+zy,
1-Ou,~d) = 1-O(u)—z,
egyenletek Osszeadasaval allitasunkat igazoltuk:
H—u,—d)+1-Bu,—d) = O(—u) + 1 -0 +z,—2,>O(—u,)+
+1-9(u,) = a.

Ha d> 0, ugyanigy végigvihetd a bizonyitas (az dbra ekkor az ordinataten-
gelyre szimmetrikus).

Megjegyzés

a) Az, hogy a kritikus tartomanyba esés valosziniisége a H hipotézis esetén
a legkisebb, egyenértékii azzal, hogy az elfogaddsi tartomdnyba esés valészinii-
sége akkor a legnagyobb, (1 — a), mikor Hy, dll fenn. A proba torzitatian voltat
ezzel is megfogalmazhatjuk. Ezér: fogadiuk el (Ugzmivon] S Uiipiazarver; €5€TERN
inkdbb H,-t, mint H,-et.

Ez az eredmény az erdfiiggvényrdl is leolvashatd: 1— E,(m) megadja az
elfogadasi tartomanyra esés valosziniségét. Ez a legnagyobb, ha az m=m,
feltétel teljesiil, ekkor P(1uy amicn! =1,) = 1— 0.

b) Bizonyithatd, hogy a kétmintds u-préba is konzisztens és torzitatlan.

¢) Az, hogy az elfogadasi tartomanyba esés valoszinlisége akkor a legna-
gyobb, mikor H, all fenn, tulajdonképpen a maximum-likelihood modszer
kiterjesztése a probakra. Ott olyan becslést fogadunk el, amely esetén az adott
minta bekovetkezési valésziniisége a legnagyobb. Itt olyan hipotézist, amely
esetén az adott mintabdl szamitott » a legnagyobb valoszinliséggel esik az
elfogadasi tartomanyra.

4. Szerkessziik meg az 1. gyakorld feladatban szerepld proba erdfiiggvé-
nyét!
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Az £=0,05-hez tartozé u,=1,96 (a 2 - O(u)—1 = 0,95 egyenletbdl). A ma-
sodfaji hiba valdsziniisége:

§= g(lzoo—m +]96)_g(1200—m_196
e we )

m=1199 esetén:

p(1199) = 0(2 + 1,96)—0(3 - 1,96) = 0(3,29)— (- 0,63) =

= 0,999 49 - 1+0,7357 = 0,73519.

Annak a valésziniisége, hogy a mintabol szamolt u érték m= 1199 esetén
az elfogadasi tartomanyra esik, elég nagy (kb. 74%).
m= 1198 esetén:

8 8
B(1198) = @ (5 + 1,96)—0 (5 - 1,96) = 0(4,63)— 2(0,71) =
= 0,238 897.

Most tehat sokkal kisebb (kb. 24%) az elfogadasi tartomanyra esés valdszi-
nisége.

' Tudjuk, hogy az E(m) = 1— f erdfuggvény m=my=1200 helyen &= 0,03,
¢s hogy az erdfiiggvény az m=m, egyenesre szimmetrikus. Az erdfiiggvény
m=1200-t6] jobbra-balra rohamosan novekszik, értékei;

E(1198)= E(1202) = 0,76,
E(1199)= E(1201)~ 0,26,
E(1200)=0,05 (itt a legkisebb).

Gorbéje a 26. abran, ahol

f<1—ua,

€S AZ |Ugamion) < Ugbuzawer CEYeNlOtlenség fennallisanak a valdsziniisége
m=nmqy= 1200 esetén a legnagyobb.

5. Az el6z6 feladatban a kritikus tartomany,

X, ={u>u, vagy u<-—u},

szimmetrikus volt az origéra.
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076
075

050+

0z |
025

005 4 — —
I 1 I T I
198 199 1200 1201 1202

26. abra

Az 1. gyakorld feladat adataival keressiink most origora nemszimmetrikus
kritikus tartomdnyokat! Tegyik fel, hogy 1207 mm atmérénél nagyobb miisza-
ki okokbd6l mar nem kivanatos. 0,9544 valosziniséggel:

my—20 =X =< m;+2g,

m; + 20 tehat maximalisan 1207 lehet, vagyis m; maximum 1201 lehet. Legyen
a nullhipotézis:

Hy: M(X)=my=1200,
az ellenhipotézis pedig:
H: M(X)=m,=1201.

A kévetelmény az, hogy azonos £= 0,05 elséfaju hiba mellett olyan probdat
vdlasszunk, amelynél a masodfaji hiba a legkisebb, vagyis az erdfiiggvény a
legnagyobb (voltaképpen azt keressiik, hogy melyik a jobb proba M(X)=m,=
=1201 esetén).
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| —
m

I. Lattuk, hogy a
095=1-¢=20(u)—1
egyenletbdl (amely az elso6faji hiba szintjét szabalyozza) a kritikus tartomany:

X, = {u>196 vagy wu<—1,96}

~Ug=-196 ug=196 Y

27a abra

(27a abra). Lattuk, hogy az erdéfuggvény (a misodfaju hiba el nem kdvetésének
valoszinilisége a H, hipotézis tcljesiilése esetén):

elfogadasi
tartomany

——
Eymy) =1-f, = 1-P(—u,Susu/H,),
itt az

_ X—my _ X—my + my —my
O‘/l/; o/l/; O'/I/I;
St

d

U

statisztika N(d, 1)-eloszlast F{u) eloszlasfiiggvénnyel, tehat

E(my) =1-Fu)+F—-u)= 1=O(u,—d)+0(—u,~d) =

1 1
1-0(196- —|+0( -196— —— ] =
( 3/;/16) ( 3//16)

0,264 81 ~ 26%,

amint azt mar kiszamitottuk.
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II. Ha most olyan #, = — 1,80 é&s u, hatarokat kereslink, amelyre a

Plu, Su<uz) = Ouy)—Huy) = 095 = 1—¢

egyenletbdl u,-t megkeressiik, akkor azt kapjuk, hogy a kritikus tartomany:

X, = {u<—-1,80 vagy u>220}.

b) 4* ()
/W 095
{ L7 L4 ’u
uy=-180 u,=2,20
27b abra

(27b abra). Az eréfiiggvény az m; helyen:

elfogadasi
tartomany

Ey(my) = 1= Py, SuZuy[H) = 1~ Fu)+ Fu,) =
1=O(u,—d)+O(uy—d) =

1-9 2,20-"i +0 —1,80—i =
3 3

1—0(0,87)+3(~3,13) = 1-0,8078 +1—0,99909 =
= 0,193 31 ~ 19%,

il

vagyis a proba ereje kisebb, mint elébb volt.

II1. Keressunk most egyoldali kritikus tartomanyt! Ha
P(u<u3) = @(ua) = 1_8 = 0,95,
akkor ebbdl u; = 1,65, és igy a kritikus (visszautasitdsi) tartomany:

X, = {u>1,65)
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c) “f (u)

4
095 %\
£ ! -

T
Uy =165 u

27¢ abra

(27c abra). Az er6fiiggvény most az m, helyen:

Ex(my) = 1= P(uus/Hy) = 1= Hu;) = 1 =O(us;—d)y =

4
1—@(1,65— 5) = 1-0(0,32) = 1-0,6265 =

0,373 5 =~ 379,
ami az eddigi legjobb proba.
IV. Tikrozziik a I1. eset hatarait az origoral A
Plu,=—-2208usu,) = Mu)-O(u;) = 1—¢ =095
egyenletbdl nyilvan u,= 1,80, a kritikus tartomany:

X, ={u<-220 vagy u>180}

) ¥ (u)

I
U=-220 ! u,=180 u
27d dbra

(27d abra). Az erdfiiggvény az m, helyen:
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Eymy) = 1= P, suzu,/H) = 1= Fuy)+ Flu,) =
1-O(u,—d)y+ O (u, —d) =

1-0 1,80—E +9 —2,20—ﬂ =
3 3

1-0(0,47)+ @(—3,53) = 1—0,6808 + 1 —0,999 79 —
0,319 41 ~ 329/

i

Valamivel gyengébb a proba, mint a ITI. esetben.
V. Ha most a IIL. esetben tiikrdzzilk a hatarokat az origéra, a
Plu>us) = 1—Pusus/H,) = 1—O(us) = 1—& = 0,95
egyenletbdl nyilvan us = — 1,65-6t kapunk, és igy a kritikus tartomany:

X, = {u< — 1,65}

e) ¥ (u)

095

165 |
US 3—1‘65 u

27e abra

(27e abra). Az erofliggvény az m, helyen:

Es(m,) = 1-Puzus/H,) = Plu<us/H,) = Flus) =

H(us—d) = @(—1,65— g) = g(—-298) =

= 0,0014 ~ 0,14%;.
Ez az eddigi legrosszabb proba.

A legjobb préba M(X)=m,=1201 esetén a IIL. alatti, ahol a ,kritikus
tartomdany valészintisége”:
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H, teljestlése esetén P(X,/Hy)=¢=095,
H, teljesiilése esetén P(X,/H,)=10,3735.

legjobb tehat, ha a

Hy: M(X)=my=1200
nullhipotézis és a

H;: M(X)=m,=1201
ellenhipotézis esetén igy dontink. Ha

- Sus=1,65, _ elfogadjuk
Ugpsmitott akkor a H, hipotézist
>uy=1,65, -~ ~ elvetjiik,

elvetés esetén H,-et fogadjuk el.

6. A mintatér olyan X, és X} kritikus tartomanya, amelyek esetén az
els6faji hiba valésziniisége azonos:

P(X,/Hy) =¢ & P(XY/Hy) = ¢,

megad 1—¢-szintll prébat. Az X, -préba ,,jobb”, ,erésebb”, mint az Xi-préba,
ha a proba ereje X, esetén nagyobb, mint X3¥ esetén, azaz ha

P(X,/H))> P(X*/H)).
Legyen a nullhipotézis:
Hy: M(X) = myg,
az ellenhipotézis pedig:
Hy M(X) = m, > my.

Az X, -préba egyenletesen jobb préba, mint az X¥ proba, ha minden m; > my-
ra nagyobb az ereje, mint a masodiknak. Az elsd proba erdfiiggvénye tehdt
minden my >mq esetén a masodik préba erdfiiggvénye folott halad.

A legerésebb proba konstrukcidjat adja meg a Neyman—Pearson-lemma: A

X

Hy:P(X<x)=Fx)= | flpdt

— o0
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nullhipotézissel szemben timasszuk a
H,:P(X<x)=Gx) = | gndt

alternativ hipotézist. A nullhipotézis elfogadasahoz vagy elvetéséhez a legerd-
sebb proba az azonos 1 — e-szintil probak kozott a kovetkezd. H-t elutasitjuk,

g( ) > ¢, és elfogadjuk, ha =—— 9x) = c. Itt a ¢ allandot a
f(x) fx) —

(“}Exi . /Ho) -

dsszefiiggésbol hatirozzuk meg. F(x) és G(x) folytonos closzlasfiiggvények.

Mutassuk meg a Neyman—Pearson-lemma segitségével, hogy az elébb ka-
pott (I-V.) probak kozott a legerdsebb a III. proba, mégpedig minden
my > mg-ra (tehdt az m; >m, tartomanyban egyenletesen a legjobb)!

A Hy: M(X) = m hipotézis egyenértéki a kovetkezovel:

x“mo
Hy:Plu= < x ]| = ().
(" offn )

A H,: M(X) = m;>m, hipotézis pedig a kvetkezével:

d

o —

X—mg my—mg
H: = =0 x-——).
P(“ ol <x) (x ol )

A Neyman—Pearson-lemmaban szerepld ¢ allandot a strdségfliggvények
hanyadosabol kaphatjuk meg (fethasznaljuk, hogy a masodik eloszids N(d; 1)-
eloszlas, az elsO pedig N(0; 1)-eloszlas). Ha

1 _w—dp?
— 2
2
o
fw) I 7
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akkor H,-t elutasitjuk, ha pedlg% £ ¢, akkorelfogadjuk. A ‘;}% > cegyen-
U

16tlenség akkor és csak akkor all fenn, ha

u?—(u—d)?

w—(u—d)* > In 3,
2ud > In 2+ 45,

In ¢+ d?
2d

u >

H esetén ez utobbi egyenlétlenség fennallasanak a valoszintisége e, tehat

In ¢* + d?
P(u > BT u,/Hy) = &,
P(u < ujHy) = 1—¢,
Iu,) = 1—¢.

Az utobbi egyenletbol u,-t meghatarozva, az u> u, esetben H-t elutasitjuk,
u=u, esetben Hy-t elfogadjuk. gy a HI. alatti probat kaptuk meg, amely a
lemma értelmében a legerdsebb proba minden m, >my-ra, tehat egyenletesen
a legjobb proba az m, > my tartomanyon.

Ha tehat olyan sejtésiink — miiszaki okokbol torténé kikotésiink — van, hogy
az M(X)=m, nem teljesiilése esetén jobb feltenni az M(X)=m, > m, hipoté-
zist, akkor ennck a tesztelésére a III. alatti proba a legjobb.

7. Vizsgaljuk meg az elézé gyakorld feladatban mutatott II. pont alatti
proba erdfiiggvenyet, F,(m)-et!

A probahoz tartozo kritikus tartomany
x={u<u; vagy u>u,}
valoszinlisége H, fennallasa esetén:

P(X,/Hy) = ¢ = 0,05,
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ahol u, = — 1,80, u,=2,20. Az erbfiiggvény:

Ey(m) = | — Plu, Su<u,/H) = 1— @(uz— m_’"°) +
o'/[/};

+ @ ul - i _m() -
G'fl/l;
Az erofiiggvény m, helyen ugyanannyi, mint az I. proba erdfiiggvénye my
helyen:

E,(my) = 1~Pu, Susuy/Hy) = 1—(1—¢) = ¢ = 0,05.

— Keressiik derivdldssal az erdfiiggvény minimumat!

distm) _ N (L memo\ Y [ mome)
dm a 2 a/V;z (43 ! G'/V; ’

() ()
2

¢ 2 —e =0,
2 2
m=mgy m—mg
u; — =\~ >
O’/V; a/l/r;
m_mo m_mo
a) u, — =u

1 s
oljn o/)n
ez u, #u, miatt lehetetlen,

m—my m—Mg
b) U — = — Uy,

G/Vr_t O'/I/i;

= (uy tu,)

Mpin +my.

g
2|/n
Itt lehet minimum. Igazoljuk, hogy valéban van minimum.

a
c¢) Ha m>m,, = (u, tu,)—— +my, akkor
2|/n
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Mmy—m

a/[/;
a/[/_
a/|/_

dEy(m) _n mog—m) mo—m
dm a l:(p\(uz*r a/l/; ) (P(u1+ a/|/r_1 ):I >0
Y

J/

1
< = = (uyt
5 (g +u,),

1
+”’z <z (uz_“1),

1
+u — —(uy—uy),
1 2(2 1)

-

@y @2

mo—m
®—) Haa

P

derivalt pozitiv az m > m,,, szakaszon, akkor itt E,(m) nb.

%‘I’(x)
“Pz "1 >Yz

(. a 28a 4brat; azt is kihaszndljuk, hogy u, +

a)
28a abra

d) Ham < my, = (u; +uy) +my, akkor

7
2yfn

mo_m l
tu, > 5(“2‘“1),

a/[/r;

Mg —

a/ |/r_1

M=Vj[¢(”mo—m_ oY),
dm o 2 J/l/]; qj ! “/V;

\

1
+tuy > — 5(“2‘“1%

g v
@3 a4
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—m my—m .,
(1. a 285 dbrat; felhasznaljuk, hogy u, + Ho > uy+ —> . A derivalt
ofln cr/[/r;
negativ az m <m,,;, szakaszon, igy itt E,(m) fogy.

¥(x)
o N

1 L
- 2—(U2 -U1)
28b Abra b)

A fogyobol névébe dtmend E,(m) erdfuggvénynek m,y;, abszcisszandl valo-
ban minimuma van. Megjegyezziik, hogy

o
2yn

ha |u;l < u, (amint ez szimpéldankban teljesiil). Mivel mg-nal
E (my) = E;(mg) = &, ezért

m_.. = (1, +u,) +mgy > my,

min

min E,(m) < min E,(m).

- Igazoljuk, hogy E,(m) szimmetrikus az
a
m= My = (0 +u)—7= +mg
2|n
egyenesre!
My =—m mMg—m
Eym)y=1-@ : +iu, +$(L’“+”1)a
a/[/; a/l/;

EZ(mmin_x) = 1_@(_ %(u1+u2)+u2+ —X'V,)-'l-

aflin
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1
+(D(— S+ u)tu+ ﬁ) ~

-0 Ly —up+ 2 o (Lt
=1 Q(z(ul u)+ G'/l/’;) +@(2(u1 uz)+ a/ﬁ)’
El(mmin+x) = 1_@(% (”2‘141)— L)"‘

U/Vi_‘t
1
+0 (5("1""2)_ G/x[/_) =
n

=1- []—0(-— %(uz—ul)-l— ;/x—ﬁ)] +1-—

-0 ("‘ %("1 —uy)+ _L) = Es(Mpyin— X);
a/ﬁ
a szimmetria valoban fennall.
- Igazoljuk, hogy az erdfiiggvény hatdrértéke végtelenben 1:
E,m)—-»1, ha m- +oo.

A szimmetria miatt elég csak m — oo-re bizonyitani.

Ez ~1- mo"‘m+ L)+ Me—m o
™ (p(a/l/ﬁ ) q’(a/t/ﬁ +”)

2 1-0{(—0)+@P(—c)=1-0+0 = 1.

— Az E,(m) erdfiiggvény gorbéje lathatd a 294 abran.

29a 4bra Mo Mpin
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8. Az n, 0, m, és £ valtozatlanul hagydsaval valtoztassuk az u-probat ugy,
hogy killonbozd (u,, u,) elfogadasi intervallumokat vesziink! Vizsgaljuk az igy
letrejovo erdfiuggvényeket!

— Elészér megadjuk az elfogaddsi tartomany hatdrait ugy, hogy
PuySusuy/Ho) = 1—¢

legyen.
Az erdfiiggvény

Em) = 1-Pu,Susuy/H,) = 1=Quy~d)+ Q(u; —d),
ahol

_m—mg
G'/V;l- '

Az egyes probaknal az elfogadasi intervallum hatarara az alabbi értékeket
kaptuk (felhasznalva, hogy @(— 0)=0, @(c0)=1):

d

Proba Uy Uy

I —1,96 1,96
IL —1,80 2,20
Ii. — 1,65
Iv. -2,20 1,80
V. - 1,65 o

Az I-II-1V. probdkra az el6z6 gyakorlo feladat levezetésének minden pontja
érvényes:

E{mg)=e, (k6zds pont),

l a ’ " r
Mopin = 5("1 tuy) = tmyg (szélsbérték),

n
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E(myin—x) = E(Myin+x) (szimmetria),

E(m)—-1l,ham— £ (hatarértck a véptelenben),
i=124.
o . ryr y . . Mpin — Mg
A minimum nagysaga az I-II-IV. probiaknal (mivel itt d = ——>—= =

a/ﬁ
1
= E(ul + uz)) :

min E{m) = 1—0(uz— %(uﬁuz)) +(D(u1— %(uﬁuz)) =

= 1—0(%(142—141)) +0(%(u1_u2)) — 2-@(“1;1”),
R,

B

\
-9 (5 (“2"“1))

— Igazoljuk, hogy E,(m) tiikdrképe az m=my egyenesre az E,(m) fiiggvény!

Ex(motx) = 1~ Quy—d)+Q(u, —d) =

oo ) ol )

A 1V. probanal u3¥ — 1y 65 Uy, = —uy, igy

Efmo—x) = 1 — Qug— )+ Qluy ~ d) = 1—@(—u1+ L)Jr
O’/l/};

roone ) ool i)
ol ) el )
ol )

E\(img+x) = Ey(my—Xx).
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A 1. proba erdfiiggvényének tikorképe az m=m, egyenesre valoban a IV.
proba erdfiiggvénye.
Az 1, I1., IV. probaknal u, — oo esetén u; — — 1,65,

min E(m) =2-Q (ﬁ;—uz) — 0.

Ha wviszont ugyanezen probaknal u; — — oo, akkor u; — 1,65,

min Egm) = 2- @ (“—‘;—“&) S 0.

A 29b abran vazoltuk az I-II-1V. probak erofiiggvényeit, a szaggatott
gorbén sorakoznak a minimumpontok. A minimumok maximuma az E,(m)

gbrbéhez tartozé minimumpont:

max min E(m) = E;(mg) =& (i=1,2,4).

JE £, (m)
____l,,__——Jl-—w——— S
~x | ~ AN

~ N\ % P
edm | NN | % £y(m)

Mo
minimurnpontok gorbeie

29b abra b)

— Vizsgdljuk most a II1. és V. probdk erdfiigguényét!
A III. probanal u, = — o0, u, = 1,65, az eréfuggvény:
Ey(m) = 1= Q(uy— )+ Puy —d) = 1 = Q(u; —d)+ P(—0) =
=1~ @(uz - d)’

m-—mMgy

a/ﬁ '

ahol d =
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Ké&nnyen leolvashatok az Ey(m) fiiggvény alabbi tulajdonsagai:

Ey(mg) =&, mert  Ey(mo) = 1-Q(u;) = P(—uy) = ¢,
0<Es(m)<l, mert 0<@u,—d)<l,

ha m— o0, akkor Ey(m) = 1-Qu,—d) » 1-Q(—o0) = 1,
ha  m— —o, akkor Eym)=1-@u,—d) - 1—@(x0) = 0.

= Igazolni fogjuk, hogy E(m) mindeniitt szigorian monoton né.

dE(m) _|Jn m—mq

=gl up- —22) >0
dm o a/l/;

minden m-re, tehat E,(m) minden m-re szigorGan monoton ndvekedd.

— Keressiik meg E.(m) inflexiés pontjdt!

CEm _Jn 1 -t e
dmz —GVZ—ne [(u2 d)] o _Os

m—m . a . .1 o
® = u,, vagyis Min = =ty +mgy. Mivel a masodik derivalt el6-

o/fn n

jele u; —d elgjelétol fiigg (a tobbi tényezd ugyanis pozitiv), ezért a masodik

derivalt:

had=

. o
>0, ha w;>d, vagyisha m<m = lTuz+mo,
n

. c
<0, ha w,<d, vagyisha m> myg=—u,+m,.

i

Az my, abszcissza elott a fliggvény alulrél dombort, utina alulrél homor.
Az

G
Minn = r“ﬁ‘mo (>my)
n

helyen tehat valoban inflexios pont van. Az inflexiés pontbeli figgvényérték
(mivel most u; —d = 0)
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Ey(Min) = 1-0(0) = -

— Vizsgdljuk meg, szimmetrikus-e az erdfiiggvény az inflexios pontidra!
Eym) = 1-0 [ u— "2 ),
o/fn
X nx
Ey(min—x) = 1—0( u2+[—) = 1—@([—),
g
nx nx nx
a o a

Amennyivel az utolsénak kapott fiiggvényérték eltér a 0-tdl (az alsé aszimp-
totatol), ugyanannyival tér el az elétte levo fuggvényérték az 1-tol (a felsd
aszimptotatol). Ez pedig azt bizonyitja, hogy az Es(m) erdfiiggvény éppen az
inflexios pontjara szimmetrikus (29c 4bra).

Mingt

29¢ abra c)

— Az V. prébanal u; = — 1,65, u, = co, az erdfiiggveny:

Es(m) = 1= @u—d)+ O, —d) = 1= 1+, —d) = Hu, —d),
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Esm) = @(—1,65-4d) = 0( 1,65—

Eg(mg—x) = @(—1 65+ —)
o ol

Mivel Es(m) = 1-0(1,65—d) = 1—@(165— )
a/f

Eis(my+x) = 0(1 65— W) = ( 1,65+ ol ]/-) = Es(mo—Xx),

ez azt igazolja, hogy Es(m) az Ex(m) erdfiiggvény tikorképe az m = m, egyenes-
re (1. a 294 abrat).

)

57

29d abra

Megjegyzés
a) Ha n - o0, az I-I[-IV. probaknal:

Mypin = (ul +u2) +m0 — My,

Ea
2)n

b) ha n — o, a 11 probanal:

Mippy = u2+m0 — My,

7
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ill. az V. prébanal:

g
minn = e u1+mo - M.

n

¢) Es(m) és Eg(m) tetszdleges 1— e-szintll proba esetén szimmetrikusak az
m=mg egyenesre (hiszen mindig érvényes az, hogy az V. probanal alkalmazott
u, a III. probanal alkalmazott u, (— 1)-szerese).

9. Vizsgaljuk meg az I-V. probakat a) konzisztencia, b) torzitatlansag
szempontjabol! ¢) Mit tudunk mondani az egyes erbfiiggvények n-t6l vald
fiiggésérol?

a) Egy proba konzisztens, ha n — oo esetén a méasodik fajta hiba valoszinii-
sége (minden alternativ hipotézis esetén) 0-hoz tart.

Az I. préba konzisztens voltat mar igazoltuk. Az I-II-TV. probanal a
masodfaju hiba valdszinlisége:

B = O(u,—d)— O(u; — d),
ahol

d=ml/;_
g

Ha n — o0, akkor d - + o0,
- (o)~ w)=1-1=0,
limfg =
~ — —
H—)——0)=0-0=0.
A III. probanal a masodfaju hiba valoszintisége n — oo esetén:
}' G(—w0)=0, ha m>m,,
B =0O(u,—d) N
Id(0) = 1, ha m<m,
Az V. probanal n — oo esetén:
1-(—w)=0, ha m>m,,

B=1-0,—d) .

1-8(x) =1, ha m<m,.
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Mindez az egyes probak erdfiiggvényér6l is leolvashatd, hiszen
B = 1= E(m). Az I-1I-IV. prébak tehat konzisztensek, a I11. és V. probak nem.
Mégis, ajanlhato a III. proba a H;: m>m, ellenhipotézis esetén, mint ez
esetben egyenletesen legjobb préoba, amelynél az m>m, szakaszon 8 — 0.
- Ugyanigy vagy az er6fliggvények m=m, egyenesre vald szimmetriaja alap-
jan bizonyithato, hogy az V. proba a H,: m<my esethen egyenletesen legjobb
préba, amelynél az m <my esetben a mdsodfaji hiba valdszintisége is 0-hoz tart.

b) Egy préba torzitatlan voltat igy is megfogalmazhatjuk: a préba torzitat-
lan, ha az elfogadasi tartomany valésziniisége akkor a legnagyobb, mikor Hy
all fenn (vagyis, ha H, all fenn, akkor nagyobb valdsziniliséggel utasitsuk el
H,-t, mint ha H, allna fenn).

— Szamitsuk ki tehat elészor azt, hogy az I., IL. és HIL. probdkndl milyen m
esetén maximalis valdszintiségli a P(u, < u = u,) valdsziniség (= az elfoga-
dasi tartomany valdszinGsége)!

PluySusu,) = Hu,—d)—O(u, — d),

dpP Vn

(puz—d)~p(u, —d)) = 0,

dm g
p -led®  _@—d?
2 2
e = =€

(uy—d)* = (u;—dy*.
Mivel u, —d = u, —d lehetetlen (u; #u,), ezért
u,—d= —(u,—d,

m_mo m"—mo
u; = _u1+ H
a/[/;

_,a/l/;_

1 a
m= 5(u1+u2)— +my = m,,.

/n
Itt lehet szélsdérték.
ag

{n

1
Ha m>m,, = 5 (uy +uy) = +my, akkor

- 1
2% > —(uytuy),
affn 2
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m—m 1 1
Uy < uy— = (uy ) = = (—uy),
m—m 1 1
Uy~ 0<u1——(u1+u2)= - =~ (uy—uy),
aflfn 2 2
ugyanakkor
— -m
Uy e > Uy — z £ >

_ i

igy (I a 28b abrat):

a/l/;

0, = puy—d) > @3 = p(u;—d),

dP
ennck kovetkeztében n < 0, vagyis P fogy az m>my,, szakaszon.
m

Ugyanigy az m<m,,;, szakaszon:
1
u, —d > — (U~ y),
2
1
uy—d > — E(“z‘“'h)’

de u,—d > u, —d, és ezért a 28b abra alapjan:

@3 = p(u,—d) < 9, = p(u, — d),

dP . . .
d_ > 0, tehat P n6 az m<m,,, szakaszon. Akkor viszont az elfogaddsi tarto-
m

mdny valdszintisége m; -ndl maximdlis. A Hy: m=m, hipotézis fenndlldsa
esetén az I. proba torzitatlan (ott ugyanis my,=m,), a II. és IV, proba nem
torzitatlan (ott m,,;, #my,). Ezért van, hogy a gyakorlatban tobbszdr alkalmaz-
zék az I. probat, mint a I1. és I'V. probakat. Utdbbiak akkor lennének torzitat-
lanok, ha Hy: m=m;, volna,

— Szamitsuk ki masodszor azt, hogy a III. és V. prébaknal milyen m esetén
maximalis a P(u, Sugu,) valdszintség!
A III. proba esetében u, = — 00, igy
Pluy Susuy) = Quy—d),
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dpP I/E m—my

dm o o/ V;

minden m-re, P szigorian monoton fogyé mindeniitt, a I71. proba nem torzitat-
lan.

Az V. probandl u, = o, igy
Pu, susu,) = 1—Qu, —d,

dapP n
- = “I[¢(”1_d)> 0
amn o

minden m-re, P mindeniitt szigorian monoton noévo, az V. préba sem torzitat-
lan.

Megjegyzés

Az elfogadasi tartomany valdszinliségét H, fennallasa esetén a masodfaju
hiba valdszintsége, f = 1 — E(m) adja meg. Ezért az elobbi eredmények az
er6fliggvények gbrbéjérol is leolvashatok,

Az 1. proba torzitatlan voltat mar masképpen is igazoltuk (a @(x) fiiggvény
kozvetlen vizsgalataval).

c) A 24. abran azt igazoltuk, hogy az I. probdndl a mintaelemszdmot névelve,
a mdsodfaju hiba valdsziniisége csikken, az erdfiiggvény né:

Ey ,e1(m)>E ,(m),

ha m#m, (az m, helyen egyenloek az eréfiiggvényértékek).
Az I, II. és IV. probaknal

B = Qlu;~d)— Q(u, — d),

itt d az, ami az n-t6l vald fiiggést megadja:

d = m—mgy l/;[_
a

Adott m <my és adott o esetén f a 30a abran lathato teriilettel reprezental-
hato. Az u, —u, hosszisaghoz tartozo teriilet n ndvelésével jobbra csuszik, §
kisebbedik, az eréfiiggvény nagyobbodik,

Ei.n+ l(m)>Ei,n(m) (i = 19 2! 4)
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“P(x)

30a abra

Ha m>m,, akkor — d negativ, a ¢(x) fiiggvény alatt, u, —u, hosszusaghoz
tartozo teriilet balra csuszik, § csdkken, az erdfiiggvény no.
Az m=m, helyen a két erofliggvény kozos értéke ¢.

Az L, I és IV. prébakndl a mintaelemszdam novelése jot tesz a probanak,
néveli a proba erejét:

Ener(m2ZE,(m) (=124,

egyenlség csak az m=m, helyen van (305 abra).

—[ =
—~\ -
\\ Ej n(m)
€4 — Ei,n+1(m)
_»
Mg m
306 abra b)
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A III. probanal a masodfaji hiba valoszintisége:
B = Qu,—d,

ha m>m, (d pozitiv), n-et (n+1)-re névelve u, —d csdkken, @ is és f is
csokken,

E3.n+ l(m) > E3.n'
Ha viszont m <my (d negativ), n-et (n+ 1)-re ndvelve u, —d nd, @ és f is nd,
E3.n+ l(m) < E3.n~

A IIl. probandl n névelése az m>my szakaszon az erdfiiggvényt noveli, az
m<myg szakaszon csékkenti, m=mgy-nal valtozatlanul hagyja (30c abra).

30c abra c)

Az V. proba erdfuggvényét a IIL. probaébol az m=m, egyenesre valo
titkrozéssel kapjuk, tehat az V. prébdndl a mintaelemszdam névelése az m>m,
szakaszon az erdfiiggvényt csokkenti, az m<mg szakaszon néveli, az m=my
helyen valtozatlanul hagyja.

10. Vizsgaljuk az I. tipusi u-probanal az erdfiiggvény o szorastol vald
fuggését (vagyis tekintsiink kiilonbdz4, de azonos 1 - g-szintli, azonos mg-val
rendelkezd, azonos # mérésszamui u-probikat)!
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Tiintessiik fel, hogy most az er6fiiggvény a szérastol is fugg, legyen tehat
az erfiiggvény:

Em,0) = 1-Qu,—d)+@(—u,—4d),
ahol

m-—myg
a/[/;

Vizsgaljuk az m= allandé sikmetszeteket! Nézziik E(m, a)-t ndvés, ill. fogyds
szempontjdbol!

d=

oF 1

o = 2 fnn=mo) [~ e, d) + o~ u,~ ),

m>mg esetén m—-mgy > 0, —pu,—d)+o(—u,—d) = —p;+¢, <0 (1. 4b-
ra), tehat ez esetben:

JE

< 0,
oo

az erOfliggvény szigorGan monoton fogyd, m<m, esetén m—m, < 0,
—plu,—d)+o(—u,—d) = — @, +p, > 0(32. dbra), tehat a parcialis derivalt
ez esetben is negativ, az er6fiiggvény most is szigorian monoton fogyo.

41’()()

254

“F(x)

-Ug -d

Ug—d
32. abra

Az m=my, sikmetszetnél a parcialis derivalt minden o-ra 0,
Em,a) = 1-[Qu)-P(—u)] = 1 -(1-¢) = ¢

pedig allando.
A figgvény értelmezési tartomanya o > 0. Vizsgaljuk « fiiggvény hatdrérté-
két az értelmezési tartomdny szélein!
Ha o -0 & m#m,,
_1-0+0=1,
lim E(m, 6) = 1 —@(F 0)+ G(F ) =
Sl-1+1=1
Ha o0 - w é m#Emg,
lim E(m, 0) = 1 —[@(u) — @(—u)] = 1—(1-¢) = &
Az E(m, o) fuggveny tehat 1-t6l e-ig siillyed, vagy végig alulrél domborn,
vagy €ldszor alulrél homort, aztan dombord. Ennek vizsgalata hosszadalmas,

ezért itt elhagyjuk.

11. Lattuk, hogy normal eloszlasit valtozd m varhatod értéke nagy, 1 —¢
valosziniiséggel esik az

- a - G
(x—ueﬁ; x+u£ﬁ)
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megbizhatdsigi intervallumra, u, megkeresése az
O(u,)—O(—u) =2 -O(u)—1=

egyenletbdl torténik.
Vezessiik le ebbdl az u-probara adott képletet!

1— ¢ valésziniiséggel allithatjuk, hogy

% <mg xtu —.
Az egyenlStlenségeket atrendezve ugyancsak nagy, 1-—e& valosziniiségi,
hogy

U, = < u,
a/[/rz
vagyis
X—m < _
| Ugzsmitort] = S U, = Ugbiazabeli-
a/[/;

Ha tehat H,: m=m, hipotézis igaz, akkor nagy, 1 —e¢ valészinliségi, hogy

| Uzsmitott| = = Uigblszatbeliv

/lf

és csak kis £ valoszinliségli, hogy

U gzsmitott| > Hrablazatbeti-
Az elsG esetben a nullhipotézis elfogaddsa mellett dontiink, a masodik
esetben elvetjiik. Ez éppen az u-proba.
Megjegyzés

Minden megbizhatésagi intervallumbol megadhatunk egy statisztikai pro-
bat. Igy példdul a normaél eloszlasi valtozo ismeretlen m valészinusegere
(ismeretlen elméleti szoras esetén) adott, 1 —e-szintil
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S_
megbizhatdsagi intervallum alapjan kévetkezik az egymintas r-proba:

x—my
*/1/7

akkor a Hy: m=m, hipotézist elfogadjuk, ha

ha |t

szeim| = = te = ttabl’

ltzam!| > tiabls

akkor a feltevést elvetjiik (mert a nullhipotézis alapjan alig valdszintd, hogy
Itgaml > Ly legyen) (33. abra).

megbizhatosagi intervallum

»* -
i-te-\f_n— X x+t£\?_«-§ m

—— ——— -
-t 0 te proba-
statisztika

12. Laboratoriumi mérleghez kétféle tarasiilyt azonos silyura kell méretez-
ni. Az egyikre végzett n=9 fiiggetlen mérés soran ¥=0,1672 (szazad N), a
masikra m=16 fiiggetlen mérésbél 7=0,1683 (szdzad N) mintaatlagot kap-
tunk. A mérési eredmények igen j6 kdzelitésben normal eloszlast mutatnak.
A mérbeszkdz szorasa (egyuttal a két sokasig elméleti szorasa) o=0,0012.
1—& = 0,95 megbizhatdsagi szinten elfogadhatd-e, hogy a két sokasagban a
varhato érték megegyezik?
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Kétmintas u-préobaval donthetiink. Az aktualis (a mintabol szamitott) u
érték:

- 0,1672—0,1683

u= = e —
o? o 0,00122  0,00122
L4 =2 +
n m 9 16

A 8: tablazat végtelennek megfeleld utolsd sorabol 959, biztonsagi szinthez
Upsplazatbeli = 1,96 tartozik.

Mivel a szamitott u a (—1,96; 1,96) elfogadasi tartomanyon kiviil esik, a
kétféle tarasuly-sokasag varhato értékének azonossagat elutasitjuk.

13. Aramméréket ugy igazitanak be, hogy a méroket egyiitt miikodtetik egy
standard drammérdvel. Beigazitas utdn n=10 arammérét valasztunk ki, és
preciziés wattmérd, stopperméré segitségével mérjiik a szoban forgd dramme-
13 egy jellemz6 paraméterét. A standard Arammérd paramétere 1, ettdl felfelé-
lefelé eltéréseket tapasztalunk. A kapott értékek:

0,895, 1,003; 0,996, 0,994; 1,002;
0,987; 0,993; 0,991; 1,004, 0,985.

Kérdés: véletlen-¢ az eltérés vagy szisztematikus?
]

A minta atlaga: ¥=0,994, a korrigalt tapasztalati szoras: s* = 0,007 225 8.
Mivel most csak a minta szorasa all rendelkezésre, t-prébaval donthetiink.

0,994 —
\r

xmo

= |—2,63| = 2,63.
0,007 225 8

Hasonlitsuk 6ssze a szamitott értéket a Student-eloszlas n=10-hez (f=9
szabadsagfokhoz), 95% biztonsagi szinthez tartozd tos=2,262 értekevel!
2,63> to5=2,262, tehat 95%-03 biztonsagi szinten a tapasztalt eltérés szignifi-
kans.

De ha a 99%-os szinthez tartozo tablazatbeli értékkel hasonlitunk Ossze,
akkor nincs szignifikdns eltérés, az eltérés nem szisztematikus, csak véletlen
okozza:

2,63 < t99 = 3,250.
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Igy a valasz: lehet, hogy véletlen eltérés, de lehet, hogy nem; a kis minta-
elemszamot is figyelembe véve tovibbi méréseket kell végezniink a végsd
dontéshez.

A fentieket figyelembe véve a gyakorlatban a 95, 2 99 és a 99,99/ biztonsagi
szintekhez tartozo ty5, 199 €s fog ¢ szorzészamokkal szoktak Gsszehasonlitani
a If(x my)/s*| ertéket.

Ha a fenti abszolat érték

kisebb tys €S tgg nagyobb nagyobb

fos-nél kozé esik tgo-nél 199,9-0€l
Akkor a var- | X és myg elté- | tovabbi X ésmygelté- | X és my eltérése fo-
hato érték = | rése vélet- | vizsgalat rése nem kozottan nem vélet-
= m, felte- | len, a felte- | sziikséges véletlen, len, a feltevés foko-
vés elbirala- | vés elfogad- a feltevés zottan nem fogad-
sa haté nem fogad- | hato el

hato el

14. Adjunk programot a sziikséges probastatisztika kiszémitéséré
HT-PTK-1050-es zsebszamologépre a) egymintés t-probahoz, b) kétmintas
t-probahoz!

. Emlékeztetiink ra, hogy a gépen az adatbevitel és a sziikséges értékek
kiszamitasa igy torténik:

x, 2nd Z'*
x;2nd 27
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ezutan a 2nd  billentyiizés hatdsara megjelenik a mintaatlag, 2nd ¢” hatasdra
pedig a korrigalatlan szoras négyzete. A tirak és tartalmuk:

Tér 0 1 2 6 7

Tartalom | n | Zx; | Zxf | 0| Xpsy

a) A t probastatisztikat el&szor atalakitjuk Ggy, hogy benne a korrigalatlan
a, szoras szerepeljen:

==

El6sz0r my-t bevissziik a szamitas sordn iiresen marado 6. tarba. A progra-
mot itt megallitjuk, és bevisszilk az x,, X, ..., x, adatokat. Ezek utdn kiszamit-
tatjuk a szitkséges |7| értéket. A program az LRN utasitas utan:

|t} =

STO 6 R/S 2nd £ — RCL 6 = + 2nd o® |x=
x (RCL @ —1)x = 2nd |x| R/S RST.

Példa. mg =32, x,=1,2,2,3,3,3,3,4,4, 5 Az m, és az n=10 adat
bevitele:

32 R/S
1 2nd 27

2 2nd Xt 2nd 2

3 2nd £t 2nd X* 2n0d £t 2nd I
4 2nd Xt 2nd 27

52nd 27

Ujabb R/S utan a program végigfut, eredmény: |#| = 0,547 722 6 <tg5=
=2.262, m=m, (=3,2) elfogadhato.

Ha most 0j mq-t akarunk kiprobalni, a tobbit nem is kell billentyi{izni.
Példaul my=3,4, 3,5 vagy 3,8 clfogadhatd, my=3,9 vagy 4 el is fogadhatd, el
is vethetd, my,=4,8 99,9%-0s szinten is elvetendd.

b) A kétmintas r-préba az adatbeviteltd] kezdve 50 1épésnél hosszabb prog-
ramhoz vezet, ami megengedhetetlen. Ezért az adatokbdl el6sz6r billentyiizes-
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sel (a beépitett program segitségével) kiszamitjuk a mintaatlagokat, a mintabe-
li korrigalt szorasokat. Ezutan a 0~1-2-3-4-5 tirakat megtoltjiik:

n, STO 0 n, STO 1 %, STO 2 %, STO 3 s* x? STO 4 s* x2 STO 5.

A 34. abrardl leolvashatjuk, hogy mit melyik tarba taroltunk, attekinthet-
jiuk a programozasi 1épéseket. 4 program:

RCL#-1=xRCL4=STO7RCL1-1=xRCL 5=SUM 7 RCL
1
@+RCL 1—-2 = INV 2nd Prd7RCLﬂ—+RCL11=2ndPrd7RCL7|/;
X X

1
STO 7 RCL 2—RCL 3 = 2nd |x| INV 2nd Prd 7 RCL 7 - R/S RST.
X

Elejére tehetd még az F-probastatisztika kiszimitdsa is: RCL 4 + RCL

1
5 = R/S. Ha az igy kapott érték <1, akkor — billentylizéssel a reciprokat
X

vesszilkk. Ha > 1, akkor megkaptuk F értékét.

Példa. n; =20, n,=49, %, =171,660, x,=169,224, st =3,2847, s%=4,6385
(az adatok eredetét illetGen 1. a kovetkezd gyakorld feladatot).
*2
Eredmeény: F = Si—z = 1,594 177 < F,;, tehat a két sokasagban elfogadhatd
51
a szbrasok egyezése, |1| = 2,083 320 6> 145, de <15, m; =m, el is vethetd,
el is fogadhato.

15. Végezziik el az alabbi mindségellendrzé vizsgalatot, adjunk kézben

Jolyamatadbrdt és programot a sziikséges egy- és kétmintds t-prébdkhoz, F-

probéhoz!

A motor fajlagos fogyasztasi vizsgalatanak értékelését szamitogéppel végez-
tilk. Motorok fajlagos fogyasztasat vizsgaltak f6javitas utdn.

Az energiatakarékossdg szempontjabol a motorok fajlagos fogyasztasanak
cllenbrzése fontos tényezd. Minél kevesebb benzin felhaszndldsival végez
ugyanannyi munkat a motor, annal takarékosabb. A fajlagos fogyasztis
mértékegysége gramm/735,5 wattora = gramm/735,5 - 3,6 - 103 joule.

Az azonos tipusi motorok két miihelyben végzett javitdsabol eldszor az 1.
mithely nagyjavitasi munkajat értékeljiik.

a) Az I mihely munkdjanak ellendrzése; egymintds t-préba. Motorféjavitas-
nal azt tapasztaltak, hogy a gramm/735,3 wattoraban mért fajlagos fogyasztas
normadlis ¢loszlast, Az n=20-elem{i mintaban mért x; értékeket szamitogépre
vitték. A mintaatlag 171,60. Az el6iras az, hogy az egész sokasigban a varhatd
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(nq -1)53.‘2 a 7 mem.

!

%2
(02 —1)52

y

(m-Ns§2 +(np-1s5?

a7 mem.

Y

(g2 +(ny-Nsy?
n1+n2-2
a 7 mem.

1]
nevezo a 7. mem.

'

|%1-%e]

!

nevezo
szamlalo

!

it

34. abra

értek my=170 kell, hogy legyen. Véletlen okozza-e az eltérést, feltehetG-e,
hogy a nagyjavitds megfelel volt (imy= 170 feltehets-e)?

A TPA/i szamitogépen rendelkezésre 4116 program bemenetként kéri az »,
azmg és az x; értékeket, és kimenetként megadja a mintaatlagot, a tapasztalati
korrigalt szorast, az ezekbdl szamitott ¢ értéket.

INPUT

N=20 MO=170,00

X(I)=172.00
180.00
176.00
169.00
169.00
173.00
170.00
168.00
169.00
170.00
173.00
175.00
174.00
172.00
176.00
168.00
169.00
171.00
168.00
170.00

OUTPUT

TAPASZTALATI AATLAG
M=171.00
TAPASZTALATI
KORRIGAALT
SZOORAAS

S=3.285

T SZAAMITOTT

T=2.180

A Student-eloszlas tablazatat hasznalva:

Statisztikai biztonsig

95%,

9%

20

2,093

2,861
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A szamitott ¢ abszolat értéke 2,180;
ez nagyobb, mint 7g5 és kisebb, mint
t9o. Lehet, hogy véletien az eltérés, le-
het, hogy nem, kicsi a mintaelemszam,
tovabbi méréseket kell végezni a végso
dontéshez.

A szamitogépes program folyamat-
abrajat kdzoljuk a 35a ébran.

b) Tovdbbi vizsgdlat az egymintds
t-prébaval; intervallumbecslés a szab-
vdnytél valo eltérésre. Az egymintds
t-probat az elézéekben vazolt szamitas
utan sokszor be szoktdk fejezni. Pedig
érdemes a szamitasokat kiterjeszteni az
alabbiakra.

Az n=20 mérés eredménycbol azt
kaptuk, hogy a mintaatlag ¥=171,6, a
tapasztalati korrigalt szords s* =3,285.
X=Z/N Tegyiik fel, hogy az egész sokasagban
a varhato érték 170+ k. Milyen becs-
lést tudunk adni k-ra (a szabvéanyeld-
irastol valo eltérésre)?

Tudjuk, hogy ha a varhato értek
170 + k, akkor 959 biztonsagi szinten:

X—m
/n
*

A

é t95,

[ z-z-xn-%2 B
—

[shm 4]

!

_ X -Mo
r-| - \ml

az adatokat behelyettesitve:

171,6-170—k
20— —

< 2,093,
3,285

[1,6—k| = 1,537,

0,063 < k = 3,137.

fgy az egész sokasagban a vérhatd
érték a szabvanyeldirastol minimalisan
0,063-del, maximalisan 3,137-del térhet
el felfelé (959 biztonsagi szinten).

35q abra a)

Az egymintds t-proba BASIC programja:

1006 REM * EGYMINTAS T PROBA *
1916 INPUT "N="; N

1920 INPUT "M0="; M@

1625 DIM X(N)

1930 Z = 0

1948 FOR [=1 TO N

1958 PRINT ”X(";I;")=": INPUT X(I)
1960 Z = Z + X(I)

1978 NEXT I

1980 XA = Z/N: Z = @

1999 FOR I=1TO N

1106 Z = Z + (X(I)— XA)2

1116 NEXT 1

1128 SC = SQR(Z/(N— 1))

1136 T = ABS ((XA —M8)*SQR(N)/SC)

1140 PRINT "ATLAG="; XA, "SZORAS="; SC,”T ERTEK ="; T: END

¢) Az L. és Il. mithely munkdjinak ellendrzése; kétmintdas F-proba és t-proba.
Az ¢l8z8 moternagyjavitast két mithelyben vegezték. Utdna mérték a fajlagos
fogyasztast (ami korabbi mérések soran normalis eloszldsunak mutatkozott).
Az els6 mithelyben végzett n, =20 mérés eredményét, a masodik miihelyben
végzett n, =49 mérés eredményét mutatja az alabbi, TPA/i szdmitdgépen
késziilt lista: az elsd négy sorban az I. mithelyben mért értékek, a kovetkezd

10 sorban a II. mihelyben mért értékek lathatok.

172.0000 176.0000 180.0000 165.0000
173.0000 170.0000 168.0000 169.0000
173.0000 175.0000 174.0000 172.0000
168.0000 165.0000 171.0000 168.0000
160.0000 160.0000 161.0000 162.0000
163.0000 164.0000 164.0000 165.0000
165.0000 166.0000 166.0000 167.0000
167.0000 168.0000 168.0000 168.0000
169.0000 169.0000 169.0000 169.0000
169.0000 170.0000 170.0000 170.0000
171.0000 171.0000 171.0000 171.0000
172.0000 172.0000 172.0000 173.0000
174.0000 174.0000 175.0000 175.0000
176.0000 177.0000 178.0000 178.0000

169.0000
170.0000
176.0000
170.0000

163.0000
165.0000
167.0000
168.0000
169.0000
170.0000
171.0000
173.0000
175.0000
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AZ N1 ELEMUE MINTA AATLAGA XA =171.6000
AZ N2 ELEMUE MINTA AATLAGA YA =169.2240
AZ N1 ELEMUE MINTA KORRIGAALT SZOORAASA S1= 3.2847
AZ N2 ELEMUE MINTA KORRIGAALT SZOORAASA S2= 4.6385
AZ F EERTEEK F= 1.9%41
A STUDENT-FEELE T EERTEEK T= 2.0829

A szamitogép kiszamitotta az [. és a I1. mithelybeli minta atlagat és szorasat:

X¥=171,6000;  7=169,2240;
s¥ 3,2847, s¥= 4,6385.

Az atlagok alapjan ugy tiinik, hogy a II. mihely munkaja jobb (kisebb a
motor fajlagos fogyasztasa). A szorasoknal forditva van: s% > s¥, ez egy kicsit
ellentmond az el6z6 megallapitasnak.

A kérdés tehat a kovetkezo:

I. Két fliggetlen, normalis eloszlasi valtozo tapasztalati szorasa kissé eltér.
Feltehet6-e, hogy az egész sokasagban megegyezik a két elméleti szoras,
g,=0,7
s%2
szamlal6jarél bizonyithatd, hogy n, — 1 szabadsagfoku, y2-eloszlasu valtozo;
nevezdjérdl igazolhatod, hogy n, — 1 szabadsagfoku, y2-closzlasi. A két valtozo

552
fiiggetlen. g, =¢, esetén az F = % n,—1, n; — 1 szabadsagfokn, F-elosz-
81

Osszuk el a nagyobbik szorasnégyzetet a kisebbel! Az igy kapott F =

lasu.
Az F-eloszlasbol megallapithatd két olyan hatar, amelybe a valtoz6 nagy
(95%-0s) valoszinliséggel esik. Az egyik hatar 1-nél kisebb, a masik hatar 1-nél

nagyobb. A ¢, =a, hipotézis megvizsgalasira elegendd csak azt vizsgalni,
s¥2

s¥2
Két fliggetlen, normalis eloszlasu valtozo szérasanak az egyezését F-proba-
val donthetjiik el: osszuk el a nagyobbik tapasztalati korrigalt szorasnégyzetet
§¥2 .
a kisebbikkel, az F = % igy szamitott értékét hasonlitsuk Ossze az elébbi
S1
tablazatbeli F-eloszlas értékével.

hogy az 1-nél nem kisebb F = a felso hatar alatt van-e.

_- £ Fy5 (tablazatbeli érték), _elfogadjuk
Ha F,nion akkor
™ > F,4 (tablazatbeli érték), “elvetjiik

a két szoras egyezését (a g, =g, feltevést).
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A tablazat értékei csak 959 biztonsigi szinthez vannak kiszamitva.

II. Ha g, =0, feltehetd, akkor feltehets-e a két fliggetlen, normal eloszlast
sokasagban, hogy a varhato értékek megegyeznek, m, =m,?

A varhatd értékek egyezésére (az m, =m, feltevésre) az alabbi probat
tehetjiik (feltéve, hogy o, =0,):

Kiszamitjuk a

|j1_322|

1 = .
V(nl—l)sr%(nz—l)sa‘z l/i 1
n,+n,—2 ny  ny

statisztikai fiiggvény (roviden: statisztika) feladatbeli (aktualis) értékét. Bizo-
nyithaté, hogy ez a statisztika Student-eloszlasd, n, +n, — 2 szabadsagfokkal.
Ezt 6sszehasonlitjuk a Student-eloszlas n, +n, — 2 szabadsagfokt, adott biz-
tonsagi szinthez tartozo értékével.

= liablizarbeli _elfogadjuk
Ha |t amionl az m; =m, feltevést
> Liablazatbeti elvetjiik

az adott biztonsagi szinten.

Esetiinkben a szamitogép kiszdmitotta az F=1,9941 értéket. Hasonlitsuk
ezt Ossze a tablazatbeli F értékkel (a nagyobbik szorasnégyzetli szamlald
szabadsagfoka 48, a nevez6é 19)!

A
30 50

S

19 2,07 2,0

Mivel
Fosmio = 1,9941 < Fy5=2,0035,

ezért 95% -os biztonsagi szinten elfogadjuk, hogy a két sokasagban a szérasok
megegyeznek (a mintabeli szorasok kiilonbsége ellenére).
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Ha ez utdbbi teljesiil, akkor vizsgalhatjuk, hogy egyeznek-e a varhato
értckek is.

4 =2,0829,

szamitott

hasonlitsuk ezt 6ssze a Student-eloszlds = n,+n,—2 = 20+49—2 = 67
szabadsagfoku ¢ értékével (n = f+1 = 68-nak megfelelé sorban kell keresni)!

Statisztikai biztonsag
n=f+1
95% 98%
61 2,000 2,390
121 1,980 2,358

Latszik, hogy |t smion! <fos, d€ |tggmianl > tes. A feltevés elfogadasa
mellett is, ellene is lehet donteni. Donthetiink ugy is, hogy tovabbi méréseket
kérunk.

A sziikséges F- és kétmintas -proba elvégzéséhez a szamitégépes program
blokkdiagramjat kozoljiik a 35 abran.

d) Tovdbbi vizsgdlat a kétmintds t-probadnal; intervallumbecslés a két varhato
ériék eliérésére. Az elméleti szorasok egyezésct tételezzitk fel. A kétmintas
t-probat ezek utan gyakran be szoktak fejezni, az eldbb kozolt eredménnyel,
bar a vizsgalat tovabb folytathato.

Tegyik fel, hogy a két sokasig varhato értéke kozétt k kiildnbség van:

m, = my+tk.

959 biztonsagi szinten milyen becslést (megbizhat6sagi intervallumot) tudunk
megadni k-ra?
Itt voltaképpen az el6zé m, —m, = 0 feltevés helyett

(ml_k)_mZ = 0

feltevéssel éliink. Igy az ugyancsak normal eloszlasa X—k és Y valtozok
varhaté értékének egyezésére végezhetiink kétmintas 7-probat. Felhaszndlva,
hogy X —k varhaté értéke E(X—k) = E(X)—k, k-ra az alabbi egyenl5tlensé-

get kapjuk:
.1/ Vst + 0n ~ st l/ 11
93 ni+n,—2 n,aoon,

|X—k—7|

IIA
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Si=§. Ni=@
SK=¢, NK=9

@
nem @ igen
SX SY
= F=——
F SY SX

Si=SleX(1)
NI=NI+X ()2

.

Crethz
ALVES

SK:SK"V( K)
NK= NK+Y(K)2

T=|aq-4g)
T {N1-1)SX +(No-1)SY
2= Nq #+Ng-2

T2 Ni+Na

Ny%N2

L —//
—
Ay=SI/Ny, A2=SK/N2

SX= Nl-A]*A?
Nq-1

NK-Nox A3
) Dbl daka’ 2

Y

$1=VSX, Sz=VSY

$

35b abra
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Az eldz6 fejezet mérési adatait felhasznalva:

19 -3,2847% +48 - 4,6385% /1 1
12,376 —k{ < 1,998 ‘/ lg— + —= 2279,

= 20+49-2 0 49

ami azt jelenti, hogy k-ra 95%-o0s biztonsagi szinten az alabbi megbizhatosagi
intervallumot nyerjik:

0,008 < k < 4,655.

A mintak alapjan tehat a k&vetkez6t latjuk. Az I. miihelyben javi-
tott motorok fajlagos fogyasztasanak varhato értéke a II. mithelyben javitott
motorok fajlagos fogyasztasinak varhaté értékénél minimalisan 0,098-del,
maximalisan 4,655-del nagyobb lehet (95%; biztonsagi szinten).

e) Ujabb vizsgdlat a két miihely munkdjinak ellenérzésére. Mivel az el6z6
meéréssorozat értékelésekor azt kaptuk, hogy a doéntéshez tovabbi méréseket
kériink, ezt meg is tettiik. A tovabbi mérési adatoibol a program az alabbi
statisztikakat szamitja ki, és az alabbi kovetkezteiések vonhatok le:

Miihelyek n x 5*

I. miihely 60 168,10 | 4,70
II. mithely | 49 169,22 | 4,64

F i mitor = 1,0260 < Fy5 = 1,607;
az elméleti sokasdgok szordsinak megegyezése feltehetd,

It 1,2447 < to5 = 1,984

szhmitott| =

95%;-0s biztonsagi szinten elfogadhaté, hogy a két mithely munkaja kézt nincs
szignifikans eltérés, m, =m,.
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Az F-proba és a kétmintds t-proba BASIC programja:

16 REM KETMINTAS F ES T PROBA
26 INPUT N1,N2
3¢ DIM X(199)
49 DIM Y(109)
50 SI=8: NI=6
60 SK=0: NK =9
78 FOR I=1 TO NI STEP 1
88 PRINT "X(";I;") =": INPUT X(I)
99 SI=SI+X(I): NI=NI+X(I)]2
188 NEXT I
116 FOR K=1 TO N2 ,
126 PRINT "Y(;K;”)=": INPUT Y(K)
139 SK=SK + Y(K): NK =NK + Y(K)12
135 NEXT K
146 A1=SI/N1: A2=SK/N2
158 SX=(NI-NI1*A112)/(N1—1)
160 SY =(NK —N2+#A212)/(N2—1)
176 S1=SQR(SX): $2=SQR(SY)
18 IF SY>SX THEN F=SY/SX:GOTO 210
208 F=SX/SY
216 T1=ABS(Al—A2)
226 T2=(N1—1)#SX + (N2— 1)*SY
225 TS=T2/(N1+N2-2)
236 T3=(N1+N2)/(N1xN2)
246 T=T1/SQR(TS+T3)
256 7 ”X1 ATLAG="; Al; ”X2 ATLAG="; A2
266 7 ”S1 SZORAS="; S1; "S2 SZORAS="; S2
276 ? "F ERTEK =”; F; ”T ERTEK="; T
28¢ END

Egyszeril prébapéida:

N1=3, X(D=1,2,3,
=3, Y()=4,56,

=2’ J;=5’ s:2=1, S§2=1;

1, t=3,6742.

- AZ egymintas ¢-probara, a kétmintas F- és r-probara bemutatunk néhany
alkalmazasi teriiletet. Mindegyiknél elézetesen ki kell mutatni, hogy a vizsgalt
valoszinlségi valtozo eloszlasa jo kdzelitésben normaélis.
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Ellenallasértékek
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16. Egy konzervgyarban adagolo-
automata tolti a dobozokat. Az egy
dobozba téltendd anyag tomegének
varhato6 értékére az elbiras 500 g. Min-
tavétel soran az alabbi értékeket kap-
tak: 483, 502, 498, 496, 502, 483, 494,
491, 505, 486. Dontsiink 95%-os biz-
tonsagi szinten, teljesiil-¢ a varhato ér-
tékre az my =500 elbiras?

Az adatokbdl x=494; s*2=64.9;
tamitont= — 2365 mivel 1o 0l =
=2,36> 195 = 2,262, ezért az automata
nagy valdsziniiséggel nem miikodik jol,
1jbol be kell allitani.

17. Elektromos berendezéshez szitk-
séges alkatrészek ellenallasat mérjiik az
fizembe helyezés kezdetén és 1000 ora
miikodés utan. A mért értékeket és kil
16nbségiiket mutatja az alabbi tablazat
(n=20 mérés esetén).

Arra szeretnénk valaszt kapni, hogy
az ellenallas varhato értéke szignifikan-
san valtozott-e a mikddés kezdetén és
végén.

Barmennyire csabit, kétmintas F- és t-probit itt nem végezhetiink, mert a
mikodés kezdetén és végén mért ellenallasok nem figgetlenek. Ha viszont a
két valtozo varhato értéke megegyezik, akkor a killénbségilk varhato értéke
0. Mivel kimutathato, hogy a kiilonbségek jol kozelithet6k normal eloszlassal
(soroljuk a kilénbségeket pl. — 2-t6l 2-ig 0,8 terjedelmil osztilyokba), ezért
egymintas t-probaval donthetiink, fennall-e az a hipotézis, hogy a kiilonbségek
varhato értéke 0.

*¥=0,02; s*=0,8551; 1.,,,=0,1046<r,5=2,093,
elfogadhaté az a feltevés, hogy nem véltozott lényegesen az ellenallas varhato
értéke a mikodés kezdetén és végén.

18. Vizsgaljuk meg, hogy egy uj készitési eljaras noveli-e a beton normalis
eloszlasl tordszilardsagat! Az egyik és a masik eljarassal készitett (n, =6 és
ny=6) probakocka torészilardsaga:

1. eljaras. Toroszilardsag, I1. eljaras. Toroszilardsag,
10 Njcm? 10 Njcm?
300 305
301 317
303 308
288 300
294 314
296 316
Atlag X, =297 Atlag %, = 310
Szorasnégyzet s¥? = 30,4 | Szérasnégyzet 32 = 46

A mintaatlag ndvekedést mutat. A szdrasnégyzetek ndvekedése azonban
kétségessé teszi, vajon valoban nétt-e a I1. eljaras szerinti gyartasnal a vasbe-
ton tordszilardsaga (hiszen ez az atlagtol valod eltérések novekedését jelenti).
Két kérdést kell eldonteniink:
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1. Elég jelentds-¢ a szorasok novekedése, hogy az elméleti szorasok kulon-
bozd voltara kovetkeztessiink, vagy feltehetjik, hogy az egész sokasagban a
két elméleti széras megegyezik?

2. Statisztikailag elég jelentés (szignifikdns)-e a két mintaatlag kdzti eltéres,
hogy az ,elméleti atlagok” killonbozdségére kovetkeztethessiink, vagy felte-
hetjiik, hogy az egész sokasagban a két ,elméleti atlag” {varhat6 érték) meg-

egyezik?
F= 46 < Fys = 5,05, az cgész sokasagban a két széras egyezése elfogad-
30,4
hatd.

l£] = 3,33> o9 = 3,169, elvetjiik, hogy a két sokasigban a varhato érték
egyenld volna, a masodik eljaras feltehetGen javitja a beton tordszilardsagat.
(A dontés értékét kissé csdkkenti a kis mintaelemszam.)

19. Ki akarjuk mutatni, hogy egy kezelés, amelyet dllatokon végeztek,
hatést gyakorol a testsulynovekedésre. Az alabbi tablazat mutatja a gyarapo-
dast dekagrammban:

Gyarapodas

Kezelteknél | 53 | 59 163 [ 67 | 60 | 571 73 | 65|58 | 68 |62 (71

Nem
kezelteknél 61 | 5214751 |58 |64 60! 55149 |53

A kezelteknél x,=63; s32=36; n,=12; a nem kezelteknél x,=355;
s#2=31,1; n,=10. F=1,157<Fy5=3,10, a két szoras egyezése feltehetd. Az
m, = m, nullhipotézissel szemben itt most nem azt feltételezziik, hogy m, # "y
(tehat hogy m, <m, vagy m, >m,), mint az eddigi feladatokban (kétoldali
ellenhipotézis), hanem azt, hogy m, >m, (egyoldali ellenhipotézis). Ekkor a
szignifikancia szintjét 99%-nak valasztva, a szamitott ¢ érteket a 98%-05,
kétoldali ellenhipotézisnek megfeleld ¢ értékkel kell osszehasonlitani (az
n, +ny—2 = 20 szabadsagfoknak megfelelden):
= 3,214> 144 = 2,528,

t szamitott

274

elvetjiik az m, =m, hipotézist, elfogadjuk az m,>m, hipotézist (tehat azt,
hogy a kezelt dllatoknal nagyobb a gyarapodas varhato értéke, mint a kont-
rollcsoportban).

20. A Fuzf6i Papirgyar 1-es papirgépén folyamatosan gyartott 50 tekercs-
b6l 31,3 x 32 cm? szakitosablonnal keresztirinyban tekercsenként 6-6 helyrdl
mintat vettiink, és a papir négyzetmétersulydt lemértiik:

a) tekercsvaltaskor azonnal,

b) 657, relativ 1égnedvességii térben az egyensulyi nedvességtartalom eléré-
se utan (réviden: klimatizalasa utdn), és

c¢) abszolut szaraz allapotban.

Meértiik ezenkiviil a papir:

d) tényleges nedvességtartalmdr a géprol lekeriilve (tekercsvaltaskor),

e) a klimatizalds utdn beallott egyensilyi nedvességtartalmat.

Az adatok szama tehat 5x 50 x 6 = 1500 db, ami kb. 60 t papir mennyiség-
re vonatkozik.

Mindket véletlen valtozo (négyzetmétersily és nedvességtartalom) eloszlasa
és ingadozasa jelentésen befolyasolja a papir mindségét, fizikai tulajdonsagait
(vastagsag, atnézet, simasag, felileti vizfelvétel, szakitas stb.).

A vizsgalat soran elészor gyakorisagi hisztogrammal és y2-probaval megal-
lapitottuk, hogy a vizsgadlt vdltozok eloszidsa igen jol kozelithetd normdlis
eloszldssal.

Keét kérdeés meriilhet fel a mindségellenorzd vizsgalattal kapesolatban:

L. Nem felesleges-e a tekercseken keresztirinyban 6 helyen mérni, nem
volna-e elegendd csak 1 helyen mérni (vagyis: gyartasiranyban nem egyezik-e
meg az igy kapott 6 valtozo szérdsa és varhato értéke, tehat nem azonos-¢ a 6 db
eloszlasfiiggvény)?

1I. Nem felesleges-e gyartasiranyban 50 tekercsen mérni, nem volna-e ele-
gendd kevesebb tekercset ellendrizni 6 helyen (vagyis: hossziranyban tekintve
50 valtozot, nem egyezik-e meg ezek szérdsa és vdarhaté értéke)?

A szérasok egyezésének vizsgdlatat kell elGszor vizsgdlni, mégpedig Bartlett-
prébaval. Ha a szérasok egyezése feltehetdé (nem mond ellent a mintanak),
akkor masodszor szdrdsanalizissel, F-probdval ellenbrizziik, megegyeznek-e a
varhato értékek.

A szamitogéppel lefuttatott teljes szamitasi anyagbél néhany részletet muta-
tunk be az alabbiakban.

A b) eset vizsgalatahoz szikséges adatmatrixot a kovetkezd tablazat mu-
latja.
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Famentes illusztracios nyomoépapir négyzetmétersalya A téblézat folytatdsa

klimatizalds utan mérve (szazad N/m?)
Tekercsszam 1. 2. 3. 4 s, 6.
Tekercsszam 1. 2. 3. 4, 5. 6.

37. 99,5 | 101,5 | 984 | 1010 | 1014 | 1008
1. 980 | 1022 | 99,5 | 101,0 | 1040 | 998 38. 997 | 1007 | 97,7 | 995 | 101,4 | 990
2. 982 | 1037 | 977 | 977 | 1005 | 993 39. 00,7 | 992 | 993 | 101,7 | 1020 | 100,
3, 9,5 | 1003 | 962 | 987 | 1003 | 99,0 40. 1004 | 1027 | 10,5 | 101,3 | 1030 | 1000
4. 978 | 1062 | 1005 | 1005 | 102,5 | 101,2 41. 1022 | 102,0 998 | 100,7 | 1023 | 1027
5. 975 | 1010 | 972 | 982 | 1008 | 993 42. 1020 | 103,5 | 10,5 [ 10L,0 | 1020 | 1004
6. 957 | 1000 | 97,3 | 9.0 | 1010 | 985 43. 990 | 990 | 970 | 990 | 9938 | 10,4
7. 99,0 | 1020 | 99,5 | 985 | 1023 | 1007 44. 1000 [ 983 | 1000 | 10,0 | 1012 | 1012
8. 98,5 | 1018 98,0 | 100,7 | 101,5 | 99,8 45. 99,0 | 1020 [ 988 | 1009 | 10,5 | 100,5
9. 974 | 101,1 975 | 1010 | 101,2 | 99,9 46. 984 | 1008 | 1000 | 1000 | 1015 | 99,0
10. 980 | 1010 | 985 | 985 | 1000 | 980 47. 955 | 942 | 955 | 964 | 978 | 965
1. 932 | 970 | 935 | 955 | 982 | 950 48. 979 | 1000 | 978 | 1009 | 1022 | 100,3
12. 1070 | 107,01 | 1072 | 1065 | 1085 | 1040 49. 99,2 98,0 97,5 | 100,0 99,5 98.2
13. 1030 | 1065 | 1045 | 1035 | 1070 | 1008 30. 1030 | 1028 | 1026 | 1042 | 1046 | 104,0
14. 1033 | 107,6 | 1040 | 1042 | 1085 | 102,7
15. 995 | 1042 | 1032 | 1030 | 1047 | 101,8 _
16. 992 | 1022 | 10,0 | 1030 | 1035 | 10,2 Vattozd i X2 X Xa X Xs
17. 1018 | 1055 | 1028 | 1018 | 1073 | 101,0
18. 975 | 1027 | 9713 | 990 | 1005 | 975
19. 995 | 1030 | 997 | 101,5 | 1055 | 1000 Vizsgaljuk meg, ho : o .
20. 1005 | 1032 | 1004 | 1027 | 1030 | 1027 st o ROBY @ 6.db ¥, oselopviltozt nem azouos normil elosz-
21. 1018 | 1032 | 1002 | 10,9 | 1039 | 995
2. 973 | 1050 | 101,5 | 1028 | 1023 | 972 A srirdsok eavesdsinal viven ,
23, 101,5 104.8 104,5 1067 106.,6 1014 , gyezésének vizsgdlata (Bartlett-proba):
4. 985 | 994 | 976 | 1004 [ 990 | 955
25. 1045 | 1038 | 1040 | 1040 | 1052 | 1023 Oszlopok o o oo P !
26. 1045 | 1040 | 1023 | 1047 | 1063 | 1032 7
27. 980 | 10,0 | 979 | 1003 | 997 | 973 )
28. o78 | 990 | 968 | 975 | 976 | 932 2 o o ppoosall Bl B ey
29, 1035 | 1055 | 1020 | 1040 | 1056 | 1002 3 267 i o o 0 304
30. 1030 | 103,5 | 1032 | 103,5 | 1050 | 1025 ! 233 e et " 0’8284
31. 998 | 1060 | 101,0 | 1020 | 1035 | 1012 5 260 78 083123 e 0’0204
32. 983 | 1025 | 99,5 | 1009 | 1037 | 1023 6 231 531 0.71509 P
33. 1003 | 102,5 | 101,7 | 100,7 | 1040 | 1040 ’ ’ ’ 49 0,0204
34. 082 | 10,0 | 1005 | 1000 | 1028 | 103, Bsszesen:
35, 970 | 992 | 995 | 990 | 1006 | 1002 86 482332 | 294 0,1224
36. 992 | 1014 | 990 | 1008 | 1025 | 1005
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1 & 1
*2 = S*¥2 = — .49 - 38,63 = 6,4383,
S f‘;f' ' 294
. k 1
¢c= 1+ ! Zlml = 1+i 0,1224— ——)= 1,0079,
3k—H\i=1fi f 15 294
C =1
2-(@(294 0,8088 — 49 - 4,82332),
1,0079

K2 = 3,3001 < X39,0: 15,1

(a proba szintje 99%, szabadsagfok, vagyis a paraméter k—1 = 5). Mivel a
szamitott érték kisebb a tablazatbelinél, a szordsok egyezését a 6 oszlopvdltozé-
ra elfogadhatjuk. [Mivel a mérések szama egy-egy valtozora 50 (jéval nagyobb,
mint 4), a y*-eloszlassal valo kdzelités megfeleld.]

A vdrhaté értékek egyezésének vizsgdlata (szérdsanalizis). Ki kell szamita-
nunk a csoportok kézti négyzetdsszeget és abbol az

r

Z n{x;— -’E)z

értéket. Itt most a tesztelendd valtozok szama r= 6, mindegyik mintaelemszam
;= 50, az egész (6 % 50 elemil) minta atlaga %= 100,90, az egyes oszlopok %,
Atlaga, és belSliik a csoportok kozti négyzetdsszeg szamitasa lathato az alabbi
tablazatban:
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Oszlopok x; X X —x (%, —X)*
1 99,62 —1,28 1,6384
2 102,10 1,20 1,4400
3 99,88 -1,02 1,0404
4 101,03 100,90 0,13 0,0169
5 102,59 1,69 2,8561
6 100,20 —-0,70 0,4900
Osszesen: 7,4818
5017
- T g

Ki kell szamitanunk a csoporton beliili négyzetdsszeget és abbdl az

> Z (xji— %)
S% = i=1 j=1
n—r

értékét. Itt m = Y n; = 6- 50 = 300, a 6 darab &; atlagot az el6z6 tablazat-
i=1

ban kézoltik. A belsd szummak:

L]

Y p—x)? (=12 ..6)

i=1

érteket Ggy kapjuk, hogy minden oszlopban az egyes adatok négyzetes eltéré-
sét vessziik az oszlop elemeinek atlagatdl és 6sszegeziink. Igy a belsé szummak
tulajdonképpen a Bartlett-prdbanal szerepld S¥*? értékek (n;,— 1)-szeresei, azaz
49-szeresei. Ezek Gsszege:

w
p=1

Z xji—ii)z

i=1j

]
—

6
az ottani » S}? = 38,63 értéknek a 49-szerese. {gy

i=1
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- 38,63
S = 49 33,60 6,4383.
300-6
Ha a nullhipotézis igaz, tehat ha az oszlopvaltozok varhaté értéke megegye-
zik, akkor a csoportok kézodtti és csoportokon belili (kiilsé és belsd) szérds-
négyzet hanyadosa F-eloszlasu.

F=B-§1—8-— 11,62077 > Fy5 = 2,25,

6,4383
az oszlopvdltozok vdrhaté értékének egyenlGségér elvetjiik. (Az F értéket a
9. tablazatbol vettitk, a szamlalo szabadsagfoka f; = r—1 =5, a nevezd
szabadsagfoka f, = n—r = 294.)

Végeredményben tehit azt kaptuk, hogy a klimatizdlds utdn a négyzetméter-
suly oszlopvdltozék nem azonos normdl eloszlisuak, célszeri egy tekercset
tovdbbra is keresztiranyban 6 helyen mérni.

Az adatok és a szamitasok részletezése nélkiil bemutatjuk a vizsgdlat Ossze-
sitett eredményét:

I. A 6 oszlopvaltozd szorasanak és varhato értékének az egyezése:

Eset Szorasok egyeznek-¢ Virhat6 értékek egyeznek-e
a) nem —
m2-sily < &) igen nem
c) igen nem
, )d) igen igen
Nedvesseg{e ) igen igen

II. Az 50 sorvaltozod szérasanak és varhatd értékének egyezése:

Eset Szérasok egyeznek-e Viarhat6 értékek egyeznek-e
a) igen igen
mZ-sily <b) igen igen
.c) igen igen
, )d igen nem
Nedvesség ) 8
e) igen nem
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Kovetkezietes:

- a négyzetmétersilyt célszerii tekercsenként 6 helyen mérni, de nem kell
50 tekercset vizsgalni;

- a nedvességtartalmat elég tekercsenként 1 helyen mérni, de célszerii tobb
tekercset vizsgalni.

Mindez azt eredményezte, hogy a mérések szdma a minoségellenérzéskor
Jelentdsen csékkenthetd volt anélkiil, hogy az ellendrzés biztonsdgat csokkentet-
tik volna.

Megjegyzés

Az 0n. teljes szérasnégyzetet, az

xﬁ _*f)z

||M=

1 r
PP

értéket ki sem szamitottuk. A teljes szorasnégyzet kiszamitasa egyrészt arra jo,
hogy az

DS+ (n—r)S3 = (n—1)S*?

Osszefliggés alapjan ellendrizziik, jol szamitottuk-e ki a kiils6 és belsd szdras-
négyzetet. Masrészt feloszthatjuk a teljes szorasnégyzet (n— 1)-szeresét (a teljes
négyzetdsszeget) a kiilsé €s belsd népyzetdsszegek Osszegére. A belsé négyzet-
Osszeg a csoporttagok négyzetes eltérését jellemzi a csoportatlagtol, minden
valtozd szorodik a maga ,,atlaga” koriil, tehat ez a négyzetdsszeg a véletlen
hibat jellemzi. A kilsé négyzetdsszeg a csoportatlagoknak a ,,foatlagtol” (az
egész minta atlagatol) vald négyzetes eltérését méri (természetesen a csoport
wSulyaval” sulyozottan), ez tehdt a nem véletlen okozta (a szisztematikus)
hibdra enged kovetkeztetni, vagyis arra, hogy a mintaatlagok eltérése ellenére
az egész sokasagban a varhato értékek egyenlok-e vagy sem,

M(x)=m (=12,..,r)
fennall-e vagy nem, amivel egyiitt jar, hogy
M@E)=M&X)=m ((=12,..r)

fennall-e vagy sem.

21. Kupgorgods csapagy belsé gyuriijének kupszodgét mérjiik egy hitelesitett
A miiszerrel, és egy hitelesitendd B mfiiszeren. Az 4 miszeren végzett mérés
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eredménye, X normal eloszlasi, a B miiszeren végzett mérés eredménye,
Y szintén normal eloszlasi. Akkor tekinthetd hitelesnek a B miiszer is, ha a

Hy: M(X)=M(Y)

hipotézis fennéll. A mérési eredmények:

Mtiszer Mérések szama Mintadatlag, u Tapasztalati szords, p
A n=100 £=0,625 5,=0,754
B m=100 5=0,471 5,,= 1,269

a) Feltehetd-¢, hogy az egész sokasagban a szérasok egyenlOk?
b) Feltehetd-e, hogy az egész sokasdagban a varhato értékek egyenldk (hite-
lesnek tekintheto-e a B miszer)?

a) Mivel a korrigalt és a korrigalatlan szorasnégyzetek ardnya egyenld, az
F prébastatisztika aktualis értékét szamithatjuk a korrigalatlan szorisnégyze-
tek aranyaval:

_ 1,269*
0,754%

= 2,83>Fy5 = 1,39.

Az Fys értéket a 9. tablazatbol, a (99,99) paraméterparhoz tartozé sorbol
és oszlopbdl vettiik. A tapasztalati szorasnégyzetek aranya tul nagy ahhoz,
hogy az egész sokasigbeli szorasnégyzeteket egyenldoknek feltételezhessiik, a
D(X)= D(Y) feltevést elvetjiik.

b) Mivel a szérasokrol nem teheté fel az egyenléség, kétmintas r-probaval
nem dolgozhatunk, csak Welch-prébdval.

A szamitando, Student-eloszldsu ¢ érték:

X-Y 0,625—-0,471
t= = 50 = 1,043.

l/S,f S2 V0,7542 1,2692
noom 100 100
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Az f szabadsagfok az alabbi egyenletbdl szamolando:

s2 0\ sz o\’
11 m 1 n\_
fomei\s, sa) -t st, s
n m n m

_ 11610361\ 1 (0568516\° _ 2916473
~99\2,178877) 99 \2.178877) ~ 470,00299°
/= 161,154 59161,
1) = 1,043 <15 = 1,960.

A 1o5 értékét a 8. tablazatbol, az n — o sorbol vettiik. A minta elegend
nagysagu ahhoz, hogy ¢ értékét kozelitéleg standard normal eloszlisinak
vegyik.

22. Legyen X 1-szoérasu, normalis eloszlasu valtozo. A varhaté érteket nem
ismerjik, feltételezésiink az m varhatd értékre

Hy m=my=9,5,

H,:m=m;=10

ellenhipotézissel szemben.
Gyakorlati meggondolasok, a kiilonféle fajtaji hibdk okozta karok figye-
lembevételével engedjiink meg o=0,05, ill. 5=0,10 elsé- és masodfaju hibat.
Déntsiink szekvencialis probaval, elfogadjuk-e, hogy a varhato érték
m=9,5, vagy inkabb az m= 10 ellenhipotézis mellett déntiink. A valtozo meért
értékei sorban:

X1 Xy X3 Xy X5 Xg X7 Xg Xg X109 X141
8126164148126 2 2

A siirtiségfiiggvény:

x—m)®

flx,m) = e 7

/om
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. . k
intési tartomanyok hatdrai: , . - .
a dintési 4 kapott (k; D x,.) pont a két emelkedd egyenes kizétt marad. Mivel m, > my,
i=1

1
B = £ ol 0,105 263 16, ezért
1—a 095
1- 0,90 In B< In A4,
A:—ﬁ:_‘”=18a ny —ny m;—m
o 0,05
. . az alsé hatar valoban ,,mélyebben” (lejjebb) haladd egyenest hataroz meg,
ill. mint a felsé.
_ Dontés akkor torténik, ha a kapott pont kiviil esik az indifferens zondn. Ha
lmB=—-22512918 Ind=28%03717 a fels6 hatar egyenese felett van a pont, a Hy hipotézist elvetjiik, ha az also

Ha k—1 lépésben az indifferens (koz6mbos) tartomanyban maradtunk, hatir egyenese alatt, a H, hipotézist elfogadjuk.

akkor a k-adik 1€pés utan a likelihood- (valésziniiség-) hdnyados logaritmusa: A k>0 félsik pontjait két parhuzamos egyenessel tehdt hdrom tartomdnyra
oszijuk: egy also, elfogaddsi zéndra, egy kdzépsé, indifferens zondra, és egy
. ( ) " LL—Z-—Q- felsd, elvetési zondra.
xn ml . ’ . . . . .
InL= 3} In =) In Numerikus adatokra térve azt kapjuk, hogy mindaddig az indifferens tarto-
i=1 f(x,, my) =1 LJ__Q)_ i ;
manyban vagyunk, mig

k
[(x;— mg)? — (x;,— my ), 9,75k —4,50< 1_;1 x,<9,75k+5,78

1
2
1
[2(””3 m1)+(m, mo)xi]z

Il
=

It
-

i

teljesill. Az egymas utani adatokat tekintve:

H
M =

InL
k x; 8 12 6 16 | 4 14 8 12 6 2 |2
= (my—mp) |: Z X~ —(m1+m0):|
=t Zx; 8 |20 | 26 | 42 | 46 | 60 | 68 | 80 | 86 | 88 | 90
Mindaddig nem jutunk déntésre (az indifferens tartomanyban maradunk),
mig
k ’ ,
InB<InL=(m-my)| ¥ x— _]‘Z(mlJr my) | <In 4 A tartomanyokat és az (1,8), (2,20), (3,26), (4,42), (5,46), (6,60), (7,68),
=1 2 (8,80), (9,86), (10,88) pontokat dbrazolva (36a abra), a 10. pont 1ép ki elészor
az indifferens tartomanybdl, mégpedig az elfogadasi zonaba. A H, hipotézist,
vagyis addig, amig
m=9,5
k k k . v g , (e
In B+ =(my+mg)< ), x;< In A+ —(my+mg). elfogadhatjuk. A tovabbi mérési eredményre mar nincs is sziikség.
ml - mo 2 i=1 ml - mO 2
Megjegyzések
Az alsé és felsd hatar k-nak linearis fiiggvénye, azonos pontw;ranytangens- 2) Tiz mérés elég volt a dontéshez. A r-probihoz ,atlagosan” ennél tibb

sel. Mindaddig az indifferens tartomdnyban maradunk, amig ), x; értékébdl mérés kell. A 11. mérés folosleges volt.

i=1
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100

Elvetési zona

90 -

80

PO
—++—1—

S0 —

40 —

+————+

30

20 —

Eltogaddsi zong

y=975Kk+97%

Indifferens
zdna

y=975k -450

36a abra

=Y

b) A szekvencialis probanal nem gy kell elképzelnink, hogy elére adott
(mondjuk) 100 mérés, €s utana latunk hozza a proba végrehajtasahoz. Egy-egy
mérést kell elvégezniink, és megmondani, keli-e jabb.

¢) Elore megadhatd, hogy milyen Xx; esetén maradunk az indifferens
(dontésképtelen) zondban. Az elsé mérésnél példaul

—4,50+9,75 = 525 < Xx; < 5,778+9,75 = 15,53,
a masodik mérésnél
15 < Xx; < 25,28

esetén nem tudunk dontést hozni, és igy tovabb. Mindez leolvashato az dbra-
rol is.

d) Kapcsolatba hozhaté mindez azzal is, hogy milyen mintaatlag esetén
vetjik el, fogadjuk el a nullhipotézist, vagy kériink tovabbi mérést. Az indiffe-
rens tartomanyban maradunk, valahanyszor az ¥ mintaatlagra fennall:

4,50 5,78

+9,75 < x < +9,75

(k a mérések szama). Tiz mérés esetén példaul
9,3 < x < 10,328

adja meg az indifferens tartomanyt. Ha & — co, az alsoé és felsd hatar egyarant
9,75-re sziikiil, egyre nagyobb mérésszam esetén tehat egyre nagyobb valoszi-
niiségi, hogy kilépiink az indifferens z6nabol (dontéshez jutunk).

e) A szekvencialis proba egyenértékl egy specialis bolyongasi problémdval:
a mozgo pont mindig 1-et jobbra lép, ugyanakkor adott valoszinlséggel 1ép
folfelé adott tivolsagot. Ha a mozgd pont fitja az als6 egyenest atmetszi, Hy-t
elfogadjuk, ha a felsé egyenest atmetszi, akkor Hy-t elvetjiik.

23. Legyen X binomialis eloszlast ismeretlen p paraméterrel. Hogyan kell
elvégezni a szekvencialis probat a Hy: p=pe nullhipotézis, Hy: p=p,>p,
alternativ hipotézis esetén, ha elére megszabjuk az els6fajii hiba a €s a masod-
faji hiba § valoszinlségét?

Legyen az X valtozé értéke 1, ha a szoban forgd esemény bekoévetkezett,
legyen X értcke 0, ha az esemény nem kovetkezett be. P(X=1) = p,
P(X=0)=1-p.
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Itt most

}g&, ha x;=1,
g P =xilp) Po
P(X=x;{po) —
\ lgl—ﬂ, ha x;=0.
1=po

Legyen az elsé n mintaelem kozétt K, darab 1 és (n—K,) darab 0. Ekkor

" PX=x, -
gL =3 lgt0 ) P (gt P
i=1 P(X=xi/po) Po 1=po
1- 1-
=n.lg_ﬂ+Kn(lgﬂ_1g_£1)=
1=po po  1-po

1- -

=n-lg 4l +K, lg(&-—po).

1=po po 1—py

Ujabb és Gjabb mintat kell venniink mindaddig, amig
—a o

1....
lgB<lgL<igAd (ittB= l—[i~,A = —ﬂ),

azaz mindaddig, amig

1- 1-
g B gy o g A le; -
g i P _ K, < g n- P1
1 Pi{l—po) | P1(1—po) 1 11— po) 1 11— po) .
poll—py) Poll—py) po(l1—p1) poll—p1)
— N —! N —’ N —
b, +n- a <K, < b, +n- a

Itt g, b,, b, a hipotézisekbdl kiszamithato allandok, az indifferens tarto-
mény hatarai tehat az

y=antb, é y=antb,

parhuzamos egyenesek. Mindig @jabb és (ijabb kisérletet végezve, abrazoljuk
az (1, K,), (2, K3), ... pontokat, mindaddig, mig azok az indifferens zéniba
esnek. Ha kilépiink az alsé egyenes ala, akkor a nullhipotézis elfogadasaval,
ha kilépiink a felsd egyenes f6l¢, a H, hipotézis elfogadasaval ér véget a proba
(36b abra). '

288

4\ ¥=Kn
y=tn+b;
Elv.
Ingiff
b, ¥
yzan+bh,
1
i 1 1 [l [ [l e
i ——+
1 Elf n
by
b)
36b abra
Megjegyzés

a) Konnyii belatni, hogy a p, > p, feltevés miatt by <b,, a> 0, ezenkiviil az
egyenlbtlenség-rendszer rendezése soran pozitiv szammal osztottunk, tehat az
egyenldtlenségek irdnya nem valtozott.

b) Ez is egyenértékii egy bolyongasi problémaval, amelynek soran a mozgd
pont 1-et mindig jobbra 1ép, mikdzben félfelé 1 —p valdszintiséggel 0-t 1ép, és
l-et lép p valdszintiséggel.

24, Adjunk probat a binomialis eloszldshoz a Hy: P(A)=po nullhipotézis
ellendrzésére!

Emlitettiik, hogy minden konfidencia-intervallumhoz hozzarendelhetd egy
préba. Az intervallumbecsléseknél megadtunk olyan (¢,, ¢,) intervallumot,
amelybe a binomidlis eloszlasu k gyakorisag nagy, 1 —e¢ valdszintliséggel esik:

- n i n—i
Plc,£k=cy/Hp) = Z (i)po(l_po) = l—es.
i=ci
Ha a gyakorisag erre az intervallumra esik, Hy-t elfogadjuk, ha a
k<c,
vagy a

k>£‘2
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kritikus tartomanyra, akkor H-t visszautasitjuk. A ¢, és ¢, megkeresése a
e &
P(k<Cl/H0) = E €S P(k)Cz/Ho) = 5

egyenletekbdl torténik, a binomialis eloszlasra vonatkozé 1. vagy 2. tablazat
hasznalataval. Az 1. tablazat tetszoleges p-re hasznalhatd, mert ha pl
P(A)=0,60 (és ez nincs a tablazatban), akkor az ellentett essmény valdsziniise-
gére tesziink nullhipotézist, P(4)=0,40 mar megtaldlhat6 az 1. tdblazatban.
A hiba inkabb ott van, hogy az 1. tiblazatban 1 <n<20.
Nagy mintaelemszam esetén a binomialis eloszlast normalissal kozelitjiik.
Tudjuk ugyanis, hogy nagy n-re
k—np
Ynp(1—p)
kézelitGleg N(0, 1)-eloszlasn. igy a
Ou)—O(—u) =2-9w)—1=1-¢
Osszefiiggésbol meghatarozunk olyan u,-t, amelyre

k—np
{np(1-p)

fgy egy probat kaptunk k-ra,

X, = {k < npo—u,npo(1—po) vagy Kk > npo+tu,|npo(1—po)}

kritikus tartomannyal. Igazolhat6, hogy a normal eloszlassal valo kozelités jo,
ha

é ug/Ho) ~ l—e.

_9%
Po(1—po)

Nagy n, kis p, esetén a binomialis eloszlast Poisson-eloszlassal is jol kozelit-
hetjiik.

nz

Megjegyzés.

Igazolhatd, hogy a Hy: p> p, nullhipotézis vizsgalatra egyenletesen legerd-
sebb a proba, ha X, = {k<k,} a kritikus tartomany. Itt p, és k, olyan
konstans értékek, melyekre 1 —e-szintii proba esetén a

Plk<kylpg) =1—¢

feltétel teljesiil.
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3.3. Illeszkedés-, homogenitas- és fiiggetlenségvizsgalat

Azt, hogy egy X véletlen vdltozé adott eloszldsu-e, eddig a kovetkezo
modon vizsgaltuk. Diszkrét esetben 6sszehasonlitottuk a P(X=x;)
valoszinliségeket a mintaban és a feltételezett elméleti eloszlasban.
Folytonos eloszlasnal a tapasztalati és a feltételezett elméleti siriliség-
fliggvény Osszehasonlitasabdl kovetkeztettiink. Ha az elméleti és min-
tabeli valoszintiségek, ill. striiségfiiggvények jol illeszkednek egymads-
hoz, akkor feltevésiinket az eloszlast illetdéen elfogadtuk, ellenkezd
esetben elvetettiik.

Igen am, de ebben az egyszerii modszerben van egy hiba: a szubjek-
tivitas. Hiszen szubjektiv az, hogy az elméleti és tapasztalati értékek
milyen mérvi illeszkedése esetén fogadunk el, ill. utasitunk vissza.
Egyaltalan: j6 volna mérdszamot 1étrehozni az illeszkedés mértékére.

A tapasztalati és a feltételezett elméleti eloszlisfiiggvények illeszke-
désének vizsgdlatdra, a mintdnak az elméleti eloszldshoz valé illeszke-
désének eldontésére szolgdlo eljards (proba) az un. illeszkedésvizsgdlat.
Tiszta illeszkedésvizsgdlatrol beszéliink, ha paramétert nem kell be-
csiilny, feltevésiink egyértelmilen egyetlen eloszlasfiiggvényre vonat-
kozik. Becsléses az illeszkedésvizsgdlat, ha hipotézisink csupan az
eloszlas jellegét, az eloszlasfiiggvény tipusat adja meg (normal, expo-
nencialis stb.), az eloszlasfiiggvény paramétereit a mintabdl kell be-
csiilni. Ez utdbbi a gyakoribb.

A most kovetkezo statisztikai problémakat harom tipusba sorol-
hatjuk:

a) egy minta tekinthet6-e adott eloszlasbol szarmazoénak (illeszke-
désvizsgdlat ),

b) ket minta homogén-e, tekinthet-e azonos eloszlasbol szarma-
zonak (homogenitdsvizsgdlat),

c) két valdsziniiségi valtozd a minta alapjan fiiggetlennek tekinthe-
t8-e (fiiggetlenségvizsgdlat).

1. Grafikus normalitdsvizsgdlat Gauss-papiron

Emlitettiik, hogy a valtozd normalis voltat ellendrizhetjiik grafiku-
san, hisztogram megszerkesztésével. Most a normalitas vizsgalatara
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egy masik grafikus modszert mutatunk, az Un. Gauss-papiron valo
szemléltetést. Ezt killonosen kis elemszamu mintak esetén hasznaljak,
vagy ha csak tajékoz6do jellegli a vizsgalat, vagy ha ellendrizni kivan-
jak, nem viltozott-e meg egy valtozé koradbban kimutatott normali-
tasa.

,Egyenesitsiik ki” elészor a standard normalis eloszlis @(x) elosz-
lasfiggvényét!

Ismeretes, hogy a @ figgvény —3, —2, —1,0, 1, 2, 3 helyen felvett
értékei a kovetkezok:

a(—3)=0,00135, @(3)=0,99865,
9(—2)=0,0228, 9(2)=0,9772,
g(—1)=0,1587, 9(1)=0,8413,
2(0)=0,3.

(A valtozd értékei a 0 varhatd értéktdl csaknem teljes egészében
— 3-sz0r0s és + 3-szoros szorasra, —3 és + 3 kozé esnek.)

Abrazoljuk most a kovetkezd pontokat:

x= 0-nal mérjik fel ordinataként a @(0) =0,5-et,

x= 1-nél mérjiik fel ordinataként a @(1) =0,8413-et,
x= — 1-nél mérjiik fel ordinataként a @(— 1)=0,1587-et,
x= 2-nél mérjiik fel ordinataként a @(2) =0,9772-et,
x= —2-nél mérjiik fel ordinataként a @(— 2)=0,0228-et

stb., de ugy, hogy (1) 1 tavolsagegységgel feliebb, @(—1) 1 tavolsag-
egységgel lejjebb, @(2) 2 tavolsagegységgel feliebb, P(—2) 2 tavolsag-
egységgel lejjebb keriljon, mint a @(0)=0,5 stb.

Az ordinatatengely skdlazdsa ezaltal egyenldtlen lett, viszont igy a
Q(x) fiiggvény képe egy egyenes, ahol nyilvan a tobbi érték is ezen az
egyenesen fekv$ pontot hatdroz meg (37a abra).

Ha az x tengelyt most atskalazzuk (—3 helyébe —30, —2 helyébe
— 20 keriil stb., 1. az abrat), akkor az el6z6 pontok egy 0 varhato
értéki, o szorasu normalis eloszlast valtozo eloszlasfiiggvényének a
pontjai.

Végiil toljuk el az ordinatatengelyt eredeti helyzetével parhuzamo-
san az x tengely mentén —m egységgel. Az igy kapott koordinata-
rendszerben az m varhat6 érték{l, o szorasu normalis eloszlasa valtozd
F(x) eloszlasfiiggvényének a képe egy egyenes.
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37a abra

Ezek a lépések annak felelnek meg, hogy

Fx) = @ (x%")

vagyis az F(x) fiiggvény @(x)-bd! 2 linedris transzformacidval kapha-
to meg:

r’ x M ’
a) Q(x)-bol Q (;)—t az x tengely menti egységek og-ra valtoztata-

saval.

x\ ., x—m
b) 0(;)-bol (D(T)-t az ordinatatengely parhuzamosan,

—m egységgel torténd eltolasaval kaphatjuk meg.

Ha a minta alapjin kapott tapasztalati eloszlasfiiggvényt az el6bbi
koordinata-rendszerben (in. Gauss-papiron) abrazoljuk, normalis
closzlas esetén a pontok kozelitleg egy egyenesre esnek (azaz egy
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egyenes koriil csoportosulnak), annak megfeleléen, hogy a tapaszta-
lati eloszlasfiiggvény nagy valdsziniiséggel jol kozeliti az elmélets
eloszlasfiggvényt, ha n elég nagy.

Nézziik most az el6zdekben mar szerepelt cipégyartasi példankban
a talpfelerdsitési szilardsag értékeit! Tekintsilk ugy, hogy egy-egy
intervallumban a szilardsag az osztalyhatérok szamtani kozepét

(az osztalykozepet) veszi fel.

Szilirdsagi osztaly Osztdlykdzép Valészindiség ( A ;’ﬁ};’zﬁ‘;‘;‘f?‘z&:g;ﬁ:ﬁ;ﬁ)
i
1,5-2,0 1,75 38 = 0,028 0,028
2,0-2.5 2,25 0,055 0,028 +0,055 = 0,083
2,5-3,0 2,75 0,083 0,166
3,0-3.5 3,25 0,167 0,333
3,540 3,75 0,278 0,611
4,045 4,25 0,167 0,778
4,5-5,0 4,75 0,139 0,917
5,0-5,5 5,25 0,055 0,972
5,5-6,0 5,75 0,028 1,000
Osszesen: 1,000

A 37b abran feltiintetett Gauss-papiron abrazolva az (1,75; 0,028),
(2,25; 0,083) stb. pontokat, lathaté, hogy azok kozelitdleg egy egye-
nesre esnek, tehat a szilirdsag a minta alapjan normalis eloszlasunak
tekinthetd. (A halézat ordinatatengelye az el3z6leg mutatottnal si-
ribb beosztasu, a valdsziniségértékek %-ban vannak bejelolve.)
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b)
37b abra
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2. Egy egyszerii normalitdsvizsgalat

Ha T standard normal eloszlasu, akkor siiriiségfiiggvénye:

¢(z)=7e2<— ha #0,

In(—2In}27 () =2Ins, ha >0,

azy =In(—21In [/ﬂ @(1), In 1=z helyettesitést végrehajtva, az (y; z)
koordindta-rendszerben a most kapott fiigguény képe egyenes.

Ha >0, akkor |27 p(2) <1, ezért
—21In |27 (#)> 0,

y-nak tehat mindig van ez esetben értelme, In ¢ is létezik. Ha logaritmi-
kus skalaju ¢ tengelyt vesziink, akkor a z értékre a gyakorlatban nem
is kell attérniink. Ahhoz, hogy a papirboltokban vasarolhat6 logarit-
mikus beosztasu tengelyt hasznalhassunk, 10-es alapu logaritmust
kell alkalmazni. Ekkor

t2
Ig )27 o) = — Elg e,

2
lgu = lg(— @lg@¢(t)) =2lgt,

ha t>0. 10-es logaritmikus beosztdsu t tengelyt, 10-es logaritmikus
beosztdsu u tengelyt alkalmazva, a (t; u) koordindta-rendszerben a most
kapott fiiggvény képe egyenes lesz.

Az N(m, o)-eloszlast, f(x) strlségfiiggvényli X valtozot el6szor
standardizaljuk a

_Xmm

g

T
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transzformacioval. {gy siirliségfiiggvénye a ¢(r) fiiggvény. Ez kifejez-
hetd f(x) segitségével.
A mar targyalt

| xX—m 1
f) == =~ p(d)
o 7]
egyenletbol:

x—m
o) = ¢ (“**) = af(%).
o

Ha a mintabol m értékét x-gal, o értékét s*-gal, of(x) értékét
s*f,(x)-szel becsiiljiik, akkor p(r) értékeit megkapjuk a mintabeli becs-
1és alapjan. Az igy kapott becslésekkel az elébbi mddszerrel abrazolt
pontok X normalis eloszlasa esetén kozelitdleg egy egyenesen sora-
koznak.

Példaként abrazoljuk a mindkét tengelyen logaritmikus (¢; ») koor-
dinata-rendszerben a

2
lgu = 1g(—hg—elg[[27w(t)) =2lg1

fuggvényt. A ¢(1) értékeket a normal eloszlas tablazatabol vettik, a
sziikséges fliggvényértékeket szamitogéppel szamitottuk.

' (0 u= 7lgzelg 2 p(2)
0,10 0,3970 9,760934 8- 10 3
0,30 0,3814 8,9936112-10"2
0,50 0,3521 2,4980309-107¢
1,00 0,2420 9,9975811-107¢
1,50 0,1295 2,2502719
2,00 0,0540 3999 6556
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38. abra

A 38. abran a (r; u) koordinata-rendszerben abrazolva a kapott
pontokat, latszik, hogy azok egy egyenesen sorakoznak.

3. Egy egyszerii vizsgdlat az eloszlas exponencidlis voltdra

Ha a minta exponencidlis eloszlasy sokasagbol szirmazott, akkor
az elméleti stiriségfiiggvény:

f)=2*, ha x>0, és f(x)=0 egyébként.

Logaritmaljunk az x>0 esetben!
Inf(x) = —Ax+1n A
Az y=Inf(x) tengelyen logaritmikus beosztast alkalmazva, az

1
y = —Ax+In A egyeneshez jutottunk. A értékét — -gal becsilhetjik.
X

Kdzelitsiik az elméleti siriségfiiggvényt a tapasztalataival, minden
elemet helyettesitsiink annak az osztalynak a kozepével, amelybe
esett! Ha az eredeti eloszlas exponencialis, az igy kapott pontok
kozelitoleg egy egyenesre esnek. Ha a vasarolhatd logaritmikus beosz-
tasu papirt akarjuk hasznalni, 10-es logaritmust kell alkalmazni (mint
elobb).

Megjegyzés

A két legutobb ajanlott modszer kozelitd, gyors tajékozddasra jo,
hiszen mindkettében kiildnbozo kozelitéseket hasznaltunk.

4. A y’-préba és alkalmazdsai

Haaz A4,, A,, ..., A, események kizarjak egymast és teljes esemény-
rendszert alkotnak, akkor a

Hy: P(4y)=p; (i =1,2,...,r ¢és Z Pi=1),
i=1

nullhipotézis vizsgalatara az alabbi proba adhaté meg.
Tegyilik fel, hogy n megfigyelésbdl az 4; esemény k;-szer kovetkezett

© be(i=1,2,...,r), vilagos, hogy Z k; = n. A k; gyakorisagok bino-

i=1
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mialis eloszlas valtozok np; varhatd értékkel, a (ky, ks, ..., k) vek-
torvaltozo polinomialis eloszlast, tehat H, fennallasa esetén

n o
P(kl T Ry eee kr - nr/HO) = r ]_I Pil,

[T n! =t
i=1

r
ha Z n; = n, mas esetben a valosziniiseg 0.
i=1

Adjuk meg a kovetkezd probastatisztikat:

A statisztika minden egyes tagja: a k; gyakorisag négyzetes eltérése
az np; varhat6 értéktdl osztva a varhaté értékkel. 4 ¥ statisztika tehat
azt jellemzi, hogy milyen ardnyi a mintabeli gyakorisdg és a feltétele-
zett elméleti varhato érték eltérése.

Bizonyithatd, hogy ha n — oo, akkor a prébastatisztika eloszldsa
tart a) az r— 1 paraméterii y*-eloszldshoz (tiszta illeszkedésvizsgdlat
esetén), b) az r— 1—s paraméterii y2-eloszlashoz (becsléses illeszke-
désvizsgdlatndl, ha a becsiilt paraméterek szama s). A probastatisziika
tehdt kozelitbleg x*-eloszldsi.

A kozelités megfelelo, ha mindegyik np;= 10.
Az 1—g-szintli probahoz a kritikus tartomany H-t feltételezve:

X, = {®> 210} vagy  Xi= {{*>1-1-49}.

A kritikus értékeket a 7. tablazat tartalmazza. A proba egyoldali
proba, mivel az elfogadasi tartomanyt gy adjuk meg, hogy

P(? € 32 (e)/Hy) = 1—¢  (tiszta illeszkedés),

vagy
PG* <y _(&)/Hy) = 1—¢ (becsléses illeszkedés)
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legyen. A y*-probchoz elég nagy mintaelemszdmra van sziikség. Ha
példaul a legkisebb p,=0,05, akkor np; = 10 egyenletbdl:

10
nz—— = 200,
0,05

tehat a jo kozelitéshez legalabb 200 mérésre van sziikség.

Az Olvasonak az eddigiekbdl ugy tiinhet, hogy a y2-proba csak
diszkrét eloszlasu valtozora jo (hiszen r esemény bekovetkezési valod-
szinliségeire tettiink hipotézist). A y*-préba azonban folytonos eloszid-
su valtozo eloszldsdra tett feltevés vizsgdlatira is alkalmas: ha X foly-
tonos eloszlasu valtozora van mintank, akkor soroljuk azt r osztaly-
ba, minden valtozoértéket helyettesitsiink a megfeleld osztaly kozepé-
vel. Az A; esemény az, hogy X egyenld az i-edik osztalykézéppel, a
p; valoszinliség annak a valosziniisége, hogy X az i-edik osztilyba
esett.

Itt is sziikséges, hogy a legkisebb np; se legyen kisebb, mint 10. Ha
ez nem teljesiil, akkor ezen gy prébalunk segiteni, hogy az eredetinél
nagyobb terjedelmi osztalyokba sorolva a p; valoszinliségeket ndvel-
Jik. Ha igy sem sikeriil elérni, hogy minden np;>10 legyen, mds
probat alkalmazunk.

Megjegyzeés

Azt talaltuk, hogy ha az illeszkedésvizsgalat becsléses, a prébasta-
tisztika szabadsagfoka a becsiili paraméterek szamdval csokken. Ez
mds vizsgalatokra is érvényes. Példaul mar a kétmintds r-probanal is
az n, +n, szabadsagfok 2-vel csokkent (mert az m és ¢ értékét a
mintabdl becsiiltiik). Ez érthetd: a szerepld valtozok kozt a mintabeli
becslésbdl annyi egyenletiink van, ahdny paramétert becsliink (ennyi-
vel kevesebb a ,,szabad” valtozok szama).

a) Az illeszkedésvizsgdlatot y*-prébdval tulajdonképpen vazoltuk,
diszkrét és folytonos valtozora.

Megjegyezzilk még a y>-préba egy hibajat. Ha az eloszlas ,,szélein”
levé intervallumban a kelleténél tobb X; érték fordul eld, akkor azt
az egyszert, hisztogramos eljarasnal nem vessziik figyelembe, a vélet-
lennek tulajdonitjuk. A y2-prébanal azonban ez a (k;— np;)? til nagy
lesz a hozzatartozo np;-hez képest, a y>-préba elutasitashoz vezet.
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A statisztikdban szokdsos eljaras az ,outlyer”, tilsagosan kirivo
adatok elhagyasa (,,az adatok tisztitasa”; Cleaning data). Pelddul
versenyeken gyakran elhagyjak a legalacsonyabb és legmagasabb
pontszamot. Persze vigyazni kell, nehogy az eljarassal meghamisitsuk
az eloszlast!

b) A homogenitdsvizsgdlat azt targyalja, hogy ket valosziniiségi
valtozod azonos eloszldsunak (két sokasag ,,homogénnek”, egynemii-
nek) tekinthetd-e. Ha a két véletlen valtozot X-szel, ill. Y-nal jeloljiik,
akkor a nullhipotézis:

Hy: P(X<x) = P(Y<x), vagyis Hx) = G(x).

A yP-probds homogenitdsvizsgalatban az azonosnak feltételezett
eloszlasfiiggvény nem is szerepel. Osszuk fel a szamegyenest a

—0 = zp<z;<z3<...<Z = ©

osztopontokkal r szami osztalyra! Essen a (z;-4, z;) intervallum-

ba az X valtozora vett mintabol f;, az Y valtozora vett mintabol k;

(i=12..r. Legyen az X véltozora vett minta elemszama
. ‘

r

Y fi = n, az Y viltozéhoz tartozé minta elemszima Y ki=m.
i=1 i=1
Kimutathato, hogy a

()

R Yy

probastatisztika n — oo és m — oo esetén r— 1 paraméteri, %_elosz-
last. Ha tehdt m és n elég nagy, akkor y>-proba alkalmazhaté a
homogenitas vizsgalatara.
¢) Fiiggetlenséguizsgdlat y*-probdval. A fiiggetlenségvizsgilat célja

az, hogy eldontsiik: két valdszintiségi valtozo fiiggetlennek tekinthe-
t6-e, tehat igaz-e, hogy

Hy P(X<x, Y<y) = P(X<Xx)P(Y<}y),
vagy az eloszlasfiiggvényekkel felirva fennall-e, hogy

Hy: H(x, y) = Fx)G(y).
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Legyen az (X, Y) parra vonatkozo n-elemil minta (X, Y3), (X5, Y>), ...

. (X, Y,). Osszuk fel az X tengelyt a — o0 = xo<x,<x,<...

..<x, = oo osztopontokkal r részintervallumra, az Y tengelyt

—00 = Yo<y;<y,<...<y, = oo osztopontokkal s szamu osztalyra.
fgy a sikot rs , téglalapra” bontottuk.

Az 4;={x_,SX<x} ésa B;={y_SY<y}
események:

— kulon-kiilon vald bekdvetkezésének valdszinilsége

= F(x)— F(x;_y),
q; = G —G(y;- 1),

— egyiittes bekovetkezéseinek (azaz egy kiszemelt téglalapba vald
eséseknek, az 4;B; esemény bekovetkezéseinek) a szama k;;.

A fuggetlenség eldontésére szolgald probastatisztika (ha az F(x) és
G(y) closzlasfiiggvények ismeretesek, tiszta fiiggetlenségvizsgalat):

_ Z o (ki —np; qJ)
=1j=1 np,q,

Ez a probastatisztika a nullhipotézis (vagyis a fiiggetlenség) fennal-
lasa esetén rs— 1 paraméter(i, aszimptotikusan y%-eloszlasu (a y2-pro-
ba a szokott moédon elvégezheto). ..

A gyakorlatban stiriibben fordul el6, hogy a p; és g; valosziniisége-
ket nem ismerjlik, hanem a mintabdl becsiiljik (becsiéses fiiggetien-
ségvizsgalat ). Szokas ilyenkor az alabbi kontingenciatdbldzatot készi-
teni (contingency = véletlenség, eshetéség). Miként a kétdimenzids
(kétvaltozos) eloszlasoknal tettiik, a tablazat peremén a vetiletelosz-
lasoknak megfeleld gyakorisdgok talalhatok:

fi az A; esemény gyakorisaga, f; = Z ki,
f; a Bjesemény gyakorisaga, f,; = k;
fi S

P(Ai)zpiz';;a P(Bj)ijz:{-
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Y Ossze
ZESENn
d B, B, B; B,
Al kil k12 klj kls fl.
Az k21 k22 e kZ] “en kZS fZ.
Ai kil kiZ e kl] cen kis ﬁ
Ar krl er L krj oo krs f;'
Osszesen: Iy fa i fs n

Kimutathato, hogy a

2
( - ﬁ.f.j)
$ n

K=nl Z fif

probastatisztika aszimptotikusan (r— 1) (s— 1) paraméterd, y>-elosz-
last, a szokasos y>-préba vele elvégezhetd. A paraméterek szama
most (a becsléses filggetlenségvizsgdlatnal):

rs—1—(r=1+s=1) = (r—1) (s— 1),

hiszen a becsiilt paraméterek szama (r— 1) +(s—1), merta valészinﬁ;
ségek bsszege mind az X, mind az Y valtozora 1, és igy pélfléul az els’o
(r—1) szamu becsiilt p;-b8l az utolsd, p, becslése mar adodik; hasonlc?-
an az elsd (s—1) szamu becsiilt ¢-bol az utolso, g, becslése mar
megkaphato.

Atalakitassal szamitasra alkalmasabb, egyszerlibb képletet nyerhe-
tiink:

r s klZJ
X2 = n (;1 j;l f,f:, — 1).

Kiilondsen egyszerd a statisztika, ha mindkét valtozora r=s=2
mérésiink van. 4 2 x 2-es kontingenciatdbldzat:
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Y
X GSSZGSGH
B, B,
A4, ki, kis kiitk, =1
4, kay k;, kayytky, = fa.

Osszesen: | kyy+kyy =1 | kyatk,, =fo | n=ky tki+ky tky,

A prébastatisztika:

2 (kukzz"kukzl)z

X =n
JiSfo St s
aszimptotikusan yz-eloszlasa, (r— 1) (s— 1) = 1 paraméterrel.
Mivel nem csupin két mennyiségi, hanem két minSségi ismérv

figgetlenségérdl is beszélhetiink, a problémat az A,, A,, ..., A, és
B, B,, ..., B, teljes eseményrendszerek fiiggetlenségének az ellenérzé-

sére is megfogalmazzuk. Nullhipotézis: a két eseményrendszer fugget-
len, vagyis:

P(A;B) = P(A)P(B) (i=1,2,...rj=1,2,....9).

Ha a P(4)=p; és a P(B)=gq; elméleti valosziniiségek ismertek,
akkor az elézéekben ismertetett tiszta fiiggetlenségvizsgdlatot végez-
ziik el.

Gyakoribb azonban, hogy nem az elméleti valésziniiségek, hanem
ezeknek mintabeli becslései ismeretesek, vagyis a

ki k;;
Nﬂ _1;1 U /i i; ’
pim—= » 4N =
n n n n

mennyiségek (I. az el3z6 kontingenciatablazatot). Ekkor az elézdek-
ben bemutatott becsiéses illeszkedésvizsgdlati y*-prébat végezziik el.
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5, Normalitisvizsgilat a mintaelemek transzformicidja alapjan
( Sarkadi-proba)

Egy mintarél eldénthetd, hogy normalis eloszlasbol szirmazonak
tekinthetd-¢ anélkiil, hogy a varhato értéket vagy a szorast ismernénk.
Sarkadi olyan transzformdciot javasol, amely az eredeti minta-
elemeket mint valtozékat fiiggetlen, N(O, 1)-eloszlasi valtozokka
transzformalja akkor és csak akkor, ha az eredeti valtozok norméq
eloszlasiak voltak. gy visszavezettiik a feladatot olyan statisztikzg
minta vizsgalatira, amelynél a hipotézis az N(0, 1)-eloszlas (normali-
tasvizsgalat ismert paraméterekkel). Ennél az un. tiszta illeszkedes-
vizsgalatnal tdbb proba, példaul a bemutatandé Kolmogorov-préba}
is jol alkalmazhatd. A feladat tobb kismintara (killénbézd varhato
értékekre és szorasokra) is elvégezhetd, a transzformacié utan kapott
N(0, 1)-eloszlasu kismintdkat egyesithetjiik egyetlen N(0, 1)-eloszlas
nagymintaban.

Legyenek a mintaclemek (mintavétel szerinti sorrendben)
X, X,, ..., X, végezziik el a kdvetkezd transzformaciot:

— X X,_1—X,
r-X%, (L;—') (i=1,2,...n=2),

S S

o X
itt az egyes valtozok értelme (X-sal jeldlve a Z‘—n— mintaatlagot):

X+V§(Xn—l+Xn)

X'z ’
n+\2n

2 [ 1, 1
5% = —2[2 X — ;Xz— E(X"”_X")z:l'
h— i=1

Az y,_(x) fiiggvény értékét az n—2 paraméterii Student-, ill.
y2-eloszlasn valtozo eloszlasfiiggvényébdl hatarozzuk meg, a kovet-
kez8képpen. Tekintsiik az f paraméterli, Student-eloszlasu valtozo
P(t/f) eloszlasfiiggvényét:
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(7 =

1
P = s
R

2 1+ —
f

és tekintsiik az f paraméterli y*-eloszlasu véletlen valtozd 1 — Ot/ f)
eloszlasfiiggvényét, tehat a

ouin = — f Tk
= u e u
Ar (g) ,

fiiggvényt!
Ezekbdl hatarozhaté meg a keresett y,_,(f), visszakereséssel az
alabbi Osszefliggésbdl:

OWa-20F/n—2) = 2P(tn—2)—1  (120).

A konyvben taldlhaté x? és Student-eloszlds tablazatok ehhez a
probahoz altaldban nem elégségesek. Vannak olyan statisztikai mun-
kak, amelyekben a kellé szami tabldzat megtalalhaté, példaul Sarka-
di, K.: On testing for normality. MTA Mat. Int. Kozl. V. A. 3.
Budapest, 1960.

A leirt transzformaciéval az eredetinél 2-vel kevesebb
Yy, Y, ..., ¥, figgetlen valtozokhoz jutunk, amelyek akkor és
csak akkor N(0, 1)-eloszlasu valtozdk, ha az eredeti minta normalis
eloszlasbol szarmazott.

6. Hipotézisvizsgalat az eloszlds exponencidlis voltdra (Stirmer-
proba)

Tekintheté-e az X, X,, ..., X, figgetlen mintaelemekbd! all6 minta
exponencialis eloszlasbol szdrmazénak? Az exponencialis eloszlas
paramétere nem ismert. Az

2P ERNE, ¢4
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rendezett mintaelemekhez vegyiik hozzd még a X§=0 elemet, és
végezziik el a kovetkezd transzformaciot:
k—1
Y (=) (XE = XD
yr = =° (k=1,2,..,n—1).

Y X
j=1

Ha az eredeti eloszlds exponencialis, akkor az igy kapott (az eFede-
tinél eggyel kevesebb szamu) Y7 valtozok ugy ’tel'(inthet('ik, mint a
(0, 1) intervallumban egyenletes eloszlast valtoz6bol vett n— 1-elemu
minta. Erre a tiszta illeszkedésvizsgdlatra példaul a Kolmogoroxf—
proba alkalmazhatd, a kombinalt médszer minden folytonos ellenhi-
potézisre aszimptotikusan konzisztens.

7. Tiszta vagy becsléses illeszkedésvizsgdlat nagy mintaelemszam
esetében, a Kolmogorov-féle (egymintds) préba

Az X folytonos eloszlasu valtozéra tett nullhipotézis:
Hy: P(X<x) = F(x).

A kétoldah ellenhipotézis:
H,;: P(X<x) # Hx).

Ha az X, X, ..., X, minta empirikus elosziasfiiggvénye F,(x), ak-
kor a probastatisztika:

D,= max |F(x)—Fx)!

— 0 <x<w

Ha H, igaz, akkor

lim P(VHD,,<Z)= i (—D)e 2 = Kz (z>0).

k==—®

A Kolmogorov-féle K(z) fiiggvény segitségével:

Ao )o(3)
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igy megszerkesztették a 11. tablazatot, amelynek haszndlata egyszeri:
ha D, = max | F(x)— F(x)| nagyobb, mint a tdblézatban 95%-os (ill.

X=T¢
99%;-08) biztonsdgi szintre megadoit kritikus érték, akkor elutasitjuk
azt a hipotézist, hogy a valbsziniiségi vdltozo eloszlasfiiggvénye F(x),
ellenkezd esetben elfogadjuk.

Példdul ha n=25, D,=0,8 (a feltételezett elméleti és tapasztalati
eloszlasfiiggvény maximalis eltérése 0,8), akkor a tablazatbél az alab-
bi részletet kell figyelni:

n 0,95 0,99

25 0,2640 0,3166

A szamitott 0,8 eltérés sokkal nagyobb 0,3166-nal is, 0,2640-nél is,
visszautasitjuk azt, hogy a sokasag eloszlasfiiggvénye valéban a felté-
telezett F(x) volna: P(X<x) # F(x). (A tdbldzat értékei kétoldali
ellenhipotézisre vonatkoznak.)

A Kolmogorov-proba az F,(x) és F(x) kozbtti 1ényeges eltérésre
erdsebben reagal, mint a y>-préba, ilyen esetekben gyakrabban vezet
a nullhipotézis elvetésére. Masrészro! azonban elofordulhat, hogy a
tapasztalati eloszlas lényegesen és szisztematikusan killonbozik a fel-
vett elméleti eloszlastol, de a D, eltérés mégsem elég nagy ahhoz, Logy
a nullhipotézis elvetésére vezetne.

Megjegyzés

Beszéltiink arrodl, hogy Szmirnov tétele szerint a

D = sup (F(x)—Fx)

-0 <x<w

statisztikaval:

lim P(nD*<z)=1-¢ 2" = §z), (z20).

n—a
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A ﬁ D* eloszlasat elég nagy n-re kozelitdleg a Szmirnov-féle S(z)
fliggvény hatarozza meg:

P(]/r; Dt<z)m 1—e 2.
Ha a nullhipotézis
Hy: P(X<x} = Fx),
és az egyoldali ellenhipotézis
HI: P(X<X)<F(X),
akkor a H, elfogadasara vagy elutasitasara elegendé a ‘/;z D" statisz-
tika alapjan 1 —¢ szinten olyan z, kritikus értéket meghatarozni, hogy

—1222

0 —

legyen, amibdl

1
o= |/ — Elna.

A kritikus tartomany a szAmegyenes z,-nal nagyobb értekeket
tartalmazo szakasza.
A Yn D" statisztika stirfiségfiiggvénye:

ds 2
— = 4ze” ",
dz

igy varhato értéke:

o

+y — _ -2z am [ — mp— 22 oo_{_00 —222d —
M(fn D%y = — | 2A—4ze™**)dz = [—ze7*"]; ie 7
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8. A Kolmogorov—Szmirnov-féle kétmintds préba

Ez homogenitasvizsgalatra hasznalhaté, segitségével arrél déntiink,
hogy két folytonos eloszlasi X és Y véletlen valtozé eloszlasa azonos-e.
Az eloszlasfiiggvények:

PX<x)= FAx) ¢é P¥<x)=Gx),

igy a nullhipotézis most:

H,: Ax) = G(x).
Az X-re vett
X, X5 .0 X,

minta és az Y-ra vett
Y., Y,,..7,

minta rendezésével készitsiik el az F,(x), ill. a G,(x) tapasztalati elosz-
lasfiiggvényeket! Szmirnov kimutatta, hogy

nm
lim P {l/m max [F(x) — G,(x)] < Z/Ho} R
T n+m xre

ahol ¢ = , tovabba

2m+n

nm
lim P(I/—max | F(X)— G,{x)| <z/H0) =
nm- o n+m xre

~K@= 3 (-1

k=~

ahol z>0.
~ A H\: K(x)> G(x) egyoldali ellenhipotézis esetén a probastatisztika:
D': m = rr(la;x [Fn(x) - Gm(X)],
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a kritikus tartomany 1—¢ szinten a {D, ,> D,} tartomany, ahol D,
értekét a

P(D; .<D,JHy) = 1—¢

relaciébol kaphatjuk meg.
~ A H: Kx) # G(x) kétoldali ellenhipotézissel szemben a probasta-
tisztika:

D, = rr(lﬁXan(X)—Gm(x)t,
a kritikus tartomany 1—e¢ szinten a {D, ,,> D,} tartomany, ahol D,
értékét a

P(D,, w<D,/Ho) = 1-¢

Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. Nagy n és m esetén hasznalhato a
K(z) fiiggvény tablazata (1. a 14. tablazatot).

Az alabbi tablazatrészlet azt mutatja, hogy nagy, kb. 95% valdszi-
nlséggel:

nm
i/ max | F,(x) = G,(x)| < 1,36.
n+m xre

z K(2)
1,35 0,9477
1,36 0,9505

Ha a probastatisztika szimitott értéke 1,36-nal nagyobb, a nullhi-
potézist elvetjiik; ellenkezd esetben elfogadjuk.

Egyenl6 mintadarabszamok (m=r) esetén hasznalhato a 12. tabla-
zat 95%, és 99% szinteken, amely az n D, ért¢keket adja meg, ezeket
az nD, , értékekkel kell dsszehasonlitani.
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Ha n=m mintadarabszdm esetén nD,] = nmax | F,(x)— G(x)| meg-
haladja a tablazatban taldlhaté kritikus értéket, akkor elutasitjuk azt
a feltevést, hogy a két véletlen vdltozo eloszldsa megegyezik, ellenkezo
esetben elfogadiuk. A tablazar értékei kétoldali ellenhipotézisre vonat-
koznak.

Példaul n=m=17, 95% biztonsagi szint esetén a 12. tablazatbeli
kritikus érték nD,=6:

n 0,95 0,99

Ha most az F,(x) €s G,(x) fliggvények maximalis abszolut eltérése

-, akkor
7

4
nD,,’,, = 7D7’7 = 7 ! "; = 4,
ez kisebb a kritikus értéknél, a H, hipotézist elfogadjuk. Feltehetd,
hogy a két minta azonos eloszlasbol szarmazik (homogén).
Megjegyzés

Egyoldali ellenhipotézis sokszor meriil fel a gyakorlatban a kévet-
kezd esetben. Egy alkatrész X élettartamanak eloszlasat F(x) eloszlas-
fliggvény adja meg. Valamilyen eljarassal az élettartam ndvelését
akarjuk elérni. Ha az 1j eljarassal készilt alkatrészek Y élettartama-
nak eloszlasfiiggvénye G(x), akkor az élettartam ndvekedését az jelen-
ti, hogy

P(Y>X) > P(X>x),
1-G(x) > 1— FXx),
F(x) > G(x).
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9. Wilcoxon-préba

A probat két eloszlas egyezésének vizsgalatara hasznaljak. Kidol-
goztak arra az esetre is, amikor két varhato érték egyezése a nullhipo-
tézis (Hy: M(X)= M(Y)), vagy amikor azt feltételezziik, hogy X atla-
gosan ugyanannyiszor kisebb Y-nal, mint ahanyszor nagyobb

1
(HO: PX<Y)= AX>Y) = 5)
Tekintsiik most az altalanos esetet, amikor a nullhipotézis az X val-
tozd F(x) és az Y valtozd G(x) eloszlasfiiggvényeinek az azonossaga,
vagyis

H,: F(x)=G(x).

Rendelkezésiinkre all az

X, X oo Xp
ill. az
Yi, Y .. Yy

minta.

Egyesitsiik a két minta elemeit, és a kapott m+r-elemii minta
elemeit rendezziik ndvekvé sorrendbe! Legyen az egyesitett mintaban
az X, X,, --., X, elemek sorszama (rangja) ry, r,, ..., r,, ugyanakkor
az Y,, Y,, ..., Y, elemek rangja sq, 59, ..oy Spr

Adjuk Ossze az X valtozora vett minta elemeinek rangjait az egyesi-

n

tett, rendezett mintdban. Z r; legkisebb értékét akkor kapjuk, ha az
i=1

els6é minta elemei (az X; értékek) a kozos (egyesitett) minta elemeinek

novekvd sorrendjében az elsé n helyet foglaljak el,

n(n+1)

n
min Z rp=1+2+...+tn=
i=1

Itt ) r; legnagyobb értékét nyilvan akkor kapjuk, ha az elsé minta
“elemei a k6z0s sorrend utolsd n helyét foglaljak el:
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" Cm+n+1)n
max Z r,=m+H+m+2)+...+(m+n) = -
i=1

Wilcoxon a kovetkezd probastatisztikat vizsgalta:

nn+1)
S

n
Wm= Z r—
i=1

A W statisztika pontos eloszlasara zart formula nem ismeretes.
Mindenesetre meg tudunk allapitani néhany fontos dolgot:

. - : : , . nrtl)
— a W legkisebb értéke 0 | mivel Z r; legkisebb értéke 5 ;
- a W legnagyobb értéke:

nn+1) (Cm+n+1)n an+1)
2 2 2

n-2m
= = mn,
2

max ) r;—

— a nullhipotézis fennalldsa esetén W varhato értéke:

MWL) = mn
n.m 2 ?
szorasnégyzete:
mu(m+n+1
Dz(Wn,m) = “(—12—)7

mn
— a W véletlen valtozé eloszlasa a varhato értékre ( 5 -re) szim-

metrikus,
— W eloszlasara érvényes a kovetkezé rekurzios formula:

m

Pw, .=k =
( " ) m+tn

n
P(Wn—l,mzk)+ mP(Wn,m—I:k);
m+n
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— ham — o0, n = oo, akkor a standardizalt W érték:

mn
Wn.m_ A
2

mn(m+n+1)
12

hatareloszlasa az N(0, 1)-eloszlas.
Ez utobbi alapjan:

— nagy n-re az u-proba jo kozelitésben hasznilhaté (nem is kell
standardizalni, mert W j6 kozelitésben normal eloszlasu, M(W) vér-
hato értékkel, D(W) szorassal);

— kis m-ekre, kis n-ekre (5-t61 20-ig) az elobbi rekurziv formula
segitségével elkészitettitk a W-statisztika kritikus értékeit 95%-os, ill.
997%-0s kétoldali szintre (13. tablazat). Az elfogadasi tartomany:

WSWsW ,,

1=3

[ &)

mn
a tablazatban csak az als6, W< > tartomanyhoz tartozé W, kriti-
2

' mn
kus érték taldlhato. Ha azt talaljuk, hogy W, uon < B akkor

magat W .oy €rtéket, ellenkezbé esetben (mn— W, ....) értéket

hasonlitjuk 0Ossze a tablazatban talalhat6 W, kritikus értékkel
(39. abra). 2

Ha a probastatisztika szamitott értéke a kritikus érték alatt marad,
akkor a két eloszldsfiiggvény egyezésére vonatkozo nullhipotézist elvet-
Jiik; ellenkez6 esetben elfogadjuk. Az abran az elfogadas esetét szem-
leltettiik.

Peldaul Hy: F(x) = G(x), H,;: Ax) £ G(x) (kétoldali ellenhipo-
tézis), n=14, m=20, 3 r; = 110,

i=1
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+ (W)

£ £
z 2
*——& } -
N~ mn w
0 2 mn
mn 'wszémitott Wszémitoﬁ
39, abra
" nnt+1)
Wom= Y, ri— ( S = 110—105 = 5,
i=1

nm
mivel ez a felezOponttdl balra van | W iniuen=35 < EY = 140), ezért

magat W0 Crt€ket hasonlitjuk dssze a tablazatbeli, 95%;-o0s szint-
hez tartozd W, értékkel:

83

Mivel W, nion=23 < Wi =283, a két eloszlasfiiggvény azonossa-
gara vonatkozé nullhipotézist 95%-os biztonsagi szinten elvetjiik.

Megjegyzés
A nagysag szerinti sorrendbe allitasnal egyenl6 elemek is el6fordul-
hatnak, mégpedig:
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a) ugyanazon mintan beliil van mondjuk két azonos X; értek;

b) a két azonos érték koziil egyik az X, a masik az Y valtozora vett
mintaban van.

A b) esetben Un. dtlagos rangot rendelimk az egyenlokhoz, az
atlagos rang a k6zds mintaban a megegyezd elemek rangszamanak a
szamtani kozepe. Ha példaul a kozds minta 10-edik és 11-edik eleme
azonos, X*,= Y¥,, akkor mindkett6 10,5 rangot kap. Ha példaul az
egyesitett, rendezett mintaban 3 elem egyenld, X7 =XT, = ¥T,, akkor
a kozds rangszam 10, 11, 12 szamtani kdzepe, vagyis 11 (mindegyik
11-es rangszamot kap).

Az a) esetben nincs sziikség atlagos rang megallapitasra, az egyenld
elemeket tetszés szerinti sorrendben, folytatdlag rangszamozzuk. Pl
X¥o=X*,, egyik kapja a 10-es, masik a 11-es sorszamot.

¢) A probat a

1
Hy PX<Y) = P(X>Y) =~
nullhipotézissel szemben tett
1
H: P(X<Y) > 3

egyoldali ellenhipotézis vizsgalatara is alkalmazzik (egyoldali préba),
vagy pedig a
H,: P(X<Y) # P(X>Y)

ellenhipotézis vizsgalatara (kétoldali proba).

Gyakorlé feladatok
1. Kupgdrgds csapagynal az n. nagyhomlok maximumanak a név-
leges mérettdl valé eltérésére n=170 mérést végezick. Az értékeket

(—-0,5;0,5), (0,5; 1,5), ..., (14,5; 15,5) osztalyba soroltak.
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Osztalykdzép | 0 1 2 3|45 (6|7 (8]9j1W0f11[12713]14]15

Gyakoriség} 3138 |15712(22(20]19f17[/10{14]10|8 |6 ] 2] 1

Feltehetd-e, hogy az eldirt mérettd]l vald eltérések normalis eloszlasuk?
Déontse el a) Gauss-papiron vaid abrazolassal; b) a 2. pontban ajanlott egysze-
rli grafikus vizsgalattal; ¢) y2-probaval!

a) A gyakorisagokbol kiszdmitva a relativ gyakorisigokat, ezeket Gsszegez-
ve, F(x) becslését kapjuk. Az (x; F(x)) pontokat Gauss-papiron abrazoljuk
(402 abra). A felvitt pontok nagyjabol egy egyenesre esnek, a normalitis
felteheto.

Osztilykozép Gyakorisag Relativ gyakorisig bssggeggsgﬁglaﬁ"
0 3 0,0176 0,0176
1 3 0,0176 0,0352
2 8 0,0471 0,0823
3 15 0,0882 0,1705
4 12 0,0706 0,2411
5 22 0,1294 0,3705
6 20 0,1177 0,4882
7 19 0,1118 0,6000
8 17 0,1000 0,7000
9 10 0,0588 0,7588
10 14 0,0824 0,8412
11 10 0,0587 0,8999
12 8 0,0471 0,9470
13 6 0,0353 0,9823
14 2 0,0118 0,9941
15 1 0,0059 1,000
Osszesen: 170
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b) A mérési eredményekbdl becsiiljiik:

— a varhato értéket: m=x=6,8706,
— a'szorast; a ~s*=3,29.

Ezek utan minden értéket az x; osztalykozepekkel helyettesitve:

. . , X~ m
~ standardizaljuk a valtozét (ti == );

o
— az f(x) slirliségfiggvényt becsilljiik a tapasztalati siir{iségfiiggvénnyel

(f(x) =~ I;;, ahol f; a gyakorisdg, n az 5sszes mérés szama, k az osztalyok
n
terjedelme);

— kiszamitjuk az u; értékeket:
2
= ——1Ig 1/2_7wf x,)-
Ige

Nézzitk a ;>0 abszcisszaju pontokat. A (¢, u;) pontokat egy (mindkét
tengelyen logaritmikus beosztasi) papiron abrdzolva; azok nagyjabol egy
egyenesbe esnek, a normalitas feltehetd (406 abra).

* x=m (=5 sk w= - Zefemesin
0 | —68706
1 | —58706
2 | —4,8706
3 | —3,8706
4 | —28706
5 | —1,8706
6 | -08706
7 0,1294 3,933-1072 19/340 1,631-1071
8 1,1294 | 3433-107! 17/340 3,855- 101
9 2,1294 | 6,472-107" 10/340 1,447
10 3,1294 | 9,512-107" 14/340 7,738 - 101
11 4,1294 | 1,255 10/340 1,447
12 51294 | 1,559 $8/340 1,893
13 6,1294 | 1,863 6/340 2,468
14 7,1294 | 2,167 2/340 4,666
15 8,1294 | 2,471 1/340 6,052

A szamitasok végzéséhez BASIC programot mellékeliink. A bemend ada-
tok:

t

az adatok szama: n,

az osztalyok szima: r,

a legkisebb osztalykozép: x;,

az osztalyok terjedelme: k,

az osztalyokba esés gyakorisaga: f;,
- a ¢ szoras becslése,

— az m varhato értékbecslése.

Szdmitandok:

—a t" értékek X = x1+(l_ l)k, ti = xi—m)’
g

- fi 2
— az u; értékek dr =, uy=—-—I D1
(f (x R ge g | 2no f(x;)

A folyamatabra a 41. Abran lathato.

Mivela COMMODORE 64-hez tartozé LOG(Z) természetes alapn logarit-
must jelent,

LOG(Z) = 1In Z,
ezért
2
220,
lge Ine
e —

1

2 1
= — —lg2nof(x)= —2In10- ——1In (|2 =
e g |2naf(x) n 10— n (2raf(x,)

I

~21In (|275 f(xy).
A program:

5 REM GRAFIKUS NORMALITAS VIZSGALAT
16 INPUT "N, R, X1, K, SZ, M="; N, R, X1, K, SZ, M
15 DIM F(R)

20 FOR I=1 TO R

30 PRINT "F"I”="; INPUT F(I)

48 T(T)=(X1+(I - 1)xK — M)/SZ

58 U(l)= — 2xLOG(SQR(2#m)*SZ+F(1)/(N+K))
60 PRINT "T";L;” =";T(I)

76 PRINT "U”;L;” ="U(l)

86 NEXT I

9¢ END
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Megjegyzés

Eljarasunk tulajdonképpen az, hogy az X valtozot standardizalva, a minta
stirliségfiiggvényét hasonlitjuk 6ssze az ,,etalonnal”, a ¢(x) fiiggvénnyel. Csak
most olyan papiron tessziik ezt, amelyen mindkét fliggvény képe egyenes.

Az elveszitett 1, <0 abszcisszaju pontokat is felhasznalhatnank. Nézziik
ugyanis a bizonyitas kovetkez6 1épését:

t2
lg|2ne() = - ~lge,

ebbol

5 .
- —lg|2mp(t) = £,
Ige

lg(" ilgl/ﬁto(t)) =lgr,
lge

ha <0, akkor g2 = 21g(— 5, a

2
lgu= 1g(— ]'g—elgmfﬂ(’)) =2lg(—,

a most kapott egyenes egybeesik a pozitiv ¢ értékekre kapottal. Egyszeriien
arrdl van sz, hogy ha a sliriiségfiiggvény tikrods a t=0 egyenesre, elég csak
az egyik felét haszalni. .

Ha viszont g(f)-¢ a mintabol becsiiljik a

(1) = af (x))

képlet felhasznaldsaval, a kapott (—¢; »;) pontokat is felhasznalhatjuk, még
tobb pontnak kell egyenesen sorakoznia.

A kapott grafikus eljaras mutatja, hogy az elsd (3,933 - 1072; 1,631 - 10 1)
pont az, amelyik nagyon ,kildg a sorbol”: egyszerlien azért, mert normalitas
esetén a kozépsd intervallumban varjuk a legtdbb adatot. Az ide esé 19 adat
kevés, ha tobb adat esik ebbe az osztalyba, csokken a pont u; ordindtaja, a pont
kevésbé tér el az egyenestol.

Mind a hisztogramos, mind a két, mutatott grafikus eljaras elsddleges, gyors
tajékozodasra valo, a dontés kissé szubjektiv.

¢) Bemutatjuk most az objektivebb y%-prébat. Az illeszkedésvizsgalat becs-
téses, a varhato érték becslése m~ %= 6,8706, a szoras becslése o~ 5% =3,29.
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A nullhipotézis:

[
Hy: P(X<x) = e

ot
‘ P iz = H),
(2o

az ellenhipotézis:
H,: P(X<x)# F(x)

(vagyis a nullhipotézis szerint az X eloszlisa normalis, az ellenhipotézis szerint
nem az).

A y*-préba alkalmazdsinak eldfeltétele (a

r _ 2
Xz — z (j; npi)
i=1 np;

statisztika aszimptotikus y?-eloszlasa miatt) az, hogy a legkisebb np, (a legki-
sebb ,,elméleti” gyakorisag) is 10-nél nagyobb legyen. Az np; elmélf—:ti gyakon,-
sagokat a tapasztalati f; gyakorisagok jol kozelitik, ranézésre latszik, hogy il
sok gyakorisdg kisebb, mint 10.

Az adatokat atsoroljuk r=8 osztalyba; az osztalyhatarok legyenek:

Xo ™ — 00, x1=2,5, x2=4,5, X3=5,5, X4=6,5, X5:8,5, x(,=10,5,
x;=12.5, xy=o00.

fgy egyetlen intervallumban lesz csak 10-nél kevesebb adat (az utolsl()ban f, =9,
np;=17,4, amint majd kiszamitjuk). Ett6l a csekély kivételtdl eltekinthetiink.
fgy az osztalyok szama r=8 lesz, a becsilt paraméterek szama s=2, a
y2-statisztika paramétere r—1—s = 8—1-2 = 5 lesz. '
Az i-edik intervallumba esik a valtozd a nullhipotézis teljesiilése esetén

_ XE -—m _ xi -1 m
pi= P £X<x) = Fx)—Fx-1)= @ T 0 o
valosziniséggel. Ezek az ,.elméleti” valoszinlségek, az np; értékek az ,,elmélf:-
ti” gyakorisagok, vessziik mindegyik np; négyzetes eltérését az f; ,tapasztalati’
gyakorisagtol, aranyitjuk az elméleti np; gyakorisaghoz. Az igy kapott

(fi"”Pi)z

np;
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értékek sszege jellemezni fogja az elméleti és tapasztalati gyakorisigok eltéré-
sét.
Ha a nullhipotézis igaz, akkor a

Xz _ zr: (.f;_np i)2
i=1 np;
osszegnek nem szabad tul nagynak lennie. Mekkora lehet maximélisan ahhoz,
hogy elfogadjuk a nullhipotézist? Maximalisan a tablazatbdl kiolvasott %2
erték lehet (r—1—s = 5 szabadsagfokhoz); ha annal nagyobb, a nullhipotézist
(tehat azt, hogy a p; valoszinliségeket a normal eloszlas segitségével szamithat-
juk, az elobbi modon) elvetjik.
Az els6 intervallumra esés valdszinfisége:

25-68706) _
p = @(T) @(— ) = 1-(0(1,328)

= 1-0,9079 = 0,0921,

—np)* _ (15-15,7)°
np; = 170-0,0921 = 15,7; Gimmp)® _ (5-157)
hpy 15,7

= 0,188,

és igy tovabb, kiszimitjuk ugyanezeket a masodik, harmadik, ..., nyolcadik
intervallumra. (Igyeksziink felfelé kerekiteni, hogy a szoban forgé dsszeg minél
nagyobb legyen.)

el e B B VR PR s
w - 2,5 14 —1,328 | 0,0921 15,7 2,89 0,185
2,51- 4,5 27 —0,720 | 0,1437 24.4 6,76 0,277
4,51- 5,5 22 —0,416 | 0,1029 17,5 20,25 1,157
5,51- 6,5 20 —-0,112 | 0,1167 19,8 0,04 0,002
6,51- 8,5 36 0,495 | 0,2343 39,8 14,44 0,363
8,51-10,5 24 1,103 ! 0,1753 29,8 33,64 1,129
10,51-12,5 18 1,711 | 0,0915 15,6 5,76 0,369
12,51- oo 9 e's} 0,0435 7.4 2,56 0,346

Osszesen: 170 1,000 170,0 2 =3.828
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Minthogy a statisztika szamitott értéke a y*-tablizatban az 5 paraméterér-
tékhez és 95%-0s szinthez tartozo 11,1 értékénél jelentdsen kisebb, a nullhipo-
tézist elfogadjuk, az eldirastol vald eltérések tekinthetdk normal eloszlasunak,
a minta ennek nem mond ellent.

A 7. tablazat megfeleld részlete:

; Valdsziniiség, %,
Szabadsagfok 95,0
5 11,1

2. Vizsgaljuk meg, hogy tekinthet6-e normal eloszlasbol szarmazonak a
szorasanalizisnél bemutatott papirtekercsek négyzetmétersulya!

Az ottani mérési adatokat osztalyokba soroljuk. Azn = 6 - 50 = 300 elemi
minta atlaga x=100,9, korrigalt szérasa s* =2,75.
A Gauss-papiron tdrténé dbrazolashoz a gyakorisagokbol kiszimitjuk az

intervallumra esés valdszinliségét (az— értékeket), ezek dsszegezésével az F,(x)
n

eloszlasfiiggvény értékét. Az osztalykozepeket tekintve x; értékeknél, a Gauss-
papiron folmért F,(x;) értékek nagyjabol egy egyenes koriil sorakozo6 pontokat
adnak (42. 4dbra), a normalitas feltételezhetd. A szamitasokat a klimatizalas
utan mert osztalybasorolasos gyakorisagi tablazat tartalmazza.
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Osztalyhatarok, Osztalykozép Gyakorisag, | Kumulalt Kumulalt relativ
szazad N/m? szizad Njm?, x; fi gyakorisag | gyakorisag, F.(x))
93,0- 94,5 93,75 4 4 0,0133
94,5- 96,0 95,25 6 10 0,0333
96,0— 97.5 96,75 21 31 0,1033
97,5~ 99,0 98,25 46 77 0,2566
99,0--100,5 99,75 60 137 0,4566

100,5-102,0 101,25 69 206 0,6866

102,0-103,5 102,75 47 253 0,8432

103,5-105,0 104,25 27 280 0,9332

105,0-106,5 105,75 10 290 0,9665

106,5-108,0 107,25 8 298 0,9933

108,0-109,5 108,75 2 300 1,0000

A y%-probahoz észre kell venniink, hogy az elsé, masodik, tizedik és tizen-
egyedik osztalyban tul kevés az adat (4, 6, 8, 2 mindegyike kisebb, mint 10).
Igaz, hogy ezek a tapasztalati gyakorisigok, de ha az elméleti np; értékeket
szamitanank ki ezekre az osztalyokra vonatkoztatva, azok is kisebbek lenné-
nek 10-nél. Az els6-masodik osztalyokat vonjuk Ossze, az adatok szama a
(— 00;96,0) intervallumban 4+ 6 = 10, ugyanigy a tizedik és tizenegyedik
osztaly egyesitésével a (106,5; oo) osztalyban 8+2 = 10 lesz.

fgy r=9 osztalyt nyertiink, a becsiilt paraméterek szama s=2, a y%-proba
szabadsagfokainak szama:

r—1-s=9-1-2=6.

Szamitasok az 1j elsé intervallumon:

p; = P(4) = F(x;)— F(x;_{) = @(xi—m)_@ (xi—l_m>,

[ [

~1
Py = Z(w)—@(—w) = @(—1,7818)—0 = 0,0372,

np, = 300 -0,0372 = 11,16,
(f,—np,)? = (10—11,16)2 = 1,3456,

- 21,3456
(fi—npy) _ 3 — 0,1206.

np, 11,16
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Szamitasok az 0j utolsé intervallumon:
Po = B(00)—0(2,0363) = 0,0209,
npy = 300 0,0209 = 6,27,
(fo—npo)* = (10—-6,27)* = 13,9129,

(fo —npe)? _ 13,9129
npg 6,27

= 2,2190.

Az utolsé oszlopban kapott értékek Osszege,

r - A 2
5 Ym) _ g g
i=1 np;

megadja a szamitott y* értéket. Ezt Osszehasonlitva a 95%-os biztonsagi
szinthez, 6 szabadsagfokhoz tartozé tablazatbeli y* értékkel (12,6-del), a
négyzetmétersuly normalitdsa elfogadhaté, hiszen

5,6831<12,6.

A tobbi szamitast az alabbi tablazat tartalmazza.

M| e k] EIE | 00 | mso0pye | G307
sorszamal  szazad N/m?  [sdg, f; s* 300 i
1. | — w—960|10(~1,7818]00372 [11,16| 1,3456 | 0,1206
2. 96,0- 97,5 21 | —1,2363| 0,0708 21,24 | 0,0576 | 0,0027
3. | 97.5-99,0| 46 | —0,6909 | 0,1366 | 40,98 | 25,2004 | 0,6149
4. 99,0-100,5| 60 | —0,1454 | 0,1975 | 59,25| 0,5625 0,0094
5. | 100,5-102,0| 69 | 04000 | 0,2131 63,93 | 25,7049 | 0,4020
6. | 102,0-103,5| 47 | 0,94540,1723 | 51,69 | 21,9961 | 0,4255
7. | 103,5-1050| 27 | 14909/ 0,1053 |31,59 | 21,0681 | 0,6669
8. | 1050-106,5] 10 | 2,0363|0,0472 | 14,16 17,3056 | 1,2221
9. | 1065 w |10 0,0209 | 6.27| 13,9129 | 2,2190
i = 56831
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3. Probaljunk megadni az illeszkedés-, homogenitas- és fliggetlenségvizsga-
latnal szerepld y* értékek szamitdsara szamitastechnikai szempontbél egysze-
ribb képleteket!

a) Az illeszkedésvizsgdlainal:

* (k,—np)? 1 k2
xz B z (_l__.jl!ﬁl_),. = - 2Zk —|—n2pl
i=1 np; n Pi
k2 1 k2
= —Z— —2n+n=-3— —n.
nop nop;

b) 4 homogenitasvizsgdlandl

2

1_?_’&

? 'k, 2
—mnz -2y fi -2X Jiki + 2y ki :
i=1 f+k n  fi+k; fitki m fit+k

¢) Tiszta filggetlenséquizsgdlatndl

—npq;)’ ki —2nk,p.q;+ n*piq}
¥ = 2 Z Ky~ 1Di;)” Zz i i)} i
i=1j=1 nptq_; npiqj
K2
=ZZ zzzku—l—nzzp:q; —224—2n+n=
i nplqj i P4
_lyy K,
ni P
Becsléses fiiggetlenségvizsgdlatnal
s r s
=) ¥ =
i=1j=1 Sif
= ZZ zzzku+ ZZf:f =
i Jff] LI
“”ZZ i —2n+ - Zf Zf —nzz——n
P TSNS d ifiti
W\N\J
n n
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Végiggondolhatd, hogy az a) és ¢) esetekben valdban kisebb tarigényd,
révidebb szamitogépi futasu algoritmusokat kaptunk, a ») esetben azonban
nem. A b) esetben a gyakorlati szamitast egyszerisiti, ha elébb kiszamitjuk
az

m _ i

w = , w; =
m+n f;“Jf"k,

i=12,..71
mennyiségeket, amelyek segitségével:

¥y = w(]{—w)(sz' mw)

4. Tekinthetd-e szabalyosnak az a jatékkocka, amelyet n=1200-szor fel-
dobva, az egyes szamok gyakorisagara az alabbi tablazatban lathatd eredmé-
nyeket kaptuk?

Dobott szim Gyakorisag, k; Relativ gyakorisag, k;/n % - b
1-es 195 0,1625 —0,0042
2-es 210 0,1750 0,0083
3-as 190 0,1583 —0,0083
4-¢s 204 0,1700 0,0033
5-0s 205 0,1708 0,0042
6-0s 196 0,1633 —0,0033

Osszesen: 1200=n

Ha a kocka szabalyos, akkor barmely szam dobasa egyenl8 valészintiségi.
Nullhipotézisiink:

P(4) = P(X=x) = p; = % (=1,2...6).
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Kivancsisagbol megmertiik a tablazatban a relativ gyakorisagoknak a felté- 4=8 paraméterhez
A ‘o tartozd
k; . | Gyakorisig, sSconovaldcrinich.
telezett valosziniiségtol vald eltérését, a [ — — p; | értékeket. Annyira kicsik, fonalszakaday =" . Poisson valm'gf“
n . gek, Plx=k) = Ee'l
hogy azt sejtjiik: a kocka szabalyos. Nem tudjuk azonban, hogy milyen
eltérések azok, amelyek még nem szignifikansak, melyek azok, amelyek mar
e p e Y 0 - 0,000 33
statisztikailag jelentések a nullhipotézis elvetéséhez. 1 _ 268
Oldjuk meg a feladatot a y2-probaval! Tiszta illeszkedésvizsgalatrol van szo, 2 _ 1073
mert X eloszlasat ismerjik (egyenletes eloszlas, amelyben nincs becsiilendd 3 _ 28 63
paraméter). Hasznaljuk az el6z6 feladatban kapott képletet! 4 1 5725
r 5 4 91 60
" ki_n i 2 1 kiz
gyl 1ok 6 9 122 14
=1 hp; ni=1 Pi 7 7 139 59
=WL.62ki2_1200: 8 8 139 59
1200 9 10 124 08
1
= — (19524210 + 190+ 2042+ 2052+ 1962) — 1200 = 10 8 99 26
200 Il 10 7219
240 282 12 5 48 13
14 2 16 92
A szabadsagfokok szama: r—1 = 5, a kapott 15 3 903
16 1 451
L4l <y3s = 11,1, 17 - 212
e , , . . 18 - 160
a nullhipotézis elfogadhatod, a kocka szabalyosnak tekintheto.
1
Azap; = 1200 - — = 200 érték minden i-re jéval nagyobb, mint 10, a x>-pré- .
6 Osszesen:| 75=n 1,000 00
ba nyugodtan alkalmazhato.

5. Egy textiliizemben korabbi tapasztalatok azt mutattk, hogy a fonalsza-
kadéasok szama egy bizonyos géptipus és fonal esetén Poisson-eloszlasu, 1=8
paraméterrel. Vizsgaljuk meg az alabbi ujabb adatokkal, fennall-e most is a
Poisson-eloszlas! Az n==75 miiszakban mért adatok:

334 335



Gylijtsiik most az adatokat olyan intervallumokba, hogy mindegyik o0sz-
talyba esés valoszinilisége szorozva az adatok szamaval, n-nel legaiabb 10-et
adjon! Megfeleld példaul az alabbi osztalybasorolas:

Escmény Gyakc:risaig, Valés;iinﬁség, np, (i —n ;f:,)z
A4, = {Xg6} 14 0,313 36 23,6 3,905
A, ={1£x<8} 15 279 18 20,9 1,666
A, = {95X<10}| 18 223 34 16,7 0,101
A, ={112X} 28 184 12 13,8 14,612
Osszesen: 75=n 1,000 00 75,0 20,284

A szabadsagfokok szama r—1 = 3, mivel tiszta illeszkedésvizsgalatrol van
sz6 (A értékét ismerjiik). Mivel

= 2 =
ngémitott - 20,284>X35 7,81,
> x59,95 = 17,7,

a nullhipotézist elutasitjuk, a fonalszakadasok eloszlasat megvaltozottnak
tekinthetjiik. o

Az a kérdés, hogy az eloszlas tipusa véltozott-e meg vagy az eloszlas tipusa
tovabbra is Poisson-eloszlas, csak 8-tol kiilonbdzd paraméterrel.

2 értékét a mintabol becsiiljiik:

18 3
=y kixi _ g 48
i=0 M

Prébalkozzunk azzal a feltevéssel, hogy a fonalszakadasok szama tgvébbra
is Poisson-eloszlast, csak 4=9,48 paraméterrel, vagyis a nulthipotézis:

7k

Px=F) = e
H: POX=k) = = e

A 3. tablazatban a Poisson-eloszlas valésziniiségeit 4=9,4 és 1=9,5 esetép
talaljuk meg. Linearis interpolacioval ezeket a valosziniiségeket 1=9,48-ra1s
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megkaphatjuk. Mivel X' 13-hoz tartozé np, is nagyobb most, mint 10, ezért
eggyel tobb osztalyba soroltuk az adatokat:

Esemény Gyakorisag, Valésziniiség, np, (fi—np)?
i Pi npy

A, 14 0,166 51 12,5 0,18
A, 15 227 80 17,1 0,26
A, 18 25349 19,0 0,05
Ay 15 190 30 14,3 0,04
As 13 161 90 12,1 0,08

Osszesen: 75=n 1,000 00 75,0 0,61

Mivel s=1 becsiilt paraméteriink van, a y*-eloszlds paramétere:
r—1l—s=5=1—1=3,

a szamitott x? érték (0,61) joval kisebb, mint a tablazatbeli y2, =7,81, elfogad-
Jjuk, hogy a fonalszakadasok szdma Poisson-closzlasn, csak megnovekedett a
A paraméter. Mivel a paraméter a varhato értékkel egyezik meg ennél az
eloszlasnal, ezért a fonalszakadasok szima varhatéan megndtt a korabbihoz
képest, vagy a gyartasi kérlilmények rosszabbodtak a szoOban forgd gépen,
vagy a fonal minGsége romlott.

6. Munkas- és alkalmazotti csaladokbol kivalasztottunk 220 haztartast,
ezekbdl 120 esetben az asszony nem maradt otthon a sziilési szabadsag letelte
utdn (4 csoport), 100 esetben otthon maradt (B csoport). Azt akarjuk vizsgal-
ni, van-¢ szignifikans eltérés a gyerekek szdmaban az otthon maradék és
otthon nem maradok kozott, vagyis: homogén-¢ a két eloszlas. Nullhipotézis-
ként tegyiik fel, hogy a két eloszlas azonos. Ellenhipotézis az, hogy a két
eloszlas nem azonos.
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Gyakorisag és relativ gyakorisig a mintaban g k. 2
- i_ T
A gg;f:ek A csoport B csoport Iiﬂlg_}:_u’:'t 7 om
fi Sin k; kifm Stk
0 36 0,300 28 0,280 64 6,25-107°
1 41 0,341 36 0,360 77 437-107%
2 28 0,233 22 0,220 50 3,56-10°¢
3 11 0,092 8 0,080 19 7,16-107°6
4 3 0,025 4 0,040 7 40,91-10°°
5 vagy tobb 1 0,008 2 0,020 3 45,37-107°
Osszesen: |20 100= 220 | 107,62-107°
=n =m
fi_ kY
P=mn Y A = 100120 - 107,62 1075 =

= 1,291 440.

Ez kisebb, mint az r— 1 = 5 szabadsagfoku y”-eloszlas valamennyi értéke,
amelyet a 7. tablazatban feltiintettiink. Adataink tehat nincsenek ellentmon-
dasban azzal, hogy a két eloszlas azonos.

7. Gyermekgyodgyasz szivspecialistak foglalkoztak azzal a kérdéssel, hogy
a velesziiletett rendellenességek (vitiumok) dsszefiiggésben vannak-¢ az anyat
a terhesség elsé 3 honapjaban sujté megbetegedésekkel (kivéve a virusos
megbetegedést, amelyeket kiildn vizsgaltak). Az dsszes vizsgélt, rendellenes-
séggel sziiletett gyereknél és a véletlenszeriien valasztott 100 f6s kontrollcso-
portban a kovetkezd volt az eredmeény:

Az anya
A gyermek beteg nem Osszesen:
voit volt
Rendellenes 26 184 210
Nem rendellenes 5 95 100
Osszesen: 31 279 310
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A kapott 2 x 2-es kontingenciatablazat alapjan dontsiik el, fiiggetlennek
tekinthet§-e az anydknal torténé megbetegedés a gyermekek velesziiletett
rendellenességétol.

A 2 X 2-es kontingenciatablizat esetén

22, (kyikys—kyokay)®  310(26- 95— 184 - 5)°
NS fif2 31279 -210- 100

= 4,10.

Mivel az egész (nem ismert) sokasdgra vonatkozé adatokat (bekovetke-
zési valoszinlségeket) a mintabol becsiiltiik, a y2-eloszlas paramétere:
(r=1){s—1) = 1-1= 1. A 7. tablazat elsé soraban, 95% biztonsagi szintnek
megfeleld oszlopaban 3,84-et talilunk, a szamitott érték nagyobb, mint a
tablazatbeli. A fiiggetlenség hipotézisét 95%-os biztonsagi szinten elvetjik, az
anya betegsége €s a csecsemd 6roklott rendellenessége kozott dsszefiiggés van.

(Még szignifikansabb volt az eltérés, még erbsebb az dsszefiiggés a virusos
megbetegedések és a rendellenességek kozott.)

8. Csavarok szakitoszilardsaga és méretre valoé megfeleldsége kozti dssze-

figges vizsgalatara rendelkezésre 4ll az alabbi vizsgalati eredmény (egy 2 x 2-es
kontingenciatablazat):

Fliggetlennek tekinthet6-e a két tulajdonsag?

Szakitoszilardsagra
Méret (o] :
cretre gllz%; se]ejtes §SZesen.
Megfeleld 416 23 439
Selejtes 16 5 21
Osszesen: 432 28 460
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A prébastatisztika szamitott érteke:

_ 460(416 - 5—16 - 23)
T 432-28-439-21

2

= 1,209 < x35 = 3,84,

a két tulajdonsidg figgetlennek tekinthetd (a x2-eloszlas paramétere

c-D@—1)=1).

9. Csapagygyiriiknél fontos mindségi jellemzé a kiilsé és belsé étmé.rlé
(Y és X). Az atmérd nagysaga alapjan az elkészillt gyiiriiket harom kategoria-
ba soroljuk: jo, javithatd, selejtes. Taldlomra kivalasztunk n=200 db-ot annak
ellendrzésére, hogy a kiilsd és a belsé atméro fiiggetlen-e egymastdl. Nullhipo-
tézisiink az, hogy fiiggetlen, ellenhipotézisiink az, hogy nem. Dontsiink -
prébaval az alabbi, 3 x 3-as kontingenciatiblazat alapjan:

A masodikkal k6nnyebb szamolni, ezzel dolgozzunk.

ki, _ 169*

fif: 178-179°
_E%hz —_ L Stb
fif, 178-15 ’

Fo ki . .
Igy jon létre a —% értékek tablazata;
it

i J
i
1 2 3
1692 82 12
178 - 179 178 - 15 178 - 6
92 42 12
14179 14-15 146
12 32 2
8- 179 815 86

Kliilsé atmérd N
Bels6é atmérd - (Osszesen
jo javithato selejtes
J6 169 8 1 178 | 11
Javithato 4 1 14 | £
Selejtes 1 3 4 8 | fi
Osszesen: | 179 15 6 200=n
f:l f:l f:3
Két képletet is megadtunk a 3. feladatban:
2
ki— Lty
S L VR .
=n =n —L—n
* i=1j=1 Jifi i=1j=1 fif;
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Ximitore = 200+ 1,450 752 6 —200 = 90,150 526.

Esetiinkben r=5=3, a szabadsagfokok szama: (r—1){(s—1)=2-2 = 4.
A kapott x? érték joval nagyobb a 7. tablazat 4. soranak barmely y? értékénél,
ezért a killsé ¢€s belsd atmérd fiiggetlenségére vonatkozd hipotézist elvetjiik.

Megjegyzés

Felvethetd kérdés ilyenkor: milyen erds a fiiggés? Két modszerrel lehet
tisztazni: :

a) Kiszamitjuk a két valtozo korrelacids egyiitthatojanak mintabeli becslé-
sét, r-t, ha | r{ 1-hez esik kozel, a fiiggés erés, ha 0-hoz, akkor a fiiggés gyenge.
Ekkor természetesen sziikségiink van a mért adatokra.

b) Vezessiik be a

r s = na)2 r s 2
¢'2 = Z Z (ng Puq[) Z z ﬁiL 1
i=1j=1 P =1 j=1 Pg;
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. s L ’ r r 2 ’ r
un. négyzetes kontingencidt. Ennek empirikus becslése a szamitott y* értek
n-edrésze,

4

b

2 X 90,150 526
T n 200

az X-re és Y-ra vett osztalyok szama kozil a kisebb legyen ¢,
¢ = min(r, s) = 3,
a fiiggoség mértékét a

¢2

g—1

hanyados adja meg. Bizonyithato, hogy

2
9 <1,

0 =
g—1

1A

ez a hanyados 0 akkor és csak akkor, ha az 4,, 4,, ..., A, €¢s By, By, ..., B,
eseményrendszerek fiiggetlenek, a hanyados 1 akkor és csak akkor, ha fuggnek
egymastol.

Minél kozelebb esik a hanyados 0-hoz, annal gyengébb, minél kozelebb esik

1-hez, annal erésebb a fiiggés a két eseményrendszer kdzott.
2

Jelen esetben a hanyados mintabeli becslése:

g° 90,150 526
g—1 200-2

~ 0,225,

a két méret egymassal gyenge kapcsolatban all. A fiiggetlenséget elvetettiik,
mégis (a gyenge fliggdség alapjan), a két méretet célszerii kilon-kiilon ellen-
Orizni.

10. Fiiggetlen-¢ egymastdl a szem és a haj szine? =467 ember vizsgilata-
nak eredménye az utébbi 2 x 2-es kontingenciatabldzatban lathato:
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Haj .
Szem Osszesen
vilagos sotét
Vilagos 307 32 339
Sotét 33 95 128
Osszesen: 340 127 467
307 95—32-33)2
x? = 467 ! > L 196,931 58.

339-128 340 127

Az egész sokasagra vonatkozd, elméleti valdsziniiségeket becsiiltik, a y2-
eloszlis paramétere: (r—1) (s—1) = 1. A 7. tablazat els6 soraban minden y?
joval kisebb, mint a most szamitott érték, a nullhipotézist (a szem és a haj
szinének fiiggetlenségét) elvetjiik.

Milyen erés a filggdség? r=2 és s=2 koziil a ,kisebbik” 2, tehat g=2, a
fiiggés mértékét a

p? F 042169503

g—1 —n(q—l)“ 1

~ 0,42

hanyados adja meg. Minél kozelebb esik a hényadc;s 1-hez, annal erdsebb a
figgés, minél kozelebb a 0-hoz, annal gyengébb. A 0,42-es hanyados kdzepes
fliggést jelez a haj és a szem szine kozott.

11. Vizsgaljuk meg Stormer- és egymintds Kolmogorov-prébak egyiittes
alkalmazasaval, feltehetd-¢ az alabbi minta alapjan, hogy a vizsgalt elektrolit-

kondenzatorok élettartama exponencialis eloszlasi (amint azt korabban ta-
pasztaltak)!
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. . Elettartam Transzformalt
Minta s0rs24ma, | (rendezve), élettartam, F (Y |F(Y¥y— F(Y¥Y)
! ? Y¥ =AY
1 450 0,2397 0 0,2397
2 650 0,3409 1/19 0,2883
3 950 0,4847 2/19 0,3794 =max.
4 1 0600 0,5073 3/19 0,3494
5 1150 0,5712 4/19 0,3607
6 1300 0,6312 5/19 0,3680
7 1350 0,6498 6/19 0,3340
8 1450 0,6844 7/19 0,3160
9 1550 0,7164 8/19 0,2953
10 1700 0,7603 9/19 0,2866
11 1750 0,7736 10/19 0,2473
12 2 100 0,8575 11/19 0,2786
13 2 200 0,8788 12/19 0,2472
14 2250 0,8882 13/19 0,2040
15 2 400 09121 14/19 0,1753
16 2 550 0,9321 15/19 0,1426
17 2700 0,9481 16/19 0,1060
18 2950 0,9680 17/19 0,0733
19 3400 6,9920 18/19 0,0446
20 3700 - - -
Osszesen: | 37 550

A 20 db rendezett X* értékbdl elészor 19 db, ugyancsak rendezett
allitunk el§ a Stérmer-transzformacioval (X% =0 felvételével):

4
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k=1

Z (n—i} (X, — XY7)

0

5 Xt
i=1

»

Y¥ értéket

k=1 esetén:

—X¥) 204500
¥t = nXt—X3) _ 20( ) _ 0.2397,
" 37 550

k=2 esetén:

_ n(X*—XH)+(r—1) (X3 —X}) _ 20-450—19(650 —450) _
: IX* 37 550
= 0,3409,

és igy tovabb, k= 19-ig (1. a tablazatban).

A kapott 0,2397 —0,3409 — 0,4847 ... —0,9920 értékekrol kell kimutatni,
hogy tekinthetSk egy (0, 1) intervallumon egyenletes closzlasi Y valtozora
vonatkozd n—1 = 19 elemii mintanak. A nullhipotézis tehat:

0, ha y<Q,
Hy: P(Y<y)=Fy)= 4 » ha 0=2y<l,
I, ha yz21,

ezt vizsgaljuk kétoldali ellenhipotézissel szemben 95%-0s szinten.

A (0, 1) intervallumon tehat Fy) magaval y-nal egyenld (ezt tuntettitk fol
a tablazat harmadik oszlopaban). Elméleti eloszlasfiiggvény-értékek gyanant
tehAt magukat a transzformalt Y¥* értékeket kell felvenniink, F(y)=y a (0, 1)
intervallumon.

A 43. abran elkészitettiik F(y) és F,(y) grafikonjat. F,(y) a (0, 1) intervallu-
mon folvett minden Gjabb értéknél 1/19-ct ugrik, balrdl folytonos. A Kolmo-
gorov-féle egymintas proba szerint a nullhipotézis elfogadasarol a tapasztalati
és elméleti eloszlasfiiggvény eltérése abszolut értékének a maximuma:

D, = _max |F()~F)

—wey
dont (amint az szemléletesen is sejthetd). Ha D, = max | F,(y)— F(y)| megha-
)

ladja a 11. tablazatban talalhatd kritikus értéket, akkor elutasitjuk azt a
hipotézist, hogy a valosziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye valoban F(y).

Ha y<0vagy y=1, az elméleti és tapasztalati eloszlasfiiggvény kiilonbsége
0. A (0, 1) intervallumon F(y) szigorian novekvd, F,(y) viszont ,vizszintes”
lépcsbkbdl 4llo fiiggvény, emiatt elég csak a mintdbdl kapott pontokban
kiszamitani F,(y) és F(y) eltérésének abszolut értékét. Akar szamitssal, akar
rajzrol azt kapjuk, hogy
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Fn(y)-F(y)(

max

10

04

03

02

0

Ary

346

B L
]
ml
19
B 1
[E]
B
1
%,
19
B2
19
12
19
n g
19
10

Dy = max [Fioy)—F(y}| = Y3— Fi4(Y%) = 0,3794.

A 11. tablazatban kétoldali ellenhipotézis esetén a kritikus érték (95%
biztonsag esetén) 0,3014. A szamitott érték nagyobb, mint a tablizatbeli
kritikus érték, Y egyenletes eloszlasat és egytttal X exponencialis eloszldsat
visszautasitjuk, a kondenzator-élettartam megvaltozott, nem tekintjiik to-
vabbra is exponencialisnak.

12. El akarjuk donteni, hogy a Tisza Szegednél mért évi maximalis vizallasai
ugyanazt az eioszlast kovették-e 18761925 kozott, mint 1926-t61 1975-ig.
Legyen X a maximahs vizallas az elsé 50 évben, ¥ pedig a masodik 50 évben.
A nullhipotézis az, hogy az eloszlasfiiggvények azonosak:

Hy: P(X<x) = P(Y<x), vagyis F(x)= G(x),
ellenhipotézis az, hogy nem azonosak,
H,: F(x) £ G(x).

A méterben megadott adatok osztalyba sorolva vannak megadva:

" Gyakorisag
PR, Gyak N
Maximalis vizallas, az elgg S?)H;\?Een, a m;l\fgg;]’( 50
V<5m 5 10
5ZV<6 11 11
6<V<7 13 13
TsV<8 13 10
8« ¥V 8 6
Osszesen: 50=n 50=m
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a) y*-prébas homogenitasvizsgilatot végzink. Mivel m=n, ezért

Y
s o\ m) k)
xo = mn i; fitk; i; fitk

Dolgozzunk tablazattal:

f k| ke | sk | Gekp “7_1%)—
5 10 15 -5 25 25/15 = 1,666 666 7
11 1 2 0 0 0
13 13 26 0 0 0
13 10 23 3 9 9/23 = 39130435107
8 6 14 2 4 4/14 = 2,857 1429 - 10~
Osz-
SZe-
sen.
50 50 2,343 6853

A x? probastatisztika nagy n és m esetén kozelitdleg y*-eloszlasu, r—1 = 4
paraméterrel. y? értéke nagy valoszinliséggel kisebb, mint a 7. tiblazatban
megadott kritikus érték. Mivel

stzixmitott=2’343 6853 < 135 =949,

95%-0s biztonsagi szinten nincs okunk elvetni Hy-t, a Tisza Szegednél mért
vizallasa ugyanolyan eloszlasinak tekinthetd az elsé 50 évben, mint a masodik
50 év alatt. (A Tisza kanyarjait 4tvago, nagymértékii szabalyozasok mar 1876
elétt megtorténtek. Az azodta tortént szabalyozas nem valtoztatta lényegesen
a maximalis arhullamokat.)

b) A homogenitasvizsgilatot most a Kolmogorov—Szmirnov-féle kétmintas
probaval végezziik el.

A 12. tdblazat csak n=m=30-ig kozli a kritikus értékeket, tehat most nem
hasznalhatd. Mivel n és m elég nagyok, a Kolmogorov-féle K(z) fiiggvény
14, tablazatat hasznaljuk:
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z K(2)
1,35 0,9477
1,36 0,9505

Ha a nullhipotézis teljesiil, kb. 0,95 valésziniiséggel allithatjuk, hogy

I/ nm
n+mr;1_e:g( | Fp(x)— G (x)] < z = 1,36.

Az eloszlasfiiggveények értékeit a gyakorisagok 6sszegezésével megkaphat-
juk:

s K Fx = 2 Gul) = 2 | Fy() = Gul)|
n m
5 10 5/50 10/50 5/50
11 11 16/50 21/50 5/50
13 13 29/50 34/50 5/50
13 10 42/50 44/50 2/50
8 6 50/50 50/50 0

nm 50-50 5 25
——max |F,(x)— G, = L= s
l/n+m max [F )= Cu0l = Y 5050 50 " 50~ &

A szamitott értck (0,50) kisebb, mint a tablazatbeli kritikus érték (1,36),
tehat nincs alapunk H,, elutasitisara, az elsé 50 év alatt a maximalis vizallas
ugyanolyan eloszlasinak vehet8, mint a méasodik 50 év alatt.

13. A Tiszan Tokajnal az 1945-1975 kézotti idészakban a maximalis vizil-
las-tallépéseket (az 500 cm folotti maximalis vizallas-tobbleteket) mérték 66
alkalommal:

— az I. negyedévben (X valtozo),
— a II. negyedévben (Y valtozo).
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A mért vizallas-tillépések:

S X,=65, X,=13, X,=164, X,=88, X,=71, X,=45,
Y, =194, Y,=257, Y,=123, Y,=132, Y,=55, Y,=258.

Vizsgaljuk Wilcoxon-probaval, hogy a
Hy: P(X<Y) = %
nullhipotézis vagy az egyoldali
H,;: P(X<Y) > %

cllenhipotézis érvényes-e!

Yz

44. abra Yg

A 44. abran abrazoltuk a vizallas-tullépéseket (foliil az X; értékeket, alul az
Y, értekeket). X, a nagysag szerinti rangsorban a negyedik (r, =4), X az els6
(rz=1), X, a kilencedik (r;=9), X, a hatodik (r,=6), X az 6t6dik (rs=35),
X a masodik (rs=2).

A rangszamok Osszege:

6
Y ori=4+1+9+6+5+2 = 27,

i=1
a Wilcoxon-statisztika értéke:
2 nr+1) 6-7
W, = rm———— =2T—-—— =6,
nm Z i 2 2

i=1
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mivel

W saimiton = 6 < —

mn_6-6
2 2

= 18,

ezért a most szamitott W-t hasonlitjuk ssze a 13. tablazatban talalhato W -lel.

2
(Vigyazat: az elfogadasi tartomany Wi =W
3
m
n=6 6
5

Mivel Wi inion=6 > Wisiaame: = 5, Vagyis a probastatisztika értéke az elfo-
gadasi tartomdnyra esik, a H, hipotézis elvetésére 0,975 szinten nincs ala-
punk. Elfogadjuk tehdt, hogy atlagosan ugyanannyi masodik negyedévinél
kisebb els6 negyedévi arviztillépés van, mint amennyi nagyobb, P(X< Y) =

1
=PX>Y)= Eigaz.

14. Vizsgaljuk most azt a kérdést, hogy a Tisza arviztiliépései Tokajnal
ugyanolyan eloszlasiak-e az elsé negyedévben, mint a masodik negyedévben!
X a maximalis tallépés az elsé negyedévben, F(x) eloszlasfiiggvénnyel, ¥ a
maximélis tillépés a masodik negyedévben, G(x) eloszlasfliggvénnyel.

Hy: F(x)=G(x), H,: F(x)#£G(x)

{kétoldali ellenhipotézis).

Az m=36, n=29 adatot nagysagi rangsorba szedték, megallapitottak az X;
clemek rangjainak (nagysag szerinti sorszamainak) az Gsszegét, majd ebbdl a
Wilcoxon-statisztika értékét. Az eredmény:

Mivel n és m elég nagyok, kozelithetjiik a Wilcoxon-statisztikat normalissal.
A varhato érték:
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M(W)=T2ﬁ=%2—9=522,

4 SZOTas;

.79.66
mn(m+n+1)=V36 2966 o

W standardizaltja N(0, 1)-eloszlasi, a probastatisztika aktualis ertéke stan-
dardizalva

W—M(W) _ 510-522
D(W) 76

Egy N(0, 1)-eloszlasa valtozd viszont 0,95 valoszmuseggel —1,96 és +1,96
kozé esik (I. a Student-eloszlas tablazatat, n — oo sor), a minta alapjan —0,16
az elfogadasi tartomanyon van, nincs okunk H, elutasitisira. Az elso és
masodik negyedéves maximalis 4rviztallépések eloszlasa azonosnak tekint-

hetd.

= —0,l6.

Megjegyzés
Wilcoxon-probat hasznalunk két varhato érték egyezésének vizsgé}atéra is.
Az X, Y véltozokra n, ill. m nagy elemszamu mintat vesziink. Egyesitjiik a ket

mintat és ndvekvd sorrend szerint rendeziink.
Ezutan a szokésos modon kiszamitjuk a Wilcoxon-statisztika W, , (vagy

roviden W) értékét. A
Hy: M(X)= M(Y)
nullhipotézis, a
Hy: M(X)#M(Y)
kétoldali ellenhipotézis vizsgalatara kiszamitjuk W standardizaltjat:

W-MW)
D(W)

és u-probat hajtunk végre. Ha

’

—y, s M)
T D)
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akkor a nullhipotézist elfogadjuk, kiillénben elvetjilk. Az | — ¢ szinthez tartozd
u, értekét vehetjitk a Student-eloszlas tablazatabol, az n — oo sorbdl is.

Példaul W=953, M(W)=480, D(W)=80 esetén 1—¢ = 0,95 szinthez
u,= 1,96 tartozik.

W—M(W) _ 953480
D(w)

= 6,2875.

Mivel ez (—1,96; 1,96) elfogadasi tartomanyon kiviil esik, nincs alapunk a
két véltozo varhatd értékéneck egyezésére.

3.4. Korrelacio- és regresszidelemzés

L. Mar utaltunk arra, hogy ha egy Y véletlen vdltozé sztochasztikus
kapcsolatban van egy X véletlen valtozoval, akkor Y adott x értéke
alapjan Y értékét célszerii az M(Y|X=x) feltételes varhatd értékkel
becsiilni. Ezt a becslést minden x-re elvégezve az

y=my(x)=M(Y/X=x)

elséfajit regresszios fiiggvényt kapjuk.

Ha X és Y egyiittes eloszlasa normalis, akkor az elséfajii regresszics
fiiggvény képe egyenes.

A legkisebb négyzetek elve alapjan Y értékeit legjobban kozelitd
fliiggvény az elséfaju regresszios fiiggvény.

Mivel a kétdimenzios normal eloszlas a gyakorlatban siiriin eléfor-
dul vagy jol kozeliti a valdsigos egyiittes eloszlast, ezért szivesen
keresnek a két valtozé kozétt linearis kapcsolatot.

Ha a két valtoz6 egyiittes eloszlasa nem ismert, akkor is szokds Y-t
a legkisebb négyzetek elve alapjan az

o
y = R2 (x—m)+m,
g1

masodfaju regresszics egyenessel becsiilni.

Ha az elsOfaji regresszios fiiggvény egyenes, akkor egybeesik a
masodfajuval.
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Megjegyezziik, hogy két valoszinliségi valtozo kozotti regresszios
gdrbe akkor is lehet egyenes, ha egyiittes eloszlisuk nem kétvaltozos
normal eloszlas.

A linearis kapcsolat mér6szama a korreldcios egytitthato:

o = MUX=MOOLY = MOOT} _ MOXY) — MOOM(Y)
DOD(Y) D(XD(D)

—12RZ1,

minél kozelebb van | R} az 1-hez, annal szorosabb a hinearis kapcsolat,
minél kdzelebb all 0-hoz, annal lazabb. R=0 esetén a két valtozo
korreldlatlan, a linedris kapcsolat laza, egyéb fliggvénykapcsolat
azonban jol irhatja le a valtozok Osszefiiggéset.

Kétdimenziés normal eloszlasnal, vagy ha X és Y a 0 és 1 értékeket
felvevd indikatorvaltozok, a korreldlatlansagbol a fliggetlenség is
kovetkezik.

2. Ha a két valtozéra csak egy n-eleml (Xy, Yy), (X2, Y3). -
(X,, ¥,) pontokbdl all6 minta ismert, akkor a pontokat egy (X, Y)
koordinata-rendszerben abrizolva, megallapitjuk, hogy azok egy
egyenes, egy parabola, egy exponencialis gorbe, egy hiperbola stb.
koril csoportosulnak-e (45a—c abra).

AY

he)
L &
=

R kozel 1-hez

a)

45a abra
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o o O ?Y
Y O O
A O o y=ax?+bx +c
O
Te) o O o 0 ]JO
y=b (0]
o}
o © 0 o] (o)
(o]
0O o) © o o
o ©o°
o — P
X
- x
R kozel 0-hoz R kozel O0-hoz
| kozel 1-hez
b) c)
45b abra 45¢ abra

Ha szemmellithatoan egyenes kérill, akkor linedris korreldcidt
(veletlentdl fiiggd kapesolatot) tételeziink fel a két valtozd kozdit.

Az R elméleti korrelacios egyiitthaté mintabeli becslése r. A minta-
bdl kapott értékekkel becsiilve:

Z (xi—f) 0’;‘")7)
M{[X~MX)][Y—- M(D)]} ~ = . :
Z(x;— %) Z(yi— j)

y

D ~ ) —— ~
(X) P D(Y) ~
ezért
.;1 (xi— %) (v:i— )

r =
V-; (= %)° Z 0i=»?

M
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ill. ugyanigy az R-re adott masodik képlet alapjan:

r= = : (1)

Az

g
y=R- z(x—m1)+m2
01

rhésodfajﬁ regresszios egyenes egyenletének mintabeli becslésére szin-
tén két alakot kaphatunk:

2y~ 7
2(xi—X) (i~ ) n o
y = =2 -2 ('x_x) +y9
V2= 2? 20— 7) VZ(xi~ %)
I
vagyis egyszerusitve:
Y =D 0D
y=" (x~%)+7; M
Z (xi_j)z
i=1
hasonloképpen:
Z X;y; — hXp
y="= (x=%)+7. (ID
Z x?—nx?
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Szamitastechnikailag kisebb tarigényli, gyorsabb futdsi idejii sza-
mitdsokat tesz lehetové a (II) kepletcsoport. Azonban, ha az x;, y,
értékek nagyok, akkor kénnyebb az (I) képletcsoporttal szamolni,
mert az x;— X, y;— y értékek mar kisebbek.

A szamitasokat érdemes kézzel, az alabbi tablazatos megoldéssal
végezni:

L Xy Vi X=X | »—y i~ Xy (i— 7)) (x— %)* @i—7r
Osszesen:

1L X; Yi XiVi xt ¥
Osszesen:

A sziikséges szummak az egyes oszlopok aljan megtalaihaték.
Zsebszamologeépre, ill. személyi szamitogépre alkalmas szamitas-
hoz a sziikséges programokat a gyakorlo feladatok kozt megadjuk.

Ha az (x,, y,), (x5, ¥3), .., (x,, ¥,) pontparokat ,legjobban kozeli-
t6” masodfaju regresszios egyenest kerestink

y=ax+tb
alakban, akkor ezt annak a kovetelménynek az alapjan tessziik, hogy

a mért és szamitott y ordinatak négyzetes eltérésének Gsszege a lehetd
legkisebb legyen:

QO(a, b) = Z (.Vi_axi"b)z — min,
i=1
ez mintabeli becslése az
M[(Y—aX—b)*] -» mm
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kovetelménynek (gondoljunk a legkisebb négyzetek elvére!). Mivel a
kapott szumma a és b filggvénye, minimuma ott keresendd, ahol
elsérendt parcialis derivaltjai nullaval egyenlék:

Q. = 22(yi—ax;i—b) (—x) = 0,

0y = 22(y;i—ax;—b) (=1) = 0.

A rendezéssel kaphato

Z:x,-y,- = aZx,2+b Exi,
Zy;=alXx;+b 2l

normdlegyenletekbél a korrelaciés egyenes egyenletének (II) alakjat
kaphatjuk. A normalegyenletek formalis megjegyzése egyszerll, az

i = ax,-+b

egyenletb51 Osszegzéssel jon létre a masodik egyenlet, x;-vel valo
SZOrzas utan az
xy; = ax?+bx;

egyenletbdl szummazassal jon létre az els6 egyenlet. (Ez nem tekinthe-
t6 pontos levezetésnek, csupan a konnyebb megjegyzéshez utmutatd.)

3. Ha az (xy, 1), (X2, ¥2), --- (X, ¥,) mérési pontparokat grafikon-
ra felvéve azt tapasztaljuk, hogy azok inkabb egy masodfokd parabo-
la koriil csoportosulnak (1. a 45¢ abrat), akkor a pontokat a legkisebb
négyzetek elve alapjan legjobban kozelitd

y=ax*+bx+c

parabola a, b, c egyiitthatéit az elébbihez hasonlé médon meg]egyez—
hetd normdlegyenletekbil kaphatjuk:

Xy, = aZxi+bix;+cll,
Ixy; = aZx;+b Ixi+c Ix,
Ixty; = a Zxf+b Ex}+c Ex}.

A legkisebb négyzetek elve itt:

Oa, b, ¢) = Z(y;— ax?—bx;— ¢)* - min.
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Akdrhanyad foku raciondlis egészfiiggvénnyel (polinommal) valé
kozelitésnél az ismeretlen egyiitthatékat az el6bbi médon ismertetett
normdlegyenletek felirdsdval kiszamithatjuk.

4. Az eddigieket dltaldnositjuk. Ha a mérési pontparokbdl adédo
ponthalmazt abrazolva azt gondoljuk, hogy azt a ,,legjobban kézelité
fiiggvény” az

=/(x)

fiiggvény, akkor ez azt jelenti, hogy olyan f(x) fiiggvényt keresiink,
amelyre a mért és az egyenlettel szamitott, becsiilt ordinatak négyzetes
eltérésének az Gsszege minimalis:

n

Z (yi_f(xi))z — min.

i=1

Az ismeretlen paraméterek szerinti elsé derivaltak zérushelye alap-
jan kiszamitjuk az ismeretlen paramétereket, igy megkapjuk a keresett
y= f(x) figgvényt.

A korrelacio szorossagat a korreldcios index méri:

2 _
,(X,n=|/1_9w,

D*(Y)
Ennek mintabeli becslése:
3 o)
i={ 1- 5 0sigl,
Z (Vi“f)z
i=1
ahol
Z Yi
— i=1
y —_

=
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Minél kézelebb van a korrelacios index 1-hez, anndl pontosabban
kozeliti meg a ponthalmazt az y= f(x) fiiggvény, minél kdzelebb van
a korrelacios index 0-hoz, annal rosszabb a kozelités, annal lazabb a
feltételezett kapcsolat. Ennek belatasa egyszeru. Az Y valtozd adott
x behelyettesitésével kapott becslése

Y = f(X),

a mért és regresszioval szamolt ordinatak kiildnbsége, az ¥ — ¥ az un.
reziduum (maradék). Akkor jo a kozelités, ha a maradék szorasnégy-
zete kozeljar 0-hoz, ekkor (D*(Y)> 0 miatt):

,=|/1_22_(ﬂ
()

kozeljar 1-hez. Akkor rossz a kozelités, ha a maradék szorasnégyzete
kozeljar az Y szorasnégyzetéhez, tehat ha

A

_pa-¥
DY)

I=1/1

koézeljar 0-hoz.
Ugyanez vonatkozik 7 mintabeli becslésére, i-re is.
D*(Y - Y) tulajdonképpen

MI(Y-£(X0)),

amit minimalizaltunk a legkisebb négyzetek elve alapjan.

I=0 esetén nem biztos, hogy a két valtozo figgetlen, csak korreld-
latlan (az Y = f(X) kapcsolat laza, a pontok rosszul kozelitik az
y = f(x) fliggvényt, Osszevissza ¢s erosen szorodnak koriilotte).

Linearis kapcsolat esetén I megegyezik az R korrelacios egyutthato-
val.

A gyakorlatban szokasos kozelitések (regresszios becslések):

y=ax+b linearis kapcsolat,
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y = ax®*+bx+c¢ masodfoku kapcsolat,

a

y=— hiperbolikus kapcsolat,
x+bh

y = ae™ exponencialis kapesolat,

de mas, bonyolultabb figgvényekkel is kézelitik a ponthalmazi.
Némelyik kapcsolatot konnyii visszavezetni linearisra. Példaul ex-
ponencialis kapcsolat esetén:

Iny = bx+Ina,

ami azt mutatja, hogy x és Iny kozdtt linearis a kapcsolat. Az
(x1, In py), (x2, In y), ..., (x, In y,) pontokat mar egyenessel kozelit-
hetjtik.

5. Térjunk vissza a linearis regressziora! A megfigyelt (mért) y;
ordinata és a regresszioval becsillt (szamitott) ¥; ordindta kozotti
eltérés az e; véletlen hatas okozta hiba:

yi=Jite
(I. a 45a abrat).
Altalaban az Y valtozo is a regresszios becslés (Y) és egy Y-tol
fliggetlen, véletlen hiba vagy mas hatas okozta hiba 0sszege:
Y=T+E

Mivel fiiggetlen véletlen valtozok Osszegének szorasnégyzete a val-
tozOk szorasnégyzetének Osszege, ezért

D*(Y) = DX(Y)+ D*(E),

vagyis: az Y szordsnégyzete (teljes szérdsnégyzet) felbonthato a reg-
resszidval megmagyardzort Y becslés szordsnégyzetének (kiilsé szérds-
négyzetnek ) és az eqyéb hatas, a véletlen okozta E hiba szérdsnégyzeté-
nek (belsé szordsnégyzetnek) az Gsszegéere.

Ez az Osszefliggés a mintabol adodo becslésekre is érvényes:

') = s +s¥(e),
Z 0= »)’ Z Gi—»? Z = p)*
i=1 i=1 i=1

= +
n—1 n—1 n—1
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Hanyad része a regresszidval szdmitott értékek szorasnégyzete a
mintabol kapott értékek szordsnégyzetének? A regresszi6bol megma-
gyarazott kiils0 szorasnégyzet €s a teljes szorasnégyzet aranya a deter-
minacios egyiitthato:

D*(¥)
D=—".
D(Y)

A determindcios egyiitthato azt mutatja, hogy az Y értékek szords-

négyzetének hdnyad részét magyardazhatjuk a feltételezett korreldcio-

val.
Alakitsuk at D-t:

p= D _DM-DXE _ | DXE) | D(Y-T)
DY) DY(Y) DXY) DXY)

Mivel linearis kapcsolat esetén a korreldcids index a korrelacios
egylitthatd abszolut értékével egyenld,

DXY-Y)

1"W= IR,

ezért a determindcios egyiitthato a korrelacids egyiitthatd négyzete:
D=R%.
Mivel R?>0, ezért D>0.
DX(Y-1)
DX(Y)

ebbdl kovetkezik, hogy a maradékok szorasnégyzete nem lehet na-
gyobb az Y szérasnégyzeténél,

D=1-

v

0,

DX(Y- 1) < DX(V).

Az is észrevehet, hogy a nemnegativ D ugy keletkezik, hogy 1-bél
egy nemnegativ szimot vonunk le, ebbdl viszont kovetkezik, hogy

0<R?’=DZ<],
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ebBc’il viszont lathato, hogy a korrelacios egylitthaté nem kisebb
(— 1)-nél, nem nagyobb (+ 1)-nél:

—1<SRZ1

Ugyanezek érvényesek D és R mintabol kaphato becsléseire is.
A kiilsé-belsé és teljes szérasnégyzetekrol, determinacios egylittha-
torol mondottak érvényesek altalanos

Y= f(X)
kapcsolat esetén is. Itt D= I* lesz.

6. A linearis kapcsolatra felirt

y; = aXx;+b,

M= T

xy; = aXx?+bZx;

n
-

normdlegyenlet-rendszer megolddsa a-ra, b-re matrixokkal is térténhet.
Az indul6 adatokat az alabbi két matrixba helyezziik el:

V1 1 x;
y=|22 x=|l"
Vu 1 x,

Az ismeretlen

[}

matrixot X transzponaltja (x*), x*x inverze: (x*x) ' segitségével igy
kapjuk meg:

b = (x*x) " 'x*y.

Bizonyithato, hogy 2-nél tébb valtozds linedris regressziondl is ha-
sonlé mddszerrel szamithatok ki az ismeretlen egyiitthatok.
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7. A linearis korrelacional talalt

D?
p=1- 2 _
DA(Y)
Ssszefiiggésbbl:
DZ
Z(E) = 1-R?,
DY)

D*(E) = D*(Y)(1-R?).

Ha tehat az R korreldcids egyiitthatdt és az Y szorasnégyzetét
ismerjiik, akkor ebbdl a képlettel a maradékok szorasnégyzete, D*(E)
is kiszdmithato6. S6t R és D2(Y) ismeretében a harmadik szorasnégy-
zet, D*(Y) is kiszamithat:

D*(¥) = DX(Y)—D*(E) = DX(Y)—~DX(Y)(1-R?),
D¥(¥) = D¥(Y)R®.
Ugyanezek az eredmények érvényesek a mintabol kaphaté szoras-
négyzet becslésekre is. Ha a tapasztalati korreldcids egyiitthaté
2Xyi— nxy
(Zx; —n®) (Zy2 = np?)

~
|

és az y értékek szordsnégyzete
2 1 2L
s = ;Z(yi_y) = ;Eyi—

ismertek, a mdsik két szordsnégyzet ezekbdl egyszertien szdmithatd:

s*(e) = () (1= r?),
s*¢) = s,

A korrigalatlan szérasnégyzet helyett persze dolgozhatunk a korri-
galtakkal is.

8. A linearis korrelacional szamitott tapasztalati korrelacios egyiitt-
hat6, r a mintaclemek flggvénye, tehat maga is véletlen valtozo
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(ahanyszor vesziink n-elemi mintat, mindannyiszor kiilénb6z0 r érté-
ket kapunk). Mit tudunk mondani r varhato értékérol és szorasarol?
Bizonyithat6, hogy

(1) ) (1+ R%)? (1)
M@r) = R+O|~|, D¥n)=-——+0|=5;)
n n n

itt O (nagy ordd) olyan mennyiséget jelent, amelyet a mogotte zardjel-

1 1
ben allé kifejezéssel (— -nel, ill. — -nel ) osztva, a hanyados korlatos
n n®
. 1y . 1
marad. Vagyis, han — oo, akkor O | — |}, ill. O 3 2 legalabb olyan
n

1 1 1 1
gyorsan tart 0-hoz, mint —, ill. TR ) ( tehat legalabb — nagysag-
n n

rendben 0-hoz tartd mennyiséget jelent, ha n — oo (ord6 = nagysag-
rend). Ez szemléletesen azt jelenti, hogy nagy n-re:

1+ R*»?
M(r)~R, Dz(r) ~ ——( ) ,
n

vagyis az r tapasztalati korreldcids egyiitthaté az R elméleti korreldcios
egyiitthatonak aszimptotikusan torzitatlan és aszimptotikusan erdsen
konzisztens becslése (hiszen ha n — oo, D*(r) — 0).

Bizonyithato, hogy

(1 5)
rf=rl 1+
2(n—4)

torzitatlan becslése R-nek. A gyakorlatban azonban inkabb r-rel
szamolnak, ami nem okoz nagy kart, hiszen r*>r, ha n>4.

Milyen r eloszldsa? Ez X és Y egyiittes eloszlasatol fugg.

Ha X és Y egyiittes eloszlasa kétdimenzios normal eloszlas, akkor
r siruségfiggvénye:

1

0 =""2a-r" (l—rZ)"24f

X"~ 2 dx

(1=Rxr)"" 1 [1—x%

3
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természetesen — 1 Sr=1 az értelmezési tartomany. Az n=10, R=0,
R=0,5, R=0,8 értekeknek megfeleld siirtségfiiggvényeket tartalmaz-
za a 46. abra. Feltiind, hogy az R=0 esetben (ami kétvaltozds normal
eloszlas esetén X és Y fiiggetlenségét jelenti) mennyire hasonlit a gorbe

a haranggorbéhez.

t(r)
Z'A " R:O,B

3—1

46. abra

Amikor nullhipotézisiink a két valtozd fiiggetlensége,
Hy P(X<x,Y<y) = P(X<x)P(Y<}),
vagyis
Hy: R=0,

akkor az abrardl is lathatd, hogy legnagyobb valdsziniiséggel r-re is
0 koriili értéket kapunk, de nem biztos, hogy éppen nullat. Hogyan
tudjuk tesztelni, hogy mekkora r tapasztalati korreldacios egyiitthato
esetén fogadhato el a fiiggetlenség, vagyis hogy az egész sokasiagban az
elméleti R=0?
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Ha X és Y egyiittes eloszlasa kétdimenzids normal eloszlas, r strii-
ségfliggvénye egyszerlisodik:

n—1
1 F( 2 ) n—4
foy == ——1=r) 7.
1" e
2
Ennek segitségével megmutathato, hogy kétdimenziés normdl elosz-
lds, R=0 esetén a

n—=2r

statisztika Student-eloszldsu, n—2 paraméterrel, a Student-eloszlas
tiblazatabol meghatarozhaté az adott 1—¢ szinthez olyan (—1¢, t,)
intervallum, amelybe ¢ nagy, 1 —¢ val6sziniiséggel esik. Ha ¢ aktualis
eérteke az elfogadasi (—¢, ¢) tartomanyra esik, az R=0 hipotézist
elfogadjuk (r#0 csak véletlen), ha az elfogadasi tartomanyon kiviil
esik, az R=0 feltevést (a fiiggetlenséget) elutasitjuk. Tehat szabalysze-
ri z-probat hajtunk végre.

Kétdimenzios normal eloszlas esetén az elébbi proba helyett hasz-
nalhatjuk a 15. tablazatot, amelyben az van megadva, hogy ha a
nullhipotézis R=0, akkor maximalisan mekkora lehet r a feltevés
elfogadasahoz. Ha ennél a kritikus értéknél a mintabeli korrelacids
egyiitthato abszolut értéke kisebb, az R=0 feltevés elfogadhatd, ha
nagyobb, elutasithatd. Ha példaul =18 esetén

=

r} 0,468,

akkor az elméleti korrelacids egyiitthatonk az R=0 feltevés (a két
valtozo korrelalatlansaga) elfogadhatd; ha

|r|> 0,468,

az R=0 feltevés elvethetd 95%-os biztonsagi szinten, 1. a 15. tablazat
részletét:
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n 95%,

18 0,468

Ha X és Y egyiittes eloszlisa nem kétdimenzids normdl eloszlds,
akkor célszert elvégezni az R. A. Fisher altal bevezetett

1 14r
Z=-ln—
n 1—r
transzformaciot. A Z valoszintiségi valtozd nagy n-re eléggé dltalanos
feltételek mellett kozel normal eloszlasu,

M(Z) zlln1+R + R
2 1-R 2n—-1
varhato értékkel,
D¥(Z) ~ :
n—73)

szorasnégyzettel. Az R=0 feltevés vizsgdlatdra kizelitoleg megbizhato
eredményt kapunk a normal eloszlas alkalmazasaval.

9. Gyakori probléma, hogy két mérési helyen vagy két alkalommal
végziink ellenorzést arra, hogy két valtozd kozdtt milyen szoros a
korrelacié. A két mintabol kapunk egy ry, ill. r, korreldcios egytittha-
tot. Ezeknek mekkora eltérése esetén vetjiik el azt a feltevést, hogy az
elméleti korrelacios egyiitthatok megegyeznek, vagyis hogy a korrela-
¢id ugyanolyan szoros a két esetben?

A problémat kissé altalanositva fogalmazzuk meg. Két tapasztalati
korreldcios egytitthatét igy hasonlithatunk dssze:

Az (X, Y) valtozéparra vett n,-elemil minta:
(Xla Yl); (XZ, Y2)5 bRt (ana Ynl):
az (U, V) valtozdparra vett n,-elemii minta:

(Ula Vl): (U27 VZ)a ARRL] U'lz’ an).
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Legyen az (X, Y) valtozopar korrelacios egyiitthatéja R,, ennek
mintabeli becslése r, az (U, V) valtozépar korrelacios egylitthatdja
R,, ennek mintabeli becslése r,.

Vizsgaljuk a Hy: Ry = R, hipotézist!

A Fisher-féle transzformacié alapjan:

1 1+r 1L 1+r,

Z, =—In ., Z,=-In
2 1"‘]"1 2 1‘"?‘2

valoszintiségi valtozok jé kozelitésben normal eloszlasuak

D*Z)) = és DXZ,) =

nl""" n2_3

szorasnégyzettel, a nulthipotézis teljesiilése esetén a varhato értékek
azonosak, igy ezért a

Zl_ZZ

l/ 1 !
.+..
n1—3 n2_3

véletlen valtozo standard normal eloszlast. Ha tehat

W:

1,96 W=1.,96,

akkor a H, hipotézist 95%;-0s biztonsagi szinten elfogadhatjuk; kii-
16nben elvetjik.

Kettonél t6bb tapasztalati korreldcids egyiitthatét igy hasonlithatunk
ossze: Legyenek az ny, n,, ..., n, elemszaimi mintakbdl szamitott
tapasztalati korrelacios egyiitthatdok: rq, r,, ..., i, a megfeleld elméleti
korrelacios egyiitthatok: Ry, R,, ..., R,. A

HO: R1=R2=...:Rk

nullhipotézis ellendrzésére szamitsuk ki a
X2 = Z (m—3) (Zi““z2
i=1

369



probastatisztika aktudlis értékét, ahol

k
1 1+4r Z (=32,
Z=gm— Z=F—
-
‘ Y (m—3)
i=1

A probastatisztika k—1 paraméterd, xz—eloszlém_’l. A l}ullhipotézis
vizsgalatira y>-probat végezhetiink. Ha 7 a-k-tuéhg efteke nem na-
gyobb, mint az adott 1 -¢ szinthez tartozo kritikus érték, a nullhipo-
tézist (a korrelaciok szorossaginak azonos voltat) elfogadjuk; ellen-
kezd esetben elvetjuk. ‘

i értékének az Osszes mintadarabszamhoz képest kicsinek kell

lennie, mert Z varhatd értékének Z becslésében az 5 korrekcios

n—
tagot elhanyagoltuk.

10. Kétvaltozos linedris regresszid esetén az elméleti regresszios
fuggvény:

Y = aX+B+E,

itt ¥ = aX+f a regresszié Altal megmagyarazott rész, E a véletlen
hatés (vagy mas valtoz$) okozta hiba (maradék, rez1duufn). A reg-
resszié altal megmagyarazott rész mintabol nyert becslofiiggvénye:

y = ax+b.

Az elméleti linedris regresszios egyenes iranytangensének torzitat-
lan becslése a mintabol:

Y, (= %) (yi— )
Y (xi—x)?
i=1
az egyenes y tengelymetszetének, f-nak mintabeli torzitatlan becslése:

b= —ax+y,
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y pedig torzitatlan becslése Y feltételes varhaté értékének (y = p+e,
az e maradek varhato értéke 0).

Az a, b, §, e maga is véletlen valtozo (a mintaelemek fiiggvénye).
Keressiik meg a linedris regressziondl szereplo véletlen vdltozok pontos-
saganak jellemzésére ezek szérdsnégyzetét!

Y szorasnégyzetének mintabdl kaphatd becslése:

2 2 1 ¢ =2 1 2_ =2

DY) = s*(y) = = ), (= 3)? = - Zyi-7%

;= n
a regressziés becslés szorasnégyzetének mintabol nyert becslése:
2 iy 27 1 ‘ ! =2 1 A2 =2
D(Y)%S(y)=;2 Fi=7) =;I'Zyl"'.V§
i=1

a meért és szamitott értékek eltérésének, az un. reziduumoknak (mara-
dékoknak) a szorasnégyzetbecslése:

1 h
DXE) ~ 550 = Y. (=5

Bizonyitottuk, hogy ha s*(y) és az r tapasztalati korrelacios egyiitt-
hato ismert, akkor a masik két szorasnégyzet ezekbol kiszamithato:

s(e) = 5°(») (1 1Y),
() = s,

Az X szordsnégyzetének mintabél eredd becslése:

2 2 1 “ =\ 2 l 2 =2

D(X)zs(x)=—2(x,-—x) = — Y xi—Xx°
n,— 4]

Bizonyithatd, hogy s%(¢) mintabol kapott becslés az elméleti D*(e)-
re torzitott; torzitatlan becslést igy kapunk:
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Nagy #-nél ennek nincs jelentdsége, kis n-nél van.
Az § = ax+b egyenletnél az a iranytangens szbrasnegyzete:

s*(e)
nsi(x)

Tudjuk, hogy ha X és ¥ fiiggetlenek, akkor a regresszios fiiggveény:

s*(a) =

y=f (allandd),

ez az x tengellyel parhuzamos egyenes, irérllytange.nse oc—’—-O. N_em
biztos, hogy ilyen esetben az iranytangens mintabeli becslése, a is 0
lesz (csak varhatéan 0 korili érték).

Milyen konfidencia-intervallum tartalmazza az elméleti iranytan-
genst nagy valosziniiséggel? A

a—uo
G
valtozé Student-eloszlast, n— 2 szabadsagfokkal. Az 1 — ¢ valoszinil-
séggel fenndllo

t

a—ao
gy
s(a)

egyenlbtlenségbol

a—tsa Sosat t.5(a)

—tgé

konfidencia-intervallum kaphaté az o elméleti irdn'ytangensre. Ez a
mérési eredményekbdl kaphat a-ra szimmetrikus intervallum.
_ Hasonloképpen az y tengelymetszet b szorasnégyzete
n
Q) Y K
i=1
n2s¥(x)

s(b) =

ennek segitségével az aldbbi, 1 — e-szintii konfidencia-intervallum kap-
haté az elméleti y tengelymetszetre, f-ra:

b—1s(b) < B = b+1,50b),
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ahol r, a Student-eloszlas n—2 szabadsagfokhoz, (1 —e¢) - 100%, biz-
tonsagi szinthez tartozo kritikus értéke.

Mindket konfidencia-intervallumbol s-probat is csindlhatunk.

— Az y ertékeit a mintabol nyert regresszios egyenletbdl szamitott

y=ax+b

értékkel becsiiljiik. Egy adott x;-hez tartozé M; = M(Y/X = x,) feltéte-
les vdrhato értéket 1 — e valosziniiséggel tartalmazza az y-re szimmetri-
kus, alabbi konfidencia-intervallum:

1 (x,-—i)z
+ t,5(e) ;-i- w2

ahol t, a Student-eloszlas tablazataban (1 —¢) - 100%; biztonsagi szint-
hez, n—2 szabadsagfokhoz tartozd kritikus érték.

Az adott xi-hez tartozé Y; egyedi értéket tartalmazza az alabbi, ji-ra
szimmetrikus konfidencia-intervallum 1— ¢ valésziniiséggel:

~ 1 (xi_f)z )
Vi—ts) |/ 1+ -+ <Y €5+

n ns*(x)
1,8 )l/1+ Lt
e no onskx)

itt £, az elobbi modon a Student-eloszlas tablazatabol nyerhetd érték.

Minden egyes x; értékhez kiszamithatjuk mindkét fajta konfiden-
cia-intervallumot. A kiilonbozo x; értékeknél szamitott pontok egy-
egy konfidenciasdvot, egy-egy hiperbolat alkotnak a regresszios egye-
nes koriil (47. abra), hiszen példaul az els6 esetben

(M;—y)? _ (x;— %) _

(feS(e)) S & £5)
7
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Konfidencia sav M(Y)-ra

Kontf. sav
Y-ra

47. abra

egy hiperbola egyenlete az (M}, x;) koordinata-rendszerben. A széle-
sebb sdv nyilvan a masodik, az egyedi ért¢kre kapott. A konfidencia-
intervallum szélessége x;= x értéknél éri el minimumat. Mivel a reg-
resszios becslés atmegy az (J, X) ponton az elébbi koordinata-rend-
szerben (1. az y = a(x—X)+ j alaku egyenletet), « azi :-lenti, hogy
a regresszioval kapott becslés a legmegbizhatobb az (7, ) sulypont
koriil; ha x; tavolodik x-tdl jobbra és balra, a sav szélesedik .. becslés
kevésbé megbizhatd.

11. Az eddigiek soran két valtozot tartalmazo regresszios feladatrol
beszéltiink. Most a kettdnél tébb vditozot tartalmazo regressziot tar-
gyaljuk meg. (A feladat elméleti részét az 1. rész 7. fejezete tartalmazza.)

Azt kell megvizsgalnunk, hogy az ott szerepld mennyiségeket ho-
gyan szamitjuk ki az Xy, X3, ..., X, valtozokra kapott nx s eleml
minta segitsegével:

A mérési eredmények:

Xire: | X1y X123 ... Xis
Xz're: X214 X33 «ev Xag
Xore | Xp1 Xpz  oov Xus

Akar els6faju, akar masodfaju

X = a4 +b12x2+b13x2+...+b1,,x,,
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regresszios ,,sik™ esetén teljesiilnie kell a legkisebb négyzetek elvének:
M[(Xl _al _b12X2 T e _blnX")z] - I‘nll’l.

Ha X és Y egyiittes eloszlasa kétdimenzids normal eloszlas, az elso-
és masodfaju regresszios sik azonos.

A minimumfeladat megoldasaként az alabbi ,,hipersikot” (regresz-
szids sikot) kapjuk.

I. A regresszids sik kovarianciakkal kifejezett alakja:

5 Cu
Xy = my— Z (xe— 1Y),
=2 Ciy

I1. a regresszios sik korrelacids egylitthatokkal kifejezett alakja:
Xp=my— ) ——(xp—my).

Itt my, = M(X}), o, = D(X)), Cy és Ry pedig az X, X,, ..., X,
valtozok

€11 €12 Cin

c I ¢
C =] ‘2 2n

cni Cn2 Can

Fi1 Fia Fin

r r ¥
R — 21 22 2n

Fr1 Fn2 ¥pn

korrelaciomatrixanak cy, ill. r;, eleméhez tartozo eldjeles aldetermi-
nansai. Az X; és X, valtozok ¢y, kovariancidjanak mintaelemekbdl
kaphaté  torzitatlan becslése (a ¢y = M[(X;—my) (X,—my)] =
= M(X.X;)—mm, képletekbdl konnyen fejben tarthatéd mindkét
alak):
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12 ) _
Loey = ) 2 (X;;— X)) (xi;— X)) vagy
S 1 ji=1

12 s
IL ey = —— ) xixy— —— XX
* s—1 jgl i s—1 ,
Az X, és X, valtozok totalis korrelacios egylitthatojanak mintabol
kaphaté becslése abbol kaphatod meg, hogy
Cik Ci

Fig = = ;
g0 I/ Ci; /Ckk

Cix» Ci €8 ¢y mintabeli becslései pedig az el6bbi képlettel megkaphatok.
Természetesen r; =1. Vagy pedig az elméleti korrelacids egyiitthatd
két alakjabdl, az

M(X;—m) (X, —my)] _ MX.X,)—mm,
D(X)D(X,) D(X)D(X,)

Fig

képletekbdl konnyen megjegyezhetd ry, torzitott becslésének két alakja:

Z, (X35~ X%3) (i~ Xy

1/72 (= %)% Y, (x— %)
i=1 j=1

Lry~

vagy

s
Z x,-jxkj—S)E,-)Ek

i=1
I ry ~

s s

2 =2 2 _ o2

l/ 2, Xii— sxi > X S
j=1 j=1

Szamitdstechnikailag a 11, képletekkel gyorsabb és kisebb tarigényi
a szamolas.

Onkényes, hogy éppen az elsd valtozot fejeztiik ki a tdbbi segitségé-
vel. Ugyanigy kaphato, hogy bdrmelyik X, viltozé regresszids becsiése
a tobbi valtozd segitségével:

¥ Z": Ca X ) L O; Rik(X D
;= my— — —my) = m;— — —m,).
k=1 Cii( ¢ ¢ k=10, Ry ’

k#i k+#i
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Az Y; = X,— X, maradék pozitivan korrelalt X vel, korrelacios
egyltthatojuk:

R(Yi, Xi = —_— > 0,

CiiCy

ugyanakkor az Y; = X;—X, maradék korreldlatlan a tobbi
(X1 Xay ooy Xio 1, Xis gy .- Xp) valtozoval. Itt | C| a kovarianciamat-
rix determindnsat jelenti.

Az X;— X; maradék szérdasnégyzete:

D*X,—X) = R
AR ¢ &

méri az X; valtozé X; alapjan tSrténd becslésének hatasossagat. | R|
a korrelaciés egyiitthatok R matrixanak determinansa.

A most bemutatott mennyiségek mintabdl kaphato becslése a ¢y,
ill. ry értékek mintabeli becslése alapjan elkészithetd.

Az ry totdlis (teljes) korreldcios egyiitthaté az X; és X, kozotti teljes
kézvetett kapcsolat erdsségének a mérdszama. Ebbe a kapcsolatba
belejatszik a tobbi valtozo is. Az X; és X, valtozdt elvéve megallapit-
juk ezek X; és X; legjobb (regresszids) becslését. Az X,— X; maradék
korrelalatlan a két valtozo elvétele utan megmaradt tobbi valtozéval,
és pozitivan korrelalt X;-vel. Ugyanigy az X, — X, maradék korrelalat-
lan a két valtozo elvétele utan megmaradt tébbi valtozéval, és poziti-
van korrelalt X,-val. Ezért az X,— X, és X, — X, maradékok korrelaci-
o0s egyiitthatoja X; és X, kdozvetlen kapesolatat méri, ez az un. parcidlis
korreldacios egytitthatd:

G _ Ry

o J CirCr B I/RiiRkk.

Itt Cy a C kovarianciamatrix ¢y, eleméhez tartozo eldjeles aldeter-
minansa, R, az R korrelaciomatrix r, eleméhez tartozo eldjeles alde-
terminansa. Az aldeterminansok elemeinek mintabél vald becslését
mar megadtuk.
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X, X5, X5 valtozo esetén a parcialis korrelacios egyitthatok képle-
tét attekinthetd, egyszerii alakra lehet rendezni (1. a , Tobbdimenzios
eloszlasok; korrelacio” c. fejezetet). Példaul (hasznalva az ott emlitett
Yule-féle jelolést):

_ F127r13F23
Y1 =rts) (1-r35)

Hasonl6 egyszerll képlet adhaté meg még 4 valtozd esetén is.
Készitsiik el X; regresszios becslését a tdbbi valtozoval (most egy-
szeriibben jeloljiik a regresszios egyiitthatokat):

Xi=a+b X, +b,Xo+ ... +b,_ X;_+byy Xy +...+bX,

stb.

F12.3 = Q12

X, és X, korrelaciés egyiitthatdja a tobbszirds korrelicids egyiitthatd:

:l/l_ <l :l/l_ﬂ
@ Uizcii Rii.

Ez mutatja X; valtozé kapcsolatanak szorossigit a tobbi
(X1, X2 ooy Xio 1y Xiv o, .. X)) valtozOk egylittesével, vagyis a reg-
resszios becslés josagat. Minél kozelebb esik 0-hoz, annal lazabb a
kapcsolat, minél kézelebb esik 1-hez, annal szorosabb.

Mivel a g; tobbszords korrelacios egyiitthatd ugy is megadhatd,
mint a regresszioval szamitott és a mért értékek szorasanak az aranya,
ezért o; mas alakban is megadhato. Ugyanis

X,= X,+E,
D*(X) = D¥(X)+ DY),
_ DXy [D*(X)-D(E)

®“pxy”  bpxy

vigyik be a gyokjel ala az szorzot (a gyokjel alatt a négyzetével

L
kell szorozni), igy kapjuk a tobbszords korrelacios egyiitthatd harma-
dik szokasos alakjat:

B l/l_ DX(E)
“T VT Dy
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D*(E) és D?*(X)) szorasnégyzeteket a mintabdl becsiilve, a fenti képlet
megadja g; torzitatlan becslését.

0; negativ nem lehet, hiszen X; = X,+ E pozitiv korrelaciét mutat
X, és X, kozott.

A tObbszorés korrelacios egyiitthatd négyzete a mar megismert
determindcids egyiitthato.

Szamitogépes megoldds szempontjdbél a determinansok és aldeter-
minansok szamitasa nem konnyu, és nem rovid program. Az X
regresszios becslésére kapott regresszios egyiitthatokat szoktak a nor-
malegyenlet-rendszer matrixos megoldasaval, matrixaritmetikaval
megkeresni (kiilondsen, ha matrixaritmetika szubrutin a szamitogép-
be huzalozva van). A tobbszorés korrelacios egyiitthatdok szintén
szamithatok matrixaritmetikaval. Ugyanis az R korrelaciématrix in-
verze:

(R, R, Ry,
IRl IRl IR
R l=| e -
R, R, R,
| IRl R TIR

Innen pl. X, és X, becslés korrelacios egyiitthatoja (az egyik tobbszd-
r0s korrelacios egyiitthato):

m -
1 Rllz

ha 1-bél kivonjuk a fenti inverz matrix bal felso elemének reciprokat
és a kiilonbségbdl négyzetgyokot vonunk, g;-et kapjuk meg. Ugyan-
igy kaphato a tobbi, tObbszords korrelacios egyiitthato is.

Ha sok vdltozé van, a vizsgdlatba esetleg nem érdemes minden vdlto-
zot bevonni. Melyik vdltozot érdemes bevonni a regresszioba? Azt,
amelyiknek nagyobb a hatasa a kiemelt valtozora, amelyiknek na-
gyobb a stlya. De mivel mérjiikk ezt a hatast (stlyt)? A maradék
szordsnégyzetével. Ugyanis minél kisebb ez a szorasnégyzet, annal
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nagyobb a regresszid altal megmagyarazott rész, annal lényegesebb
az yjonnan bevont valtozo hatasa a kiszemelt valtozora.

Ha példaul az X, X, ..., X, valtozok kozil Xr-re akarunk regresz-
szi6s becslést késziteni, akkor el6szor gondolatban elkészitjiik X; és
X, X;és X, ..., X és X, kétvaltozos regresszioit, kiszamitva mind-
egyikkel a

. C R
Dz(Xi_Xi) = % = U?%
maradék szorasnégyzetet. Legnagyobb hatdsu az a valtozo, amelyik-
nél ez a szorasnégyzet a legkisebb az n— 1 darab szérasnégyzet koziil.
Legyen ez mondjuk X,;. A gép ezekutan ténylegesen megallapitja X;
regresszios becslofiggvényét X -gyel.

Most megprobal ujabb valtozét bevonni a megmaradt n— 2 valtozd
koziil. Elkésziti az X;— X; maradék szérasnégyzetét, mind az (n— 2)-t.
Amelyiknek legkisebb a szordsnégyzete, azt vonja be masodiknak a
regresszioba. Legyen ez mondjuk X,.

Ezekutan a gép kiszamitja X; regresszios becslését X;-gyel és X ,-vel,
és igy tovabb, fokozatosan bevonva az Gjabb valtozokat. Legutoljara
a legkisebb stlyu (hatasu) valtozot vonja be, megadva a most mar »n
valtozot tartalmazo regresszios becslofiiggvényt, és az Gsszes jellem-
zOt.

A kiirt maradék szérasnégyzetek alapjan magunk valaszthatjuk ki,
meddig megyiink el a valtozok bevonasaban.

Mivel

Dz(Xi) = Dz(fi) + DZ(XE_ )?i),
ezért, ha D*(X,— X,) minimalis, akkor a regresszié 4ltal megmagyara-
zott sz6rasnégyzet, D*(X;) maximalis. Ez utébbinak D?(X))-hez valé
aranya éppen a t6bbszords korrelacios egyiitthatd négyzete, vagyis a
determinacios egylitthato:
D*(X)
D*(X)

o =

Minél nagyobb a determindcids egyiitthatd, annal nagyobb a reg-
resszid altal megmagyarazott rész (a kiilsO szorasnégyzet) a teljes
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szorasnégyzethez viszonyitva. 4 vdltozo sulydt mérhetjiik a tobbszérés
korreldcios egyiitthato négyzetével (a determindcios egyiitthatéval),
amelyik X; mellé bevont vj vdltozo determindcios egyiitthatéja (vagy
annak mintabeli becslése) nagyobb, annak a hatdsa (sulya) nagyobb,
azt érdemesebb bevonni.

A most vazolt elv alapjan miikédnek a STEP-WISE MULTIPLE
REGRESSION (lépésenkénti tobbvaltozos regresszid) programcso-
magok. Az IBM 370/145 gép szoftverjében megtalalhaté STEP-WISE
MULTIPLE REGRESSION programcsomag hasznalatat ismertet-
juk a most kdvetkezé gyakorlo feladatok kozt.

A maradék szorasnégyzete tulajdonképpen a legkisebb négyzetek
elvénél kitlizott, minimalis varhato értéket adja meg, ezért jellemzi a
becslés hatasos voltat.

12. Vizsgaljuk meg, hogy a tobbvdltozos regressziondl a legkisebb
négyzetek elvét a mintabdl kapott mérési eredmények felhaszndldsdval
hogyan valésitjuk meg, és a regresszzos egyiitthatokra milyen normal-
egyenletrendszert kapunk!

Legyen X, regresszios becslése a tobbi valtozo linearis fiiggvénye,
azaz
X, = a,+0,X,+ b3 X3+ ... +b,X,

Adott az n darab valtozoéra s darab megfigyelési pont az n-dimenzi-
0s térben:
A mérés sorszama:

1 2 ... s
Xl're X111 X132 .o Xqs .
Xz-re Xa1 X3 oo Xag
X,,-I'e xnl xnz e x,,s

Ez részletesen azt jelenti, hogy a kovetkezé egyenletrendszer adott:

X113 = ay+Hbyxat+ . bx, (1. mérés),
X112 = al+b2x22+ ces +b,,x,,,2 (2. mérés),
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Az egyenletrendszer i-edik egyenlete:
X1 = aytbyxyt+ . +bx,  (iFedik mérés, i=1,2, ..., ).

Olyan a, by, bs, ..., b, regresszids egyiitthatokat keresiink, ame-
lyekre a mért és szamitott értékek eltérésébdl vett varhatd érték
(vagyis a maradék szOrasnégyzete) a legkisebb:

M[(X;— X)) = MI(X,—a,—b,X,~ ... = b,X,)] — min.

A varhat6 értéket pontosan kiszamitani nem tudjuk, mert nem
ismert annak a valtozonak az eloszlasa, amelynek a virhato értékét
minimalizaljuk. Vessziik a varhaté érték mintabeli becslését, ez egy
Osszeg osztva az Osszeadandok szamaval, s-sel. A kapott érték s-szere-
sct elég minimalizalni. Ez az Osszeg az ismeretlen a,, b,, ..., b, regresz-
szi6s egyiitthatok figgvénye: '

Q(aln b27 ey bn) = Z (xli_al_bzxﬂ_ cee —bnxni)z — min.
i=1

Ez most a legkisebb négyzetek elvének mintabeli becsiésbol adodé
alakja.

A tobbvaltozos figgvénynek szélsoértéke ott lehet, ahol parcialis
derivaltjai nullak. Biztosan van, ha ugyanott a Hesse-determinanssal
kapcsolatos feltételek teljesiilnek. Bizonyithato (mint azt a kétvalto-
z0s regresszional megtettiik), hogy a parcialis derivaltak zérushelyei
valéban a kivant minimumot ado ay, b,, ..., b, regresszios egyiittha-
tokat szolgaltatjak (a kovetkezokben a szummazas mindig i= 1-t6l
. s-ig megy, egyesével):

5,

_Q = 2Z(x1i—a1b2x2i_ e = b (1) = 0,

5a1

0Q

£ = 2Z(X1: ay—byxyi— .. —byx,) (—x3) = 0,
2

G,

f = ZZ(x“ aq bZ'xZi_ see —b,,xm-)(—xm) = 0.
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Ezekbdl atrendezéssel kaphatd az Gn. Gauss-féle normal-egyenlet-
rendszer:

leiZalzl-i-szx;” + ... +b,,Zx,,,-,
leixzi =a szi"' b, me'xzi"' +bnzxnix2iv

Z X1iXni = dy Z Xut by Z X3iXpi T ... T by Z XniXni

A kapott normal-egyenletrendszer formalis megjegyzése igen egy-
szerd. Az

x1i = a1+b2x2l+ asa +bnx"i

alapegyenletbdl a normal-egyenletrendszer elsé egyenlete ugy keletke-
zik, hogy minden tag helyett az Osszegét vesszilk i=1-t6] s-ig, az
alapegyenletet x,;-vel végigszorozva az

— 2
X1iX2i = ayXg;t boxyt L+ byxpxy;

egyenletb6l a mar emlitett Osszegzéssel kapjuk a normal-egyenlet-
rendszer masodik egyenletét, és igy tovabb, az alapegyenletet x,-vel
sZorozva az igy nyert

— 2
X1iXni = alxm-+ b2)€2ixm-+ . b"xm'

egyenletbdl ,szummazassal” kapjuk a normal-egyenletrendszer n-
edik egyenletét (mint a kétvaltozos esetben).

Az egyenletrendszert barmilyen modszerrel szamitoégéppel megold-
hatjuk (determinansokkal, matrixaritmetikaval, Gauss-féle eliminaci-
0s modszerrel stb.). Hasznélhatjuk a kovariancia-, ill. korrelaciomat-
rix elemeibdl adodé eldbbi képleteket is. Utobbiak egyikének kisza-
mitasa azért is j6, mert a totalis, parcialis és tObbszdros egyiitthatokat
is, a maradék szorasnégyzet becslését is megkaphatjuk a segitségiik-
kel.

Az egyenletrendszer megoldhato matrixok segitségével is (1. a kovet-
kezd gyakorld feladatokat).

A kapott ay, b,, ..., b, értékek szolgaltatjdk a minimumot ado
regresszios becslofiiggvényt, a kapott

)El = a1+b2x2+ +b,,x,,
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regresszios fiiggvény segitségével becslést készithetiink X, feltételes
vdrhato ériékére, adott X, = X, ..., X,= x, értékek mellett (extrapola-
las, interpolalas).

Igazolhat6d, hogy a mintdbol kapott becslés minden regresszics
egyiitthatdra torzitatlan, és az dsszes linedris torzitatian becsiések koziil
a legkisebb szordsnégy:zeti.

A b; regresszios egyiitthatok jelentése: az

X, =a,+bh,X,+ ... +b X+ ... +b,X,

egyenletben X,-et X, szerint parcidlisan derivalva (tehat a tobbi

valtozoét fixen tartva):
oX, _
0X,

2s

altalaban

Ez a tobbi valtozd adott értéke esetén azt mutatja, hogy X;-t
valtoztatva mekkora az X, valtozasi sebessége. Méasképpen; a tébbi
valtozd adott értéke esetén X; egységnyi ndvekedésére X, atlagosan
bt valtozik.

13. Az
Y=ay+aX+a X+ ... +a X"

polinomidlis regresszié egyititthatdi kereshetok ugyanilyen normdl-
egyenletrendszerrel, vagy az

X=Z,X=2Z,,..,.X"=2Z,
helyettesitéssel
Y=aytaZ,+a,Z,+ ... ta,zZ,

linedris regressziora visszavezetve. Ez esetben az g; regressziods egyiitt-
hatok megkereshetok szamitdgéppel, linearis regresszids programcso-
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mag segitségével, de a totalis korrelacios egyiitthatoknak nem tulaj-
donithatunk kiilondsebb jelentséget.

14. Egyetemi hallgatokat egyértelmii nagysig szerinti sorrendbe
tudunk allitani, mért magassagaik alapjan. A szépségverseny gydzte-
seinél azonban a szépséget mérni nem lehet, mégis, az dsszes biralo
megad egy rangsort. Mennyire fiiggenek Ossze egymdssal, mennyire
korrelalnak egymassal két biralo dltal adott rangsorok? Ez is egyfajta
véletlentd] valo fiiggés, neve rangkorreldcio.

A rangsorolasban valé egyetértésnek tobbféle korrelacios egyiittha-
t6 a meérészama, mi ezek kozil a Spearman-féle rangkorrelicics
egytitthatéval foglalkozunk. Ennek értéke:

6 d?
i=1

3
n—n

R=1-

ahol » a rangsorolt egyedek szama; a rangsor a két biralénal:

1.2. ... iredik ... n-edik egyed

b

1. biralé rangsora:
X{Xgeee Xjeen Xy

2. biralo rangsora: y; y3 «.. ¥i o Yy

n

SYd = Z (x;— ¥)? a rangkiilonbségek négyzetdsszege.
i=1

Ha a két rangsorolds azonos, akkor R=1. Ha a két rangsorolas
éppen egymas ellentettje (forditottja), akkor R= —1. Az R=0 koriili
érték rossz korrelaciot jelez a két rangsor kozott.

Két konkrét biraloi rangsor tekinthetd egy n-elemii mintanak az
egész sokasagbol (akiket nem is rangsoroltak). Hogyan vizsgdljuk meg
a rangkorreldcios egyiitthato szignifikancidjdit? Vizsgiljuk azt a nullhi-
potézist, hogy a kapott R #0 érték ellenére a birdlok k6zott nincs sem
pozitiv, sem negativ egyetértés, azaz

Hy,: az egész sokasagban R=0.
Ha »=10, akkor a
n—2
1-R?

t=R
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probastatisztika Student-eloszlasy n— 2 szabadsagfokkal, és -probat
végezhetiink H,, elfogadasara vagy elvetésére.

Néhdny egyéb alkalmazds. Mennyire korrelal egymassal a két biralo
véleménye, ha

— két birald n terméket rangsorba allit, kilénbozd biralati szem-
pontok figyelembevételével; .

— valakinek a stlyérzékét probaljuk ki azaltal, hogy a valodi nagy-
sag szerinti sorrendet §sszehasonlitjuk az illetd rangsorolasaval; vagy

— a keverés hatékonysagat ellenérizhetjik, ha minden 6sszekev§-
rendd targyra sorszdmot irunk fel. Megvizsgaljuk, keverés ute’m’ mi-
lyen sorszamokat kapunk. Ha a keverés jo, akkor a rangk(?_rre%aC}os
egyiitthaté 0 koril jar. Ha nem jo, akkor 1 vagy —1 kortl, es igy
tovabb. Nagyon sok alkalmazasa lehet a rangkorrelacionak.

Igen gyakran nemcsak két itélet megegyezésével foglalkozunk.
Kozvéleménykutatast végziink arrdl, hogyan izlenek az ujonnan
gyartandé gyumolcslevek a nagykozonségnek. Kerionél tébb ,,bf'rdlo"”
rangsora Gll rendelkezésre. Azt szeretnénk tudni, a birdk egyiittesét
tekintve van-e a kozértik levd egyetériésnek szignifikdns mértéke,
mennyire tekinthetd homogénnek a biralati rangsor, milyen az egyet-
értés (konkordancia) a rangsoroldk egyiirtesében. Ha m ,birald” volt’
és n ,targy”, az egyetértés mértékét a W konkordancia-egyiitthato
jellemzi:

128
C mEnP—n)’
Adjunk magyarazatot S kiszimitasara! Ha egyaltalan nincs egyet-
értés a véleményiikben, a vart rangosszeg:
m(n+1)
==
S az egy-egy targyban megfigyelt rangdsszeg és a vart rangosszeg

eltéréseinek a négyzetosszege.
- Ertékelés:

0SW<l.
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Minel kozelebb van W az l-hez, annal tokéletesebben egyezik a
biralok véleménye, minél kdzelebb van W a 0-hoz, annal kevésbé van
egymassal korrelacioban a biralok véleménye.

Az egész sokasdgbeli konkordancia-egyiitthaté 0 voltdt F-prébdval
tesztelhetjiik, ekkor bizonyithaté, hogy

- W,
F _ (m ) korr
1 - Wkorr

2 2
F-eloszlast valtozd, n—1— — és (m—1) (n— 1— %) szabadsagfok-
m ni

kal. A konkordancia-egyiitthaté korrigalt értéke:

W = S—1
korr 2 3
m-(n°—
=,
12
A
Hy: Womaren =0

feltevés vizsgalatdra F-préba végezhetd.

A biralati vélemények homogenitidsanak vizsgalatira bevezethetd
az datlagrangsorral valo rangkorreldcié vizsgdlata. Ha az i-edik birald
vélemeényének (rangsoranak) az atlagrangsorral vald rangkorrelacios
egyutthatdja r,, akkor

R:l

m
7l
=1

m

0-hoz, ill. 1-hez kozel es6 volta utal az 4tlagrangsorral vald laza, ill.
szoros korrelacidra. A most mondott r; rangkorrelacids egyiitthatok
szorasanak aranya abszolit értékitk atlagihoz, R-hoz mutatja, mi-
lyen erdsen szorddnak az atlaguk koriil az r, értékek. Ha az igy kapott
relativ sz6rds magas szazalékid, akkor a biraloi garda véleményadas
szempontjabdl nem eléggé homogén, ha alacsony szazalékd, akkor az
egyedi vélemények eléggé megegyeznek az atlagossal.
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Kiilonb6zé 1j technoldgiak eredményességét az eredeti (kontroll)
technologiaval igy hasonlithatjuk Gssze. Pl. n munkds teljesitményét
rangsoroljuk az 8sszes (kontroll +1j) technologiak esetén (p esetben).
A rangsorok:

Teljesitményrangok a
Munkais - e
kontroll- 2. 3. p-edik technolagianil
1. T Fi12 Fi3 T1p
2. ra1 22 23 2p
n-edik a1 Tz Fua Tup
Rang-
Osszegek $1 S5 53 Sp

Annak a feltevésnek a tesztelésére, hogy a technolégiak nem hoz-
nak szignifikans javuldst, elkészitjik a

12
2= S2—3n(p+1)
£ i D 5 S0
probastatisztikét, amely p — 1 szabadsagfokkal x*-eloszlash. A nullhi-
potézis elfogadasarol y*-prébaval déntiink.

Gyakorlo feladatok

Az alabbi két feladatban elBszor a linearis kétvaltozos, ill. haromvaltozos
regressziora mutatunk egy-egy olyan feladatot, amelyben az egyik ydltozé (az
&v) nem sztochasztikus, hanem determinisztikus vdltozd. llyenkor is sz_okta’k
regressziot szamolni, korrelaciorol, korrelacios egyiitthatokrol azonban igaza-
ban nem lehet beszélni.

388

A szamitogép ilyenkor is szamolja a korrelacios egyiitthatokat, ugy tekinti
a szoban forgd determinisztikus valtozora kapott mintat, mint ha sztochaszti-
kus valtozora kaptuk volna.

A formailag kiszamitott korrelacids egyitthatd mégis mutatja, hogy a
kapott iddsor pontjai mennyire szorddnak a regresszids egyenes kdril (r =0),
vagy mennyire tapadnak hozza (ra +1).

Gyakorlasra igen alkalmas a most kdvetkezd harom feladat, amelynek
kapcsan a szamitastechnikai fogasokat a kezdd Olvasd is jol elsajatithatja.

1.4) Az alabbi tablazat a termelt mennyiség valtozasat mutatja az egyes
években.

Ev, x; Termelt mennyiség, y;
1950 1

1955

1960 1,5

1965 2,5

1970 3

Az 1950. evi érték a bazisérték (a 100%), ehhez viszonyitva adjuk meg a

tobbi évben termelt mennyiséget. A felirt y értékek tehat Gn. bazisviszonysza-
mok.

A pontok latszolag egy egyenes koriil csoportosulnak. A két valtozo kdzott
keressiink linedris regressziot! Keressiik a regresszios egyenes egyenletét, mas-
képpen a ponthalmaz pontjait legjobban kozelité egyenes egyenletét!

A pontokat legjobban megkozelit6 regresszios egyenes egyenlete:

n

2 =BG

y= {(x—X)+7.
(5~ %)*

M:

i=1
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100 darab (x;; y;) mérési pont esetén mar szamitogépre kell bizni ezt a szdmi-
tast. A termelt mennyiségre vonatkozo 5 pont esetén azonban elvégezziik a
szamitdst (a nagyobb attekintés érdekében tablazat segitségével). Figyeljiik a
képletet! Sziikség lesz:

a) az x; értékek eltérésére az atlaguktol (x;— X felirati oszlop); példaul
x,—x = 1950-1960 = —10 stb,;

b) az y; értékeknek az atlaguktol vald eltérésére (y;—7 oszlop), példaul
12 = —1,2-2 = 0 sth,;

¢) az a) és b) alatti megfeleld értékek szorzatara, vagyis az (x;—x) (y; — )
vegyesszorzatokra, és az oszlop aljan ezek oOsszegere (pl. (x, —X) (y, —J) =
=(—10)(—1) = +10 stb.);

dj az x; értékek atlaguktol valo eltérésének négyzetére (pl. (x,—%)° =
= (—10)® = 100 stb.), a rovat aljin ezek sszege a nevez6ben dllo X(x;— %)*;

e) itt nem, de a korrelacios egyiitthatonal sziikség lesz az (y;~ j)* értékek
Osszegére, ezért az utolsd oszlopban ezt is kiszdmitjuk.

, Termelt
Ev, x; mennyi-[ x—% | ¥~y (=% (vi— 7} (x;— %3 o=
SCE, Vi
1950 1 —10|—1 |(—1)(—1=10 100 i
1955 2 -5 0 [((— 35 0= 0 25 0
1960 1,5 0)-0,5 0 0 0,25
1965 2,5 |+ 5[+05 2,5 25 0,25
1970 3 +10 | +1 10 100 1
Osszesen:
x=1960 |[y=2 22,5= 250= 2,5=
= Z(;—=X) (=) “"E(xi_f)z _—'E()’i_ﬁ)z

A pontokat legjobban megkdzelité regresszids egyenes egyenlete:

P (C et 07 ) PN PN TV I
ST p—gr | CTOHTT g5 (7102

y = 0,09(x— 1960) +2.
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Az egyenes iranytangense (0,09) az egy év emelkedésre juté dtlagos y nove-
kedest jelzi. Egy év alatt tehat varhatdan az 1950. évi bazis 9%-aval novekszik
a termelés (hiszen ¢z az egyenlet becslés az egész sokasagra vonatkozo feltételes
varhato értékre, az elméleti regressziora). Az iranytangens pozitiv, ez a terme-
1ési tendencia atlagosan novekvo jellegét mutatja (az egyes években az €l6z6-
héz viszonyitva felfelé vagy lefelé valtozott a termelt mennyiség, az egyenes
egyenletének ismeretében a tendencia mégis novekvdnek mutatkozik).

Abrazoljuk az egyenest! Egyszerii példaul x=1960-nal kiszamitani az y
ertéket;

7 =0,09(x—1960)+2 = 2,
—
0
x=1975-ben pedig:
7= 0,09 (1975-1960)+2 = 3,35,

A 48a abran az egyenest az (1960;2), (1975;3,35) pontok segitségével
abrazoltuk. Az 1970-es évben az 5 évvel elére szamitott 3,35 voltaképpen
elSrejelzés volt (empirikus becslés az elméleti varhatd értékre). Nem bizonyos,
hogy a tényleges érték 1975-ben 3,35, csak e koriil ingadozik (hiszen 3,35 csak
egy varhato érték, sot annak is csak a becslése).

‘ y(termelt mennyiseg)

T T 1 T T ¥ -
1950 1955 1960 1965 1970 1975 x{ev)

a)
48a abra
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Feladatunkban a korrelacios egyiitthato:

om0y 225
VE(x;— 2 - Z(y;i—7)>  250-2,5

(L. a tablazat aljan szerepld szummakat.)

A kapott tapasztalati korrelaciés egyiitthatd 1-hez kozel esik, ez arra utal,
hogy a két valtozo szoros dsszefiiggésben van egymadssal, a pontok jol tapad-
nak a regresszios egyenesre. Ilyenkor a regresszids becslésben, elorejelzésben
megbizhatunk. Az egyiitthato elbjele pozitiv; ez is igazolja azt, hogy a bazisvi-
szonyszamok a hullaimzas ellenére atlagosan ndvekednek.

Torzitatlan becslés az egész sokasag korrelacids egylitthatojara:

172
=4 1+ = 1,095r = 0,9855.
2(n—4)

B) Szordsnégyzetek; determindcids egyiitthaté. Az 1950-es évben a regresz-
szi0s becslés (az egyenlettel szamitott ordinata):
$, = 0,09(1950-1960) = +1,1,

ez természetesen nem azonos a tényleges y, = 1-gyel (hiszen az j egy varhatd
értéknek a becslése csupan). Az eltérés ¢, = y, —j, = —0,1.
Ha éltaldban e; = y,— j,, akkor (1. a 48b abrat):

. —t 4 } -
1950 1955 1960 1965 1970 1975 X

b)
48p abra
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Y

i

€

Megfigyelt, valo-
di, mért ordinata

Regresszioval becsiilt,
szamitott ordinata

A regresszioval meg nem
magyarazott, véletlen el-
térés (egyéb hatas okoz-
ta eltérés)

Vezessiik be a kovetkezd szorasnégyzeteket:

n

Y i 9)? amért értékek atlagtol valo elté-
s¥2(y) = =L , rését méri,

n—1

2. 0i—9)* a szdmitott értékek atlagtol valo
s¥(p) = = — eltérését méri,

n » ’ 3 » . ’ ’

Y (i—3)? a mert és szamitott értckek elté-
ey = =L bt rését (az (in. maradékokat, rezi-

i n—1 : duumokat) jellemzi.

Konnyen bizonyithatd a fenti szorasnégyzetek kozdtt fenndlldé kovetkezd

Osszefiiggés:

20

it

stl(‘}‘;i)

s*3(e)

y szordsnégyzete:
teljes szorasnégy-
zet

y szorasnégyzetének a
regresszio 4ltal megma-
gyarazott része (x valto-
zisaval megmagyarazha-
to része); kiilsé szoras-
négyzet

Az y véltozasat jellemzd
szérasnégyzeinek az x
hatas kikapcsolasa”
utan fennmarado része;
belsd szérasnégyzet

(A szérasnégyzetekre — és természetesen nemcsak a felirt tapasztalati, ha-

nem az elméleti szorasnégyzetekre is — az y; = §; +e; 6sszefliggésnek megfeleld
Osszefliggés all fenn.)

393



Térjink vissza a feladatral

) Mért Szami-
By, x; ordgl.éta’ordtiont;ga, b= | (-3t =éf b=y G-
! Y
1950 1 1,1 -0,1 0,0100 —-0,90 0,8100
1955 2 1,55 | +0,45 0,2025 -045 0,2025
1960 1,5 |2 -0,5 0,2500 0,00 0,0000
1965 2,5 | 2,45 +0,05 0,0025 +0,45 0,2025
1970 3 2,9 +0,1 0,0100 +0,90 0,8100
Osszesen:
x=1960 j=2 0,4750 2,0250
Z ()’i"f)z 2.5
sy = F———— = 2= = (,625,
n—1 4

a meért értékek szorasnegyzete 0,625. Az

2,0250
s¥2(p) = " 0,50625,

a szamitott értékek szorasnégyzete tehat 0,506 23, ez a regresszio altal megma-
gyarazott rész. Az y; értékek valtozasanak meg nem magyarazott (egyéb hatds,
mas fiiggetlen valtozo vagy a véletlen okozta) része:

s*¥(e) =

0,4750
—4— = 0,118 75.

Valoban:
S*Z(yi) = S*Z(ﬁi)*' S*Z(ei),
0,625 = 0,506 25+0,118 75.
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(Elég lett volna tehat a harom szérasnégyzet kozill csak kettodt kiszamitani.)
Hényad része a regresszidval szamitott értékek szordsnégyzete a mintabdl
kapott értékek szérasnégyzeténck?

S*2(5) _ 0,50625
#*2y) 0,625

0,81.

Az y értékek szorasnégyzetét 819(-ban megmagyarazza a regresszio, 19%-
ban nem, 19% a véletlen vagy egyéb valtozd okozta hatas. Erdekes megfigyelni,
hogy a kapott (in. determinacios egyiitthato a korrelacios egyititthato négyzete:

_ 0
()

(Az Osszefliggés igazolasat az Olvasora bizzuk.)
A determinacios egyiitthato azt mutatja, hogy az y; értékek szérasnégyzete-
nek hanyad részét magyarazhatjuk a feltételezett korrelacidval (regresszioval).
A kapott sszefiiggés segitségével igen kOnnyh igazolni, hogy —1=r=1.
Ugyanis:

r? =092

2 _s*20) _ sM20) - 5*(e) 5s**(e)
r = = =1- ===,
s*2() s*2() s*2()

mivel 1-bSl egy nemnegativ szdmot kell levonni, ezért 0<r?*<1, amibdl
—1£rg1 kbvetkezik.

Az r? annal kozelebb esik az 1-hez, minél kozelebb van a maradékok
szérasnégyzete, s*2(e) a 0-hoz, vagyis: minél szorosabb az x és y kapcsolata.
(Ha a maradékok szorasnégyzete 0, akkor a kapcsolat jellege mar figgvény,
a pontok mind az egyenesen sorakoznak.)

Az r? annal kézelebb esik 0-hoz, minél kézelebb van a maradékok szdras-
négyzete a mért értékek szorasnégyzetéhez, vagyis az y; értékek szorasnégyze-
tét a regresszid nem magyarizza meg. Tehat a két valtozo vagy figgetlen, vagy
mas kapcsolat all fenn koztik.

A regresszids becslés jellemzOi a mért és szamitott értékek eltérései (a
maradékok, reziduumok, az e, = y,— J; értékek). Az ezekb6l az értékekbol
alkotott szérasnégyzet és az y; értékek szorasnégyzete kodzott a kovetkezd
Osszefiigpes all fenn:

§*¥2(e) = s*2(y) (1—r?).
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A feladatban szereplé adatok esetén:

Meért Szamitott
Ev, x; ordinta, | ordindta, | e=y~Jj | e = (—p)> Y= 0>
Yi Yi '
1950 1 1,1 —-0,1 0,0100 -1 |
1955 2 1,55 +0,45 0,2025 0 0
1960 1,5 2 -0,5 0,2500 -0,5 0,25
1965 2,5 2,45 +0,05 0,0025 +0,5 0,25
1970 3 2,9 +0,1 0,0100 +1 1
Osszesen 7 0,4750 2,5
2,5 . 0,4750
s*3(y) = , 0625, s*3(e) = —— = 0,118 75,

s*%(e) = 0,625(1-0,9%) = 0,118 75.
Megjegyzés

Hangsilyozzuk, hogy az eléz8ekben a tapasztalati értékekre felirt 6sszefiig-
gések a megfelel6 elméleti értékek kozott is fennallnak!

C) Szdmitégépes programcsomag haszndlata. 1. A kovetkezékben a feladat
szamitogépes megoldasat mutatjuk be.

A STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION (lépésenkénti tobbvaltozos
regresszio) programcsomag hasznalataval az IBM 370/145 gépen lefuttatott
eredményeket mutatjuk be az a),-b),—c) pontokban. Csak a legfontosabb
eredményeket mutatjuk.

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... LINREG
NUMBER OF OBSERVATIONS 5
NUMBER OF VARIABLES 2
NUMBER OF SELECTIONS 2

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 4.0
VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 2.00000  §.79657
2 1960.00000  7.99569
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a)

CORRELATION MATRIX
ROW 1

1.00000 ©0.96000

ROW 2

0.90000 1.00000

b)
SELECTION............ 1
DEPENDENT VARIABLE ................ ...t

NUMBER OF VARIABLES FORCED ................
NUMBER OF VARIABLES DELETED ................

¢)

STEP 1
VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)

SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED.......
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ...........

FOR 1 VARIABLES ENTERED ......................
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........
(ADJUSTED FORD.F.) ... ..ot
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE...........
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................
(ADJUSTED FORD.F.)) ...... ...t

VARIABLE REGRESSION STD.ERROR OF

NUMBER COEFFICIENT REG.COEFF.
2 9.99000 9.02517
INTERCEPT - 174.39995

. 2.025
. 9.819
. 2025
. 6.819

OF 2.509

COMPUTED
T.VALUE
3.576
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Magyarazat

a)-hoz:
NUMBER OF OBSERVATIONS = a megfigyelések szama=3,
VARIABLE 1 =az y valtozo,

MEAN =az y valtozoé atlaga=2,
STANDARD DEVIATION =az y valtozé szoérasa=£,79.
VARIABLE 2 =az x valtozo,

az x valtozo atlaga= 1964,

az x valtozd szorasa=17,9.
A korrelaciés matrix egyes elemei az y és x, x és y, y és y, x és x kozotti
kapcsolat korrelacios egyiitthatéit adjak meg, ilyen sorrendben:

Korrelacios

egyiitthatok y *
y 1 0,9
X 0,9 1

Az x és x, y és y kozdtti kapcsolat korrelacios egyiitthatdja természetesen
1, az y és x kozotti, valamint az x és y kozotti kapesolat korrelacids egyiitthatod-
ja is természetesen egyenld, 0,9. (J6 a feltételezett linedris regresszio!)

b)-hez: Ez a részlet azt mutatja, hogy az els6 vélasztaskor (SELECTION)
az 1. valtozod (az y) mellé egy ujabb véltozdt vesz be a program (NUMBER
OF VARIABLES FORCED...1):

¢)-hez: A bevont valtozé (VARIABLE ENTERED...2) az x.

A szamitott értékek atlagtol valo eltérésének, az (y,— 7)* értékeknek négyze-
tosszege: 2,0250 (SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP), ez a
mintabol kapott (y;— 7)* értékek sszegének a 81%-a (PROPORTION RE-
DUCED IN THIS STEP...81). (Alatta az OF utani rész mutatja, hogy ez a
2,0250 a 2,5-nek a 81%-a.) Ez a 0,81 egyuttal a kiilsé és a teljes szorasnégyzet
aranya is, vagyis a determinacids egyiitthato.

Alulrol olvashaté a regresszids egylitthato:
VARIABLE REGRESSION
NUMBER COEFFICIENT

2 © 0,09 = az x véltozo egyitthatdja
INTERCEPT — 174,39 = az allandg,
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vagyis a korrelacios egyenes egyenlete:
y = 0,09x—174,39

(ezt kapnank az y = 0,09(x—1960) + 2 egyenlet rendezésébdl).

Eszrevehetd, hogy még egyéb értékeket is kiszamit a gépi program. Nem
magyarazunk el mindent, de a ¢ ért¢ék (COMPUTED T-VALUE = 3,576)
magyarazatit megadjuk.

A korrelacios egyiitthatd értékét a mintabdl becsiiltiikk. Valoban eltér-e ez
a 0-tol, vagy csak egy rossz mintavétel miatt véletleniil kaptunk 0,9-et?

Ha a két valtozé egyiittes eloszlasa normalis, akkor az R =0 hipotézis esetén
a

[

ryn—

1-r2

I =

5

valtozo n— 2 szabadsagfoku, Student-eloszlasu (n a megfigyelések szama). Az
R=0 feltétel fennallasanak vizsgalatira tehat r-probat végezhetiink. Ha

Itszémitottl é tuiblézalbelis leOg&dek

az R=0 feltevést.
1 amitonl > fusvrazawenis  €lvetjik } z

Jelen esetben a szabadsdgfokok szama: f = n—2 = 3, a tablazatbeli ¢ érték;

Statisztikai biztonsag

95%, 99%

n=f+1

4 3,182 5,841

Mivel 3,182=1t55 < 3,576 = |t ;nionl < f9o=75,841, az R=0 feltevés el is fo-
gadhato, el is vethetd; lehet, hogy csak véletleniil (rossz mintavétel alapjan)
kaptuk az r=0,9-et, lehet, hogy nem. Kevés a mérésszam, a végleges dontéshez
tobb mérésre lenne sziikség.

2. Egy termékre vonatkozéan a termelt mennyiség valtozasat jellemzd ba-
zisviszonyszamokat mutatja az alabbi tablazat az évek és a kutatasra—fejlesz-
tésre forditott sszeg fiiggvényében,
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m'gﬁz"“ﬁl,t E Kutatasra—fejlesztésre forditott

}'lseg, Vs X1 osszeg, millié F1, x,

1 1950 2

2 1955 2,5

1,5 1960 1.8

2,5 1965 2,2

3 1970 3,5

3,5 1975 4,0

Az y valtozét itt két fiiggetlen valtozo linedris filggvényeként akarjuk
meghatarozni,

y= b0+b1x1+b2x2

alakban. Olyan by, b, b, regresszids egyitthatokat kell keresni, hogy a fenti
egyenlettel megadott regresszios sik a megadott pontokat a ,,legjobban” meg-
kozelitse. A legjobban kézelits sik itt is a legkisebb négyzetek elve alapjan
hatarozandé meg (a mért és szamitott y értékek eltérésenek négyzetdsszege
legyen minimalis).

Igazolhaté, hogy a regresszids fiiggvénnyel kapott y érték egyuttal az x,, x;
adott értékénél szoba johetd, adott eloszlasi y értekek feltételes varhato értéke
(regresszija), pontosabban az adatokbol kapott fiiggvény ennck az elméleti
regressziGs fiiggvénynek a becsiése, igy a szdmitott y érték is egy becsiés lesz
az y feltételes varhato értékére.

Nézzitk a kit{izott feladat listajat!

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ......... LINREG
NUMBER OF OBSERVATIONS 6
NUMBER OF VARIABLES 3
NUMBER OF SELECTIONS 3

g

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 0
VARIABLE MEAN STANDARD
NO. DEVIATION
1. 2,25000 9.93541
2. 1962.50000 9.35414
3 2.66667 9.88468
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CORRELATION MATRIX

ROW 1
1.00008 §.94286 0.89421
ROW 2
8.94286 1.00000 ©.80962
ROW 3

6.89421 0.80962 1.00060

STEP 1

VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)

SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP

PROPORTION REDUCED IN THIS STEP

CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED

CUMULATIVE PROPORTION REDUCED

FOR 1 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT
(ADJUSTED FOR D. F))
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE
STANDARD ERROR OF ESTIMATE
(ADJUSTED FOR D. F.)

VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF

NUMBER  COEFFICIENT REG. COEFF.
2 2.99429 0.01666
INTERCEPT - 182.78561
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........ ... 3

[FORCED VARIABLE]
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED

cee 3.889
ce 6.889
R 3.889
e 0.889

OF 4.375

COMPUTED
T-VALUE
5.659

. 9.217
e 9.650
. 4.197
o 8.939

OF 4.375
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FOR 2 VARIABLES ENTERED

MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 8.965
[ADJUSTED FORD.F] ...t 8.961
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. ........... 22.962
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 8.299
[ADJUSTED FORD.F.J.........oooiiit 9.334
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER COEFFICIENT REG. COEF¥F. T-VALUE
2 8.86353 0.92436 2.698
3 9.40160 3.25755 1.559

INTERCEPT —123.50784

Rovid értékelés: . )

a) A STEP 1 (1. lépés) mutatja, hogy a 2. szamu valtozot (az x; évet) vonta
be ¢ldszor a program, a SUM OF SQUARES REDUCED és a PROPORTI-
ON REDUCED IN THIS STEP itt a legnagyobb. A kapott regresszios

Osszefiiggés:
y = 0,09429x, —182,78561,

egy év ndvekedésre atlagban 9,47 termelésnovekedes jut, ha csak y €s x,
értékei alapjan vizsgaljuk a korrelaciot. A MULTIPLE CORRELATION
COEFFICIENT 0,943; ez j6 korreliciéra mutat.

A masodik 1épésben a program bevonta x,-t is, a regresszio becslése:

y = 0,06353x, +0,40160x, — 123,50784,
I T

év kutatasra—fejlesztésre
forditott Osszeg

évente atlagosan 6,49 a termelésnovekedés, 1 millio Ft fejlesztési osszegre 407
termelésndvekedés jut.

b) A paronkénti totalis korrelacios egyiitthatok az y és x4, y és x, ké')zvetett
kapcsolatat mutatjak (a szimmetria miatt elég csak a matrix alsé felét feltin-
tetni): _

y Xy X3
y |1
x; | 0,94286 1
x, | 0,89421 0,80962 1
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Eszerint a termelés az évekkel szoros (pozitiv) korrelacioban van, ry; =094,
mig valamivel kevésbé, de még eléggé filgg a kutatasra—fejlesztésre forditott
Osszegtll, r,, =0,89. A kutatasra forditott dsszeg is fiigg az évek szamatol, bar
nem annyira, mint a termelés, r,,=0,81.

¢) Az x, hatasanak kiszfirése utan az y és x, kozvetlen kapcsolatat jellemzd
parcialis korrelacios egyiitthato:

_ Fyi —Fyalia _ 0,94-0,89 - 0,81
Va-r3) (1-r%)  J(1-0,89%) (1-0,81%)

ez valamivel kisebb, mint a totalis korrelciot jelzd r,; = 0,94, de x, kisziirése
utan is szoros a kapcsolat a termelés és az évek kozott.

= 0,819,

Tp1.2

- ryZ-rylr],Z _ 0,89—0,94 * 0,81
Va-r2) (=12 (10,947 (1—0,81%)

tehat az évek hatasanak kisziirése utin lényegesen rosszabb korrelacié mutat-
kozik a termelés és a kutatasra—fejlesztésre forditott dsszeg kozott. (Nagyobb
mértéki a fejlodés az eltelt idGben szerzett tapasztalatok révén.) A gyengiilést
magyarazza, hogy az évek és a kutatasi dsszeg kozott elég jé korreldcid
mutatkozott a totalis korrelacios egyiitthaténal is.

d) A t6bbszdrds korrelacios egyiitthaté R= 0,969, tehat a masodik 1épésben
kapott

= (),643,

ry2-1

y = 0,063 53x, + 0,401 60x, — 123,507 84

regresszios Osszefiiggésben dsszességében jol megbizhatunk, a feltételezett kor-
relacio jo, a pontok jol ,tapadnak™ a sikra. A determiniciés egyitthato,
R*=0,938961, az y szérasnégyzetének majdnem 94%/-at megmagyarazza a
regresszio (kb. 6% a véletlen, egyéb hatas kovetkezménye).

3. Forgacsolasnal a f6 forgécsoloerd (Y) és a forgacsoloszélesség (X) kap-
csolatanak megéllapitasara adottak az aldbbi sszetartozd pontparok:

Forgacsolo szélesség, Fé forgicsolderd,
X;, mm ¥, kN

LV O S R
N W N =
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Allapitsuk meg a regresszios egyenes egyenletét es a korrelacios egyiitthatot
mindkét képletcsoport segitségével!

_47-4-3-3

46—4-9
47-4-3-3

Xy Xy o
y=zz7:;£—z(x—X)+y
Y Xy~ nxy

= = =
VX x2—n2) (X yi—np®)  J46—4-9)(50—4-9)

4. Vizsgaljuk az 6szi csapadék és a talajvizallas kozotti kapesolatot! Tegyiik

fel, hogy a kapcsolat
Y=at+bX

alaku! Az n=18 évi mérésbol szarmazd (x,, y;) adatpar és a sziikséges x.;, x2
y# értékek Osszegét az alabbi tablazat tartalmazza.

(x—3)+3 = 1,1(x—3)+3;

0,93.

i

Tal;iv:slzlmt, C?‘?acm(kk, x; ¥ 2
1,25 10,36
1,40 8,94
2,13 13,21
1,19 15,80
1,65 11,18
1,89 13,64
1,68 19,53
1,77 24,56
1,28 11,48
1,16 7,77
0,94 11,30
3,69 28,13
3,51 30,18
3,14 23,14
1,22 15,88
2,29 19,76
4,42 35,36
2,90 25,40

Osszeg: 37,51 325,61 | 809,17 | 7002 | 96,1
Atlag: 2,1 18,1

L X; i =% | y—7 | G=-D@—» (o= %)? (7)o
i 1 -2 | -2 4 4 4
2 2 —1 -1 i 1 1
4 3 1 0 0 1 0
5 6 2 3 6 4 9
Osszesen: | 12 | 12 11 10 14
#=3|y5=3
—%) =7 11
LR gy gy,
Z (x,-—i)z 10
;= Z (x;=X) (i 9 _ = 0,93,

Y Py -9 |10-14
IL. X Wi X xt ¥
1 1 1 1 1
2 2 4 4 4
4 3 12 16 9
5 6 30 25 36
Osszesen: 12 12 47 46 50

x=3 y=3
404
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A b iranytangens mintabeli becslése:

,_ Lxyi—nij _ 809.17-18 2,1 18,1

Y X% —ni? SR TURTR TR
Az ordinatatengely-metszet becslése:

a=y—bx = 2,1-0,113-18,1 = 0,040.
Igy a regressziés egyenes egyenlete:

y = a+bx = 0,040+0,113x.
Az X valtozd szorasnégyzetének becslése:

Zxi— X 00— ——(3251’861)2
H
s*(x)? = 1 = v = 65,409.

Az Y valtozd szérasnégyzetének (a teljes szorasnégyzetnek) becslése:

yt- )’ 96,1 — Q‘%ﬁ
n
SOY = = = = 1,053.
A korrelacids egylitthaté becslése:
r= Lxy 3y GNP PR
Ex2—ni?) @yi-np®)  s*O) 1,026

ez j6 (pozitiv) korreldciora utal a két valtozéd kozott. Ha a ket valtozo egylttes
eloszlasa kétdimenziés normal eloszlas, akkor az R =0 hipotézis (a két valtozo
korrelalatlansaga a teljes sokasagban) vizsgalatdra a 15. tablazatbdl lathato,
hogy

Ferin = 0,468,

f=n-2 95%

16 0,468
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mivel
trl = 0,89>r,,, = 0,468,

az R=0 feltevést elvetjiik, nem tekintjiik korreldlatlannak a két valtozot az
egész sokasigban sem.
Ha a két valtozd egyiittes eloszlasa nem normalis eloszlds, akkor a

valtozo elég nagy n-re kozel normal eloszlasi, varhaté értéke:

I. 1+R
MZ) ~-In + R R
2 1-R 2n-1)

szorasnégyzete:
1
DY Zy~ —.
n—73
Tegyiik fel, hogy R=0. Akkor az
1 1 1
MZ)y~-In1+0=0, D¥Z) = = — = 0,067,
@ 2 @ n—3 15

0 varhato értékii, 0,067 = 0,258 szérash, normal eloszlasi valtozd értékei
959, valosziniiséggel
0-1,96-0258 = —0,506 és  0+1,96 0,258 = 0,506
kozé esnek. Mivel
140,89
1-0,89

1
Z=-In = 1,422
2

bdven az eldbbi konfidencia-intervallumon kiviil esik, az R = 0 feltevés elvethetd.
A maradékok szorasnégyzetének (a belsé szorasnégyzetnek) a becslése:

s*(e)* = s*(»)? (1—r2) = 1,053(1 - 0,89%) = 0,219,

ez D*(E)-re torzitott becslés. Torzitatlan becslést akkor kapunk, ha n—1
helyett (n—2)-vel osztunk, vagyis a torzitatlan becslés a most kapott érték

-SZEIesc.
n—

17
*(e)? = g 0219 = 0232
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Mivel a mintaelemszam nem tdl nagy, dolgozzunk ezzel a becsléssel!

’ A szorasnégyzet regresszid altal megmagyarazott részének (a kiilsd szoras-
negyzetnek) a becslése:

s*(9)? = s*(»)*r? = 1,053 - 0,89 = 0,937.
Az

y=at+bx

egyenletben az irdnytangens szordsnégyzetének becslése:

s*(e)? 0,232
s*(b)? = = =

ns*(x)* 18 - 65,409 0,000 157,
s*(b) = 0,014.

Az irdnytangens szordsa meglehetdsen kicsi.
Az elméleti f irdnytangest 1— ¢ valosziniiséggel tartalmazza a

b—1,s (B) S B S b+15 (b)

konfidencia-intervallum. Itt 1, a Student-closzlas tabldzatabél vehetd,
n—2 = 16 szabadsagfok esetén:

n=f+1 999/

17 2,921

A 99%-os szintd konfidencia-intervallum:

0,113—-2,921-0,014 < # < 0,1i34+2,921 - 0,014
0,072 £ £ 0,154,

Ha tehdt azt tesszilk fel, hogy a mintabeli 5= 0,113 ellenére az elméleti =0
(a regresszios egyenes parhuzamos az y tengellyel), akkor ezt a feltevést 99%;-0s

biztonsagi szinten elvethetnénk, b szignifikinsan (statisztikailag jelentsen)
eltér a 0-tol.

Az y tengelymetszet szorasnégyzetének becslése:

s*(e)*Zx} _ 0,232 - 7002

nis*(x)>  182%.65,409
s*¥(a) = 0,277.

sMa)t =

= 0,077,

”
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Ez sem til nagy. Ennek segitségével az alabbi, 1—e-szintll megbizhatosagi
intervallum kaphaté az elméleti y tengelymetszetre, o-ra:

a—ts¥a) S a = a+ts%a),

itt £, a Student-eloszlas n—2 = 16 szabadsagfokhoz, (1 —¢) - 100% biztonsagi
szmthez tartozé kritikus értéke. 99% biztonsagi szinten az el6z6 7,=2,921
szorzoval dolgozva:

0,040—2,921 - 0,277 £ o < 0,040+2,921 - 0,277,
—0,769 < o < 0,849.

Azt a feltevést, hogy az elméleti
Y=at+pX

egyenes atmegy az origon (Y tengelymetszete 0), itt most nem vetnénk el,
hiszen =0 a kapott konfidencia-intervallumra esik.

Az adott x,-hez tartozo ¥; egyedi értéket tartalmazza az alabbi, y-re szim-
metrikus konfidencia-intervallum, mégpedig 1 —e& valosziniiseggel:

Ii/\

_ 2
tgs(e)]/H dETD g

ns” (x)?

1 (x,»—f)z
+t£S*(e) I/ 1+ ;; + W’

itt ¢, a Student-eloszlds tablazataban (1 —¢)- 1007 biztonsagi szinthez, n—2
szabadsagfokhoz tartozo kritikus érték. Az igy kaphatoé konfidenciasav a
legkeskenyebb az x;=x=18,1 értéknél (ahol y;=5=2,1):

2,1—2.921 - 0,232 |/1+"<y<21+2921 /0,232 1+—

0,646 £ y = 3,545.

Szamitsuk ki az x = 8-hoz és az x = 28,2-hez tartozé konfidencia-intervallum
hatarokat!

x=8 esetén = a+bx = 0,040+0,113-8 = 0,944,

a regresszioval becsiilt § értéktol vald eltérés:

—18,1)?
2,921 -1/0,232 Sl = 1,504,
l/ 18 65,409
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igy x=_8-ndl a konfidencia-intervallum:
—0,560 <y £2,448.

x=28,2esctén § = a+bx = 0,040+0,113 - 28,2 = 3,227, itt a konfidencia-
intervallum (kihasznaljuk, hogy (8 —18,1)* = (28,2—18,1)* miatt a becsiilt
értéktol vald eltérés szintén az elébbi 1,504):

1,723 <y <4,731.

49, abra

A 49. abran szemléltetett konfidenciasdvba esnek az egyedi y értékek 999
biztonsaggal. (A konfidenciasavot két hiperbola hatérolja, a feltiintetett tarto-
manyon alig gorbiilnek, hiszen a regresszioval becsilt y-tol

x=8-nal és x=28,2-nél az eltérés 1,504,
x=18,1-nél az eltérés 1,445.)

5. n=15 megfigyelés eredményeit mutatja az alabbi tablazat. Keressink
linearis regressziot a humusztartalom-mg%.-ban (100 mg féldben levé humusz-
mg-ban) mért értékei (x;) és a burgonyatermeés (y;) kozott (utdbbit a 0,6 ha-ra
esé 100 kg-ban adtuk meg)!
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Humusz, x;, mg % [Termés, y;, 100 kg/0,6 ha
523 27,3
594 62,8
517 52,0
593 49,6
696 61,5
845 71,8
617 51,0
780 79,6
634 53,9
671 53,6
732 63,1
724 71,9
739 78,9
732 72,2
682 63,0

y =0,121x-20,49, r=0,824.

6. A Kara-Kum sivatag foldgazvagyonanak a kitermelésérdl az 1970-74-¢s
években az aldbbi adatok illtak rendelkezésre. Keressiink linearis regressziot
a kitermelt mennyiség és az év kozott! A regresszids becslés alapjan mennyi
fogy el 1970-71-72-73—-74-75-ben? Ha a kitermelés ndvekedési iiteme a jelen-
legi marad, virhatéan mikor fogy el a 6000 millid6 m3-re becsiilt foldgizva-
gyon?

Ev, x; 1970 1971 1972 1973 1974

Kitermelt foldgaz, y;,
millié m3 13 24 32 46 57
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Xi Vi X=X =y =D =P |(x—%)? (.Vi”}j)z B
1970 13 -2 —21,4 42.8 4 457,16 | 12,4
1971 24 -1 —10,4 10,4 1 108,16 | 234
1972 32 0 — 24 0 0 5,76 | 344
1973 46 +1 +11,6 11,6 1 134,56 | 45,4
1974 57 +2 +22,6 452 4 510,76 | 56,4

Osszesen: 110,0 10 | 1217,20 | 172,0
£=1972 | 5=34.4

A regresszios egyenes egyenlete:
y = 11{x—1972)+ 34 4,

az x egyiitthatdja 11, az évi atlagos ndvekedés a kitermelésben 11 millié m?3.
fgy az, 1975-0s becslés 56,4+ 11 = 67,4, a 6 év alatt &sszesen 172+67,4 =
= 239 4 millié m? kitermelése varhato.

Az évi atlagos 11 milli6 m® ndvekedés alapjan az évente varhaté kitermelt
mennyiségek szamtani sorozatot alkotnak, az elsd tag a, = 12,4, a differencia
d=11, az n ev alatt kitermelt mennyiség pedig S, = 6000,

_ (@ ta)n _ [124+124+ (=Dl
2 2

S,

n

= 6000,

11n*+13,82—12 000 = 0,

a kapott masodfoka egyenletbdl csak a pozitiv gyok jo, igy varhatéan n=32,4
évre tervezhet6 a foldgazvagyon kiakndzdsa. A korrelacids egyiitthatod
r=0997, igen szoros a két valtozd kozti linedris fliggés, megbizhatunk a
tervezésben.

7. Az alabbi tablazatban a magyarorszagi szén- és villamosenergia-termelés
el6zo évihez mért szazalékos valtozasai (az un. lancindexek) lathatdk.
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. Széntermelés- | Villamosenergia-
Ev emelkedési emelkedés:
szazalékok szazalékok
1950 9,4 19,0
1951 13,3 16,8
1952 14,5 19,9
1953 9.3 10,0
1954 1,4 44
1955 3,8 12,4
1956 - 84 — 42
1957 0,3 48
1958 12,3 18,9
1959 7,2 9.1

Tételezziink fel mindegyik valtozépar kdzétt linearis kapcsolatot!

a) Vizsgaljuk a villamosenergia- és a széntermelés lancindexeinek kapcsola-
tat!

b) Allapitsuk meg a villamosenergia-valtozasok és az évek kozotti kapcso-
latot!

¢) Irjuk fel a széntermelés-lancindexek és az évek kozott feltételezett linearis
kapcsolatot!

Igazabdl az egyik valtozo, az év, nem véletlentdl fiiggo valtozd, a gyakorlat-
ban viszont annak tekintik. Ez azt jelenti, hogy a legkisebb négyzetek elvét
alkalmazzdk a ponthaimazt legjobban megkizelité egyenes keresésére, a korre-
lacios egyiitthatoval pedig jellemzik a pontoknak az egyenesre valo tapaddsdt.

A feladatot szamitogéppel megoldva:
a) azegyenlet a v villamosenergia-ndvekedés és az s széntermelés-ndvekedés
kozott:
v = 1,036(s~6,310)+ 11,110,
r=0,934,

ennek 1-hez kozeh volta azt mutatja, hogy a pontok jol tapadnak a feltételezett
egyenesre, a korrelacid erds a villamosenergia- és a széntermelés-novekedés
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kozott. A széntermelés-lancindex egységnyi novelésével a villamosenergia-
lancindex atlagosan 1,036-del ndvekszik.

b) A feltételezett linedris kapcsolat a villamos energia szazalékos novekedé-
se és az e év kozott:

p = —1,153(e—1954,5)+ 11,110,
r=—0,436,

tehat a feltételezett , korrelacié” kdzepesnek mondhato.

¢) s = —0,928(e—1954,5)+ 6,310,
r=~0,389.

8. Az alabbi tablazattal kapcsolatos kérdéseink: van-e 6sszefiiggés a vizsgalt
két jelenség kozo6tt? Ha van, milyen szoros ez az Osszefiiggés? Milyen aranyban
befolyasolja a tuddsszintel az osztalyba jar6 értelmiségi szarmazasi gyerme-
kek ardnya?

Az iskolai osztdlyokba |Szamoldsi készség mind-
jird értelmiségi szdrma- | sége az osztalyokban
zasu gyermekek aranya, (atlag), v, %
X, %

x, =6 vy =1

X2 = 10 Y2 = 10

x3 =13 y5 =10

x, =14 v =11

X5 = 16 yS = 9

x6 :17 y6 = 14

X7 = 19 Y = 12

xs =20 Y — 18

xg =22 yo =12

X10=23 Yio=17

131
x=16,5=12,r = —— = 0,78,
10-5,1-33

tehat van linearis osszefiiggés az értelmisépi szirmazasu gyerekek aranya és a
tanulmanyi eredmény kdzdtt. r* =0,61, az osztalyatlag alakulasat az a tényezd,
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hogy az osztalyba hany %/ értelmiségi gyerek jar, 61%-ban hatdrozza meg, 39%,
valtozas mds tényezOk hatdséra jon létre.

9. Egy lizemben cséveket vagnak 100 cm-es darabokra, n =6 csb hosszat és
sulyat lemérik.

Hossz, x;, cm 101,3 | 103,7 98,6 99,9 97,2 | 100,1

Suly, y;, szazad N 609 626 586 594 579 605

a) Hatarozzuk meg a korrelacios egyiitthatot! Ennek alapjan ddntsiik el,
feltételezhetd-e a két valtozd kozt linearis korrelacio! Mi lesz a regresszids
egyenes egyenlete?

b) Az | cm-re es6 atlagos csOsulyra a szabvanyel6iras 6,0 £0,02 szdzad
N/cm. Hatarozzuk meg az x és y értékek atlagabol, hogy varhatoéan teljesiil-e
a szabvanyelGiras!

x; Vi XX -y BN | -8t n-p?
101,3 609 1,167 9,167
103,7 626 3,567 26,167
98,6 586 —1,533 —13,833
99,9 594 —0,233 -~ 5,833
97,2 579 —2,933 —20,833
100,1 605 | —0,033 5,167
600,8 3599 0 0 i 187,533 25,093 1454,833
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a)
r=0,9815 szoros korrelaciora, linearis regresszidra utal. A regresszios egye-
nes egyenlete:

y=T,4735(x—100,133) + 599,833,
y="7,4735x — 148,51.

599,833
x 100,133

toan teljesiil a szabvanyeldiras.

= 59904, ez a megengedett 5,98 és 6,02 koze esik. Varha-

10. A vizgazdalkodasban fontos feladat a varhato vizmagassag eldrejelzése.
A vizmagassag 5-6 paramétert6l is fligg, igy a tObbvaltozds regresszid szamita-
sa komoly szamitogépes feladat.

A Duna budapesti tetdzd vizallasdnak becslésére 26 év megfigyelései alapjan
készitettek regresszids modellt. A csapadék mennyisége €s az esozés kezdetén
fennallo budapesti vizallas két fontos valtozo a vizallas megallapitasara. Az
adatok: |

Bu_dz}ﬁgsti Bu.,dgf;g:ti
xon i . vizallas P, A viz
Teto;(l),\g;allas, Cyscj?arr(li;k’ lz: §fo cﬁt zfi TetonCT, \grz‘;i]las, C;j?z:i;k, ; z;:is ggif
X3, cM X3, CM
590 58 405 710 62 560
660 52 - 450 620 54 420
780 133 350 660 48 620
770 179 285 620 86 390
710 98 330 590 74 350
640 72 400 740 95 570
670 72 550 730 44 710
520 43 480 720 53 700
660 62 450 720 77 580
690 67 610 640 46 700
500 64 380 805 123 560
460 33 460 510 - 26 370
610 57 425 673 62 430

Készitsitk el a vizallas becslésére szolgald linearis regresszios modellt!
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Tekintsitk a megfelelo listat!

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... LINREG
NUMBER OF OBSERVATIONS 26
NUMBER OF VARIABLES 3
NUMBER OF SELECTIONS 3
CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 0.0

VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 653.76904 88.35922
2 79.76923 33.20880
3 482.11523 121.61542

CORRELATION MATRIX

ROW 1

1.60000 9.65645 @3.27185
ROW 2

0.65645 1.00008  —8.37291
ROW 3

8.27785 —0.37291 1.00900

SELECTION ........... 1

DEPENDENT VARIABLE ........oooiiinnnnn.. 1

NUMBER OF VARIABLES FORCED ................. 2

NUMBER OF VARIABLES DELETED ................ @

STEP 1

VARIABLE ENTERED . .....oooiiiiniiei e 2
(FORCED VARIABLE)

SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 84199.750

PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... g.431

CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED...... . ... 84109.750

CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .............. 6.431

OF 195184.000
FOR 1 VARIABLES ENTERED

MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 4.656
(ADJUSTED FOR D.F.) ... ... . 3.656
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. ........... 18.174
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 68.930
(ADJUSTED FORD.F)) ... ... i 68.036
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VARIABLE  REGRESSION STD.ERROR OF COMPUTED Elemezziik a termékmennyiséget mint a koltség és az idé linedris fliggvényét

NUMBER  COEFFICIENT REG.COEFF. T-VALUE (keressiink linedris regresszioo)!
2 1.74663 0.40971 4.263
INTERCEPT 539.16162
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 3
(FORCED VARIABLE) Tekintsiik a szamitogépes megoldast!
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 61928.379
PROPORTION REDUCED INTHISSTEP ............... 9.317 STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... LINREG
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. ......... 146038.125 NUMBER OF OBSERVATIONS 26
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .............. B.748 NUMBER OF VARIABLES 3
OF 195184.¢00 NUMBER OF SELECTIONS 3
FOR 2 VARIABLES ENTERED CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 2.9
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 0.865 VARIABLE MEAN STANDARD
(ADJUSTED FORD. F.) .. .oiiiiiiiiiiiiiiaainnes .859 NO. DEVIATION
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 34.173 1 199.00600 32.97026
STANDARD ERROR OF ESTIMATE ................. 46.225 2 8807.69141 628.06519
(ADJUSTED FORD.F) ........oiiiiiainnn.. 47.178 3 13.50000 7.64853
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT REG. COEFF. T-VALUE CORRELATION MATRIX
2 2.34897 .30003 7.829 ROW 1
3 3.44106 #.08193 5.384 1.00000 0.8617¢ ©.08312
INTERCEPT 274.89963 ROW 2
0.86176 1.00000 9.00691
11, Egy vegyipari vallalatnal hetente feljegyezték az eléallitott termékmeny- ROW 3
nyiséget és a munkak®éltséget. Az adatok: 0.08312 0.00691 1.00000
" ék- o n rmék- P
48, Tg%%r{;%k’é{’ Kolte, s, '?g%%gi{? | ot SELECTION ........... 1
DEPENDENT VARIABLE ............cccciiiuiii.., 1
1 182 8980 14 207 8800 NUMBER OF VARIABLES FORCED ................. 2
2 198 9170 15 220 9550 NUMBER OF VARIABLES DELETED ................ )
3 221 9380 16 211 9380 STEP 1
4 205 8850 17 194 8860 VARIABLE ENTERED ........... 2
5 173 7680 18 186 9299 (FORCED VARIABLE)
6 195 8960 19 203 9019 SUM OF SQUARES REDUCED IN THISSTEP .......... 20178.770
; ;gg gggg ;(1) %g; gggg PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 0.743
9 193 8810 5 207 9100 CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED ......... 20178.779
10 199 8880 23 04 9370 CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .............. 9.743
11 40 6500 24 201 8800 OF 27175.965
12 173 8700 25 188 8840
13 183 8530 26 195 8530
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FOR 1 VARIABLES ENTERED

MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT .......... 0.862
(ADJUSTED FOR D.F) ..ottt ?.862
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 69.212
STANDARD ERROR OF ESTIMATE .......c......... 17.075
(ADJUSTED FORD. F.) ....ooiiiiiiiiiiiinnn 17.975
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 9.04523 0 00544 8.319
INTERCEPT — 208 41406
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 3
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 161.808
PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 9666
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED ......... 20349.574
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .............. 9.748

FOR 2 VARIABLES ENTERED

MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT .......... 9.865
(ADJUSTED FORD. F) ..ooiviiiianiiiinaannnn. 0.859
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 34.221
STANDARD ERROR OF ESTIMATE ................. 17.239
(ADJUSTED FORD. F) ... itiinianiaiiiaaannn. 17.595
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 0.04521 0.066549 8.235
3 9.33263 9.45080 9.738
INCERCEPT  —212.65775

12. Egy konzervgyarban termelési adatokat gytijtottek. Evente mérték a
kovetkezd valtozok értékeit:

I. 1 munkasra + 1 alkalmazottra jutd termelési érték 1000 Ft-ban,
II. éves atlagbér 1000 Ft-ban,

II1. exportra valé kiszallitas vagonban,
1V. 1 tonna termék eléallitasara forditott munkas-munkadra,

V. nyersanyag-feldolgozas vagonban.
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Ev L 1L TII. v. V.
1965 111 15,20 1500 130 2600
1966 137 16,25 2650 109 4250
1967 152 16,45 3450 96 5500
1968 155 17,45 3450 97 5750
1969 145 17,85 3700 97 5800
1970 150 18,70 3400 93 4650
1971 156 19,30 3850 85 4800
1972 180 20,85 3850 80 6350
1973 209 23,45 4450 67 6750
1974 226 25,22 3650 60 6350

Kerfassﬁnk linedris bsszefliggést a 6 valtozé kozott! (Az export legyen adva
a tobbi valtozé fiiggvényében, y = a;x, + a,x, + ayx; +asx, + asxs+ ag alak-
ban!)

Tekintsiik a listat!

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... KONZER
NUMBER OF OBSERVATIONS 19
NUMBER OF VARIABLES 6
NUMBER OF SELECTIONS 6

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 4.0
VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 1969. 56000 3.92765
2 16299999 34.11238
3 19.07199 3.23645
4 3395.00000 8015.34668
5 92.90000 19.13118
6 5280.00000 1241.01172
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CORRELATION MATRIX
ROW 1
1.06000 ©6.90745 0.95805 ©.79404 —@.94955 0.76147
ROW 2
0.99745 1.00006 ©.96687 ©.72985 —@.94459 @.82773
ROW 3
0.95805 ©.96687 190000 ©.67913 —0.91955 6.72895
ROW 4
0.79404 ©0.72985 0.67913 1.00000 —0.89641 ©0.90400
ROW 5

—$.94955 —$.94459 —0.91955 —0.89641 1.00000 —0.88077
ROW 6
9.76147 ©.82773 $.72895 ©0.90400 —B.88077  1.00004

SELECTION ........... 1
DEPENDENT VARIABLE .........cciiiiiiiinnnennn. 4
NUMBER OF VARIABLES FORCED ................. 5
NUMBER OF VARIABLES DELETED ................. 9
STEP 1
VARIABLE ENTERED ..t 6
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 4770306 900
PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 0.817
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. . ........ 4770306 .900
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ..... 9.817 OF 5837250.000
FOR 1 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 0.964
(ADJUSTED FOR D.F.) ... .oiii i 9.904
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE............ 35.768
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 365.196
(ADJUSTED FORD. F.). .. iiiiieeiaiiiineennne. 365.196
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
6 #.58665 9.09809 5.981
INTERCEPT 297.51950
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 5

(FORCED VARIABLE)

422

SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 261306.313

PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 0.045
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. ......... 5031612609
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ..... 0.862 OF 5837250.000
FOR 2 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT. .......... 0.928
(ADJUSTED FOR D.F) ..o 8.919
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. ........... 21.859
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 339.251
(ADJUSTED FOR D.F.) «.oooeeeeeee 359.829
VARIABLE  REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
6 §.33128 9.19242 1.722
5 — 18.80806 12.48216 ~1.567

INTERCEPT 3376.20068

STEP 3
VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 713541 963
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 9.122
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. ......... 5745153.000
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .. ... 0.984 OF 5837250.000
FOR 3 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 9.992
(ADJUSTED FOR D.F.) ....ooooiein 9.996
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE............ 124.763
STANDARD ERROR OF ESTIMATE.................. 123.893
(ADJUSTED FOR D.F) . ..oo oo 140.482
VARIABLE  REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF., T-VALUE
6 9.31825 9.07930 4.527
5 -61.91914 7.79488 —7.944
2 —25.15419 3.68933 -6.818
INTERCEPT 11488.714%4
STEP 4
VARIABLE ENTERED ........... 1
(FORCED VARIABLE)
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SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 6827.605
PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 0.901
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED.......... 5751980.009
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ..... #.985 OF 5837250.909
FOR 4 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 6.993
(ADJUSTED FOR D.F.) o\ oovi e 5.989
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE............ 84.320
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 139.591
(ADJUSTED FOR D.F.) . ove i aeens 159.941
VARIABLE REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER COEFFICIENT REG. COEFF. T-VALUE
6 @.25088 9.0858@ 3.390
5 —68.12892 12.79948 —5.323
2 — 24.90051 3.99940 —6.369
1 —33.76265 53.35995 —0.633
INTERCEPT 78658.87500
STEP 5
VARIABLE ENTERED ........... 3
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 42179.166
PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 0.007
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED.......... 5794159000
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ..... 9.993 OF 5837250.000
FOR 5 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT. .......... $.996
(ADJUSTED FOR D.F) ..ot £.993
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE............ 187.571
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 193.792
(ADJUSTED FORD.F.) ..o 139.251
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER COEFFICIENT REG. COEFF. T-VALUE
6 9.38935 0.08442 4.612
5 —91.19724 15.47257 —5.894
2 —50.76199 13.40448 —3.782
1 ~270.42554 126.99916 —2.131
3 323.51685 163.49748 1.979

INTERCEPT 544381.66250
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A STEP 1i-ben jol latszik, hogy a legnagyobb sulyu, legnagyobb hatasu
véaltozd a nyersanyag-feldolgozas vagonban (a regresszioba bevont viltozo,
VARIABLE ENTERED...6), ez a teljes szorasnégyzet 81,7%,-at magyarazza
meg (PROPORTION REDUCED IN THIS STEP...0,817). Ha ez elegendd,
akkor csak ezzel a valtozdval kifejezve adjuk meg az exportra vald kiszallitast.

A tovabbi lépésekben ennél kisebb siilyn valtozékat von be (nézziik végig
a PROPORTION REDUCED értékeket). A tobbszoros korrelacios egyiittha-
t6 (MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT) egyre jobb lesz, 2 STEP
5-ben mar 0,996.

A PROPORTION REDUCED az utolso két lépésben méar 0,001 és 0,007,
igen kicsi. Megallhatunk tehat a 3. 1épésben, mert ekkor a regresszids fiigg-
vény:

y = 0,31825x5—61,91914x, —25,15419x, + 11488,71484.

A regresszios egyiitthatokat REGRESSION COEFFICIENT néven, a
konstanst INTERCEPT néven olvashatjuk ki. A teljes szorasnégyzet regresz-
§zi0 altal megmagyarazott része (CUMULATIVE PROPORTION REDU-
CED) 98.4%, ez a determindacids egyiitthato (a tobbszoros korrelacios egyiitt-
hato, a 0,992 négyzete).

Az y exportkiszallitasra hato legnagyobb sulya tényezék tehat sorrendbe
rakva:

— nyersanyag-feldolgozas (x5),

- egy munkdsra + egy alkalmazottra jutd termelési érték (x,),

— egy tonna termék eldallitasira forditott munkadra (x,).

A tdbbi véltozé hatasat elhanyagoltuk, mert szorasnégyzetiik csak kevéssé
jarul hozza a teljes szoérasnégyzethez.

13. Fonodai felvételi lapok Osszesitésével az alabbi adatokat nyert€k az
eltelt tizpercek sorszdmara és a fonalszakadasok szamanak atlagara:

Tizpercek sorszama, | Szakadasiszam-atlag, Tizpercek sorszdma, | Szakadésiszam-atlag,

X i *i Y

1 11,7

2 16,4 7 15,3
3 13,1 8 14,6
4 15,7 9 17,2
5 20,6 10 18,9
6 16,0 11 29,7
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Ha a pontokat koordinata-rendszerben abrazoljuk, azok egy parabola
kériil latszanak csoportosulni, Keressiik az x és y kdzotti regresszios fiiggvényt

y = a+bx+cx?

alakban!
X y x2 x* x* xy x%y
1 11,7 1 1 1 11,7 11,7
2 16,4 4 8 16 32,8 65,6
3 13,1 9 27 81 39,3 117,9
4 15,7 16 64 256 62,8 251,2
5 20,6 25 125 625 103,0 515,0
6 16,0 36 216 1296 96,0 576,0
7 15,3 49 343 2401 107,0 749,7
8 14,6 64 512 4096 116,8 9344
9 17,2 81 729 6561 154,8 1393,2
10 18,9 100 1000 10 000 189,0 1 890,0
11 29,7 121 1331 14 641 326,7 3593,7
Osszesen:
66 189,2 506 4356 39974 | 12397 10 098,0

fgy az a, b, c ismeretlen egyiitthatékra az alabbi normalegyenleteket kapjuk:

189.2= 1la+ 66b+  506¢,
12397 = 66a+ 506b+ 4356¢,
10 098,0 = 506a+4356b+ 39 974c.

Az egyenletrendszert megoldva a regresszios parabola egyenlete:
y = 15,76 —1,0175x+0,164x2.

A feltételezett regresszios gorbére valo illeszkedést méri a korrelécios index.
Készitsiik el az alabbi tdblazatot:
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Vi ] yi— i yi—y =) w:—p?
11,7 14,9 ~3,2 - 55 10,24 30,25
16,4 14,4 +2,0 - 0,8 4,00 0,84
13,1 14,2 —1,1 - 4] 1,21 16,81
15,7 14,3 +1,4 - 15 1,96 2,25
20,6 14,7 +59 + 34 34,81 11,56
16,0 15,7 +0,3 - 1,2 0,09 1,44
15,3 16,7 —1,4 - 19 1,96 3,61
14,6 18,1 -3,5 - 26 12,25 6,76
17,2 19,8 -1,6 0,0 2,56 0,00
18,9 21,9 -3,0 + 1,7 9,00 2,89
29,7 24,4 +5,3 +12,5 28,09 156,25
Osszesen: 106,17 232,36

A korrelacios index:

TOi— 7)) 106,17
P = l/l_ iR _ l/l— —— = 0,741
Zi—5)? 232,36

A mérészam kozepesnél jobb illeszkedésre utal.

14. A gyapjuipar alapanyagai kilonb6z6 mértékben reagalnak a fonas
kozben fellépd surldédasra, mialatt statikus elektromossig keletkezik. Ez a
feldolgozasnal akadalyt jelent, mert megbontja az elemi szalak parhuzamossa-
gat, és igy bizonyos kusziltsigot idéz eld. Ez a kuszaltsag a gépek 1ényeges
hatdsfokcsOkkenéséhez vezet, rontja a végtermék mindségét, és gatolja a ren-
deltetésszerii felhasznalast. Mindezek mellett gazdaségi kar is keletkezik, rom-
lik az anyagkihozatal. Az el6fonalat specialis tarolohelyen pihentetni szoktak,
mikdzben az részben vagy egészben leadja elektromos toltését. A pihentetési
1dé sziikségessége egyértelmii, idétartama azonban vitatott az iparban dolgozé
szakemberek korében. A sokéves tapasztalat alapjan 6-15 napra becsiilik a
szitkséges pihentetési id6t.

A statikus elektromossag megsziintetési ideje és az anyaghozam kozott sok
mérés eredményeképpen a kovetkezd kapcsolatot allapitottak meg. (Ez a
kapcsolat sztochasztikus kapesolat.)
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Pihentetési id&, nap Anyaghozam, %,
3,0 91,4
3,5 92,0
4,5 92,3
5,5 92,6
6,0 93,4
7,0 94,2
7,5 95,0
8,0 94,6
9,0 94,4

10,0 94,2
11,0 93,2
12,0 91,8

Az anyaghozam és a pihentetési id6 kozott a linearis kapesolat elég megbiz-
hatatlannak mutatkozik (1. az els® 1épésnél (STEP 1) a tdbbszords korrelacios
egyiitthatdt, ami egyvaltozos kapesolatnal a kozonséges korrelacios egyiittha-
tdval egyezik: 0,382). Ezt megerdsiti, hogy ha az Ssszetartozd adatoknak
megfelelé pontokat a derékszogh koordinata-rendszerben dbrazoljuk. Latjuk,
hogy ezek a pontok elég jol kozelithetok paraboldval. Hatirozzuk meg a
ponthalmazt legjobban kozelité y = a+ bx,+cx? parabolit! A parabola
egyenlete alapjdn hatdrozzuk meg azt a pihentetési id6t, amelynél legnagyobb
az anyagkihozatal!

Ha a keresett

y = a+bx,+cx?
egyenletben az xi = x, helyettesitést hajtjuk végre, az
y=a+bx,+cx,

tobbvaltozds linearis kapcsolatra vezettiik vissza az egyvaltozos parabolikus
regressziot. x, értékeként tehdt az x? értékeket kell venniink:
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Anyaghozam, Pihentetési ido, A pihentetési id6
¥, % X, nap negyzete, X,, nap
91,4 3,0 9,00
92,0 3,5 12,25
92,3 4,5 20,25
92,6 5,5 30,25
93,4 6,0 36,00
94,2 7,0 49,00
95,0 7,5 56,25
94,6 8,0 64,00
94,4 9,0 81,00
94,2 10,0 100,00
93,2 11,0 121,00
91,8 12,0 144,00

Tekintsiik a listat!

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... ANYAGH
NUMBER OF OBSERVATIONS 12
NUMBER OF VARIABLES 3
NUMBER OF SELECTIONS 3

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 6.6

VARIABLE MEAN  STANDARD

NO. DEVIATION
1 93.25826 1.22286
2 7.256060 2.89592
3 60.25000 43.57910

CORRELATION MATRIX

ROW 1

1.00008 9.38186 @3.22723

ROW 2

9.38186 1.00000 0.98436

ROW 3

9.22723 4.98436 1.90000
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SELECTION . .......... 1
DEPENDENT VARIABLE ..... ..ot 1
NUMBER OF VARIABLES FORCED.................. 2
NUMBER OF VARIABLES DELETED ................ )
STEP 1
VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 2.399
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 0.146
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. .. ....... 2.399
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .......... #.146 OF 16.449
FOR 1 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT. .......... 9.382
(ADJUSTED FORD. F.)..oooooiii i 9.382
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. .......... 1.767
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 1.185
(ADJUSTED FORD. F.)...ooooiiie . 1.185
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 .16125 9.12341 1.397
INTERCEPT 92.98922
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 3
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 11.709
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... .712
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED........... 14.108
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .......... 0.858 OF 16.449
FOR 2 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 8.926
(ADJUSTED FORD. F.)... i, 8.918
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. ........... 27.117
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 9.510
(ADJUSTED FOR D. F). oo 9.535
VARIABLE REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 2.15167 0.36139 7.139
3 —9.13437 9.92003 —6.709
INTERCEPT 85.75443
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Roviden értékeljiik a listat! Az anyaghozam (y) varhatdan igy fiigg a
pihentetési id6td1 (x,-t61):

y = —0,134 37x2+2,151 67x, + 85,754 43.

Mivel a négyzetes tag egyiitthatoja negativ, a parabolanak maximuma van ott,
ahol az elsd derivalt 0:

¥y = —0,268 74x, +2,151 67 = 0,
x = 8,006.

Vagyis varhatoan 8 nap pihentetési idé mellett legnagyobb az anyagkihozatal
szizaléka,

Mennyire bizhatunk meg a feltételezett kapcsolat josagaban?

A korrelacios matrixbél kiolvashatok a totalis korrelacios egyiitthatok. Az
¥ és x; kozott gyenge a linearis kapcsolat (a korrelacios egyiitthat6 0,381 86).
Az x, és x? kdzdtt még gyengébb (0,227 23 a korrelaciés egyiitthatd), amint
azt elére varni is lehiet. A totalis korrelacios egyiitthatok nem mutatjak jol a
feltételezett masodfokt kapcsolat szorossagat, hiszen ezek a linearitast jellem-
z6 szamok.

A tobbszords korreldcios egyiitthatd azonban megnyugtat benniinket: ez
Osszességében mutatja a p fliggését x,-tdl és x3-161: 0,926 jo korrelaciora utal.
Elég jol megbizhatunk a 8-napos pihentetési idd becslésében.

15. Egy arérzékeny terméknél a piackutatd megfigyelte a kereslet és az
egységar osszefliggését:

Kereslet, y, Egységar, Egységdr reciprokérlnalsc

10 000 db x,, font 100 000-szerese, x, =

font
26 114,51 873
28 111,76 896
30 109,38 %14
32 107,30 930
34 105,46 949
36 103,83 965
38 102,37 986
40 101,05 990
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Az (xy; y) pontparokat megrajzolva, latszik, hogy a regresszios gorbét

7}
y=—+b
X1

1 -
hiperbola alakban kereshetjikk. Ha alkalmazzuk az — = x transzformaciot,

X1
a regressziot y = ax+b linearis alakra modositottuk.

Kovessilk az eredményeket:

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ...........

NUMBER OF OBSERVATIONS 8

NUMBER OF VARIABLES 2

NUMBER OF SELECTIONS 2

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 0.9

VARIABLE MEAN STANDARD
NO. DEVIATION

1 33.00000 4.89898

2 937.87500 42.23552

CORRELATION MATRIX
ROW 1

1.00000  8.99491
ROW 2

8.99491  1.06000

SELECTION ........... 1

DEPENDENT VARIABLE .......................
NUMBER OF VARIABLES FORCED .............
NUMBER OF VARIABLES DELETED ............

STEP 1|
VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)

SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP ....
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP .........
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED . ..
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ........

FOR 1 VARIABLES ENTERED

MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT ....
(ADJUSTED FORD.F.) .....................
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...... 166.293
...... 3.999
...... 166.293

F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 584.536
STANDARD ERROR OF ESTIMATE ................. 8.533
(ADJUSTED FORD.F.) ..., 9.533
VARIABLE  REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 0.11540 0.00477 24.177
INTERCEPT —75.23184

16. Az egy munkas altal kezelt sz6v6gépek szama (x; db) és az egy munkasra
esd veszteség (y; Ft/h) kozott keressink masodfoku regressziot:

X, 4 5 6 7 8 9 10 1t 12 13

yo 12,03)1,82 (1,65 1,51 |147|1,33|1,28 | 1,32 1,45 1,54

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... VESZTE
NUMBER OF OBSERVATIONS 10
NUMBER OF VARIABLES 3
NUMBER OF SELECTIONS 3

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 0.6
VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 1.54900 0.23678
2 8.50000 3.02765
3 80.50000 52.93685
CORRELATION MATRIX
ROW 1
1.00008 —0.73465 —0.62889
ROW 2
—0.73465 1.00000 0.98911
ROW 3

—#.62889 9.98911 1.20000
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SELECTION ........... 1

DEPENDENT VARIABLE .. ...uuuniniiinaaaann, 1
NUMBER OF VARIABLES FORCED ................. 2
NUMBER OF VARIABLES DELETED ................ o
STEP 1
VARIABLE ENTERED .....ounniiiiiiiiienn, 2
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 9.272
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... g.540
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED ......... 9.272
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ........... 6.549 OF 0.505
FOR 1 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT .......... 0.735
(ADJUSTED FOR D.F)) ....ooiiiiiiiieiininnns, 9.735
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 9.380
STANDARD ERROR OF ESTIMATE .........ccc..... 9.170
(ADJUSTED FORD. F.) ..o, .170
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 —0.05745 381876 —3.063
INTERCEPT 2.02836
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 3
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 9.223
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 9.441
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED ......... 9.495
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ........... 9.981 OF 0.565
FOR 2 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT .......... 9.990
(ADJUSTED FORD. F.) ....0oiiiiiieaiiieainnanns 9.989
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE ........... 178.239
STANDARD ERROR OF ESTIMATE ................. 0.837
(ADJUSTED FORD.F.) ... .oiiiiiiiiiiiiiaanns. 9.040
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
2 —0.40647 0.92787 —14.585
3 6.92053 0.90162 12.661
INTERCEPT 3.34229
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17. A magyarorszagi iigyvitelgépesités koltségeirdl rendelkezésre allnak az
alabbi adatok:

Gépi koltség| 20 25 35 63 70

Szervezési
koltség 90 | 100] 120 150 200
Bv 1952 {1957 1 1962 | 1967 | 1972

Milyen regresszidkat lehet itt szamitani?

Vizsgalhatjuk a szervezési koltséget mint az év és a gépi koltség linedris
fuggvényét; vizsgalhatjuk a szervezési és gépi koltségek linearis 6sszefliggését
stb. Az utobbibol leolvashatd, hogy az egyik egységnyi novekedéshez varhato-
an mennyivel né a masik koltség. Az utobbira lassuk a listat:

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... FELDO2
NUMBER OF OBSERVATIONS 5 :
NUMBER OF VARIABLES 2

NUMBER OF SELECTIONS 2

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 4.0
VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 42.59999 22.61194
2 132.00066 44.38467
CORRELATION MATRIX
ROW 1
1.60606  9.95504
ROW 2

0.95504  1.00000

SELECTION........... 1
DEPENDENT VARIABLE ....................c.o.. .. 1
NUMBER OF VARIABLES FORCED. ................. 1
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STEP 1

VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THIS STEP .......... 1865.426
PROPORTION REDUCED IN THISSTEP ............... 0.912
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED....... cee 1865.426
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ........ $.912 OF 2045.200
FOR 1 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT........... 0.955
(ADJUSTEDFORD.F)................ e 8.955
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE. ........... 31.129
STANDARD ERROR OF ESTIMATE.................. 7.741
(ADJUSTED FORD.F).......... ...t 7.741
VARIABLE REGRESSION  STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER COEFFICIENT REG. COEFF. T-VALUE
2 .48655 0.08720 5.579
INTERCEPT —21.62436

18, Egy terméknél vizsgaljuk meg a bevétel és a termék eldéllitasara fordi-
tott Osszeg valtozasat 12 idoszak alatt!

Raforditas, Az idészak Bevétel,
eFt sorszdma eFt
15 1 18,1
20,1 2 25,2
22 3 26,0
30,2 4 38,2
41,1 5 49,7
35,5 6 47,5
41,2 7 50,9
47,6 8 61,1
39,0 9 55,2
48,1 10 62,3
50,2 11 63,5
49,3 12 64,6
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Elemezziik a megoldasi listat! Milyen regressziot kellene még megallapitani
raforditas

a koltségszint = elemzéséhez és a minimalis koltségszint megallapi-

bevétel
tasahoz? (Ha az id6t minden hataron tul noveljik, hatarértékként megkapjuk
a minimalis, el nem érhetd, de il sem léphetd koltségszintet.)

Bevétel = 1,047 06 - raforditas +1,01553 - id6+ 1,926 20. A tobbszords
korrelacids egyiitthat6 0,995, jo a feltételezett 6sszefiiggés. A paronkénti kor-
relacios egylitthatok: a bevétel és raforditas kdzbtti korrelacids egyiitthatd
(0,991 39) kicsivel nagyobb, mint a bevétel és id6 kdz6tti (0,951 77). A bevétel
novekedését a raforditott dsszegnek és az iddvel kapcsolatos tapasztalatoknak
koszonhetjiik.

A minimalis kdltségszint megallapitiasahoz le kellene még futtatni a rafordi-

a-idé+b

tasi idé regresszioszamitasat. Ha igy a koltségszint = idbtd fiiggvényt
c-idé

. . e an irr ., @ ) , ,
kapjuk, akkor elég hosszi idore a koltségszint — -hez tart, ami a varhatéan

minimalis koltségszint.

STEP-WISE MULTIPLE REGRESSION ........... LINREG
NUMBER OF OBSERVATIONS 12
NUMBER OF VARIABLES 3
NUMBER OF SELECTIONS 3

CONSTANT TO LIMIT VARIABLES 4.0

VARIABLE MEAN STANDARD

NO. DEVIATION
1 36.68829 12.21328
2 6.50000 3.68555
3 46.85829 16.33055

CORRELATION MATRIX
ROW 1

1.60000 0.92910 £.99139
ROW 2

9.92910 1.60000 8.95177
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ROW 3
£.99139 4.95177 1.00000

SELECTION........... 1
DEPENDENT VARIABLE .. ................ooiiii. ... 3
NUMBER OF VARIABLES FORCED. .. ............... 2
NUMBER OF VARIABLES DELETED ................ g
STEP |
VARIABLE ENTERED ........... 1
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THISSTEP .......... 2883.285
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 9.983
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED.......... 2883.285
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED ........ 0.983 OF 2933.559
FOR 1 VARIABLES ENTERED -
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT. .......... 8.991
(ADJUSTED FORD. F)....oooiiiiiiiinn . 8.991
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE...... ..... 573.521
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 2.242
(ADJUSTED FOR D. F). oo, 2.242
VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED
NUMBER  COEFFICIENT  REG. COEFF. T-VALUE
| 1.32561 9.85535 23.948
INTERCEPT ~ 1.66992
STEP 2
VARIABLE ENTERED ........... 2
(FORCED VARIABLE)
SUM OF SQUARES REDUCED IN THISSTEP .......... 26.179
PROPORTION REDUCED IN THIS STEP ............... 8.097
CUMULATIVE SUM OF SQUARES REDUCED. ......... 2903.455
CUMULATIVE PROPORTION REDUCED .. ...... 9.996 OF 2933.559
FOR 2 VARIABLES ENTERED
MULTIPLE CORRELATION COEFFICIENT. .......... 3.995
(ADJUSTED FORD. F.). ..o 8.994
F-VALUE FOR ANALYSIS OF VARIANCE............ 4341
STANDARD ERROR OF ESTIMATE. ................. 1.829
(ADJUSTED FORD. F.)....oooiiiiieaae e 1.918
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VARIABLE REGRESSION STD. ERROR OF COMPUTED

NUMBER COEFFICIENT REG. COEFF. T-VALUE
1 1.94786 8.12209 8.576
2 1.81553 0.41355 2.456
INTERCEPT 1.92629

19. A budapesti gazbekotésekhez szitkséges vizsgalatok szama az egyes
é¢vekben a kovetkezd volt:

Ev, x, 1960 1962 1964 1966 1968 1970 1972
Vizsgalatok
szama, y; 1460 | 2500 | 7000 120194 | 22764 | 46480 | 37109

Milyen regressziot célszeru feltételezni a két valtozo kozétt? Ha a regresz-
szios fiiggvény egyenletét ismernénk, mit lehetne ezzel kiszimolni?

A gyors emelkedés miatt kereshetnénk y = ae®™ alaku exponenciélis reg-
ressziot. Ha a, b értéke, valamint a budapesti haztartisok szdma ismert, akkor
megtervezhetjiik, hogy varhatéan melyik évben kap gazt az Osszes fovarosi
haztartas. Az eldtte levd években nyilvan csdkkeni fog a gazbekotések szama.

20, Készitsiink szamitogép-programot a kétvaltozos linearis regresszioval
kapcsolatos szamitasokra!

Az alabbi képletekben az sszegzés mindig i = 1-tél n-ig megy, egyesével:
— a regresszi0s egyenes egyenlete:
Zxy,;—nxy
== S (-0 45,
Zx?—nx? ¢ )+

IRTG

439



- a korrelacios egylitthato:
r= iny[— n.f);
Y(ExF = nzt) (ZyF—n?)

— y értékek szorasa:

Ty
s() = !/—& -7,
n

— a maradékok szorasa;

s(e) = s j1-r%,

— az R=0 hipotézis vizsgalatahoz sziikséges 7 érték (ha a két valtozo egyiit-
tes eloszlasa kétdimenziés normal eloszlas):

,
t=|n-2 .

y1—r?
Eszrevehetd, hogy az r korrelacids egyiitthat6 dsszefliggésben van a regresz-
szids egyenes meredekségével (amit az IRTG nevii valtozoba fo gunk elhelyezni):

r=IRTG - |Zx}—nz? | Xy —nj™.

A kovetkezd tdblazat 6sszefoglalja a sziikséges tarakat és a trak tartalmat.

Tér (viltoz) Tartalom
N n
ZX Zx;
zZY Zy,
XA b
YA y
A 2xp;
B Zx?
c Zy}
iRTG Meredekség
r korrelacios egyiitt-
R <
haté
SY y értékek szorasa
SE Maradékok szorasa
T t-érték
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- _ZX .Y
x=-N—. y= N
A=¢.B=¢ C=¢

A folyamatabrat az 50. dbra mutatja.

A=Aexy;, B=Bxf C=Cyf

|

]

[ IRTG =(A-NZJN(B- NR2) J

[ r-miove-NTZVCNTZ

J

| Svsm J

)
r SE=SYVi-r2 J

y

[Conde |
¥

/i, y. IRTG, r, SV, SE, t

/ >

50. abra
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A program BASIC nyelven:

5 REM LINEARIS REGRESSZIO

16 INPUT "MERESI PONTOK SZAMA=";N
15 DIM X(N),Y(N)

20 ZX=0: ZY =9

25 REM ADATOK BEOLVASASA

39 FOR I=1TO N

49 77X, I, " ="; INPUT X(I)

58 27Y™ I; "="; INPUT Y(I)

60 ZX =ZX+X()

78 ZY=ZY +Y(I)

89 NEXT

85 REM ATLAGOK

99 XA=ZX/N: YA=ZY/N

95 REM A SZUKSEGES SZUMMAK KISZAMITASA
106 A=9: B=8: C=0

116 FORI=1TO N

128 A'= A+ X(D*Y(I)

139 B=B+X(I)12: C=C+Y (D12

135 NEXT

137 REM A REGRESSZIOS JELLEMZOK KISZAMITASA
148 IRTG = (A — N*XA*YA)/(B— N*XA12)

158 R =IRTG*SQR(B— N*XA12)/SQR(C — NxYA12)
169 SY=SQR(C/N—YA12)

178 SE=SY*SQR(l—R12)

189 T=SQR((N —2)/(1 —R12))*R

185 REM KIIRAS

199 7 TAB(5) "X ATLAG=";XA

195 9 TAB(5) ”Y ATLAG=";YA
206 2 TAB(5) "MEREDEKSEG M="; IRTG
295 ? TAB(5) "KORR.EGYH.=";R

218 ? TAB(5) ”Y ERT.SZORASA =";SY |
215 ? TAB(5) "MARADEKOK SZORASA="; SE
226 ? TAB(5) "T ERTEK =T

239 END'
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Megjegyzés
Erdemes a programot a kdvetkezdkkel bdviteni:

1. Nemcsak az iranytangens szimértékét, hanem a regresszids egyenes teljes
egyenletét kiiratni;

2. megadni egy olyan programsort, amely adott x-hez y regresszids becslését
kiszamitja;

3. megrajzoltatni a szamitdgéppel a mérési pontokat és az egyenest,

A felhasznalonak mindez komoly hasznot jelent. K orszerfi statisztikai prog-
ramokban ilyen jellegii programok talalhaték. Mar Hewlett-Packard asztali
szamitogépek is rendelkeznek rajzoloprogramokkal, nemlineéris regressziéhoz
is.

21. Készitsiink linearis regressziés zsebszamoldgép-programot
HT-PTK-1050 zsebszamologépre!
Az n darab (x;. y;) ,,pont” bevitele a kdvetkezdképpen torténik:

X x:z ¥, 2nd X*
X, X%qt y, 2nd X

A billentyiizés hatasara a tdrak tartalma:

Tar Tartalom

0 n

1 2y;

2 Zy?

3 2X;

4 Ixt

5 Xy

6 ]

7 x,+1
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Az atlagokat, korrigdlatlan szorasnégyzeteket az alabbi billentyizéssel hiv-
hatjuk le:

Billentyiizés Megjelenik
Inv 2ndx x
2ndx ¥
Inv 2nd &2 a?
2nd ¢? o}

A linearis regresszional megismert II. képletcsoportot at kell alakitanunk
a gép rutinjaival szamitott mennyiségek fiiggvényéve (atlagok, korrigalatlan
szorasok fiiggvényéve). A program az egyenes egyenletét

y=mxtb

alakban szamitja, a kijelzén az m iranytangens és a b ordinatatengely-metszet
jelenik meg.

Iy

- X
_Axy—nxXy  on Y

Zxt—nx? - o2 ’
Xx;y; az 5. tarban, n a 0. tarban talalhatd, X az INV 2nd x billenty(izés utan,
7 a 2nd X billenty{izés utan jelenik meg a kijelzn, o2-et az INV 2nd ¢?
billentyiizés adja.

A regresszios egyenes egyenletébol az ordinatatengely-metszet igy képezheto:

y=mx—3)+j = mx+({F—mx).
(—
b

Miutan m-et a programmal kiszamitottuk, b = y—mx megadja az ordina-
tatengely-metszetet.

A korrelacios egyiitthato II. csoportban megadott képletét atalakitva, az
értéket megkapjuk az irdnytangens, x és y tapasztalati korrigalatlan szordsa
segitségével:
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n
r= =
E_Xiz _)ZZ Z_y'z _J72
n n
2xX Y
n g, _ mo,

0.0, Ox 0O

A programban r?-et szamittatjuk, egyrészt azért, mert az a determindcios
egyltthatot adja meg, masrészt azért, mert a maximalisan kihasznalt 50 prog-

ramlépés nem engedi meg a négyzetgydkvonast. (Megjegyezzik, hogy kis

iigyességgel ki lehet sziirni programlépéseket, és akkor beépithetd még a

négyzetgyokvonas is.)

A program 5 alprogram (szubrutin) egymasutanja, az adatok bevitele utan
SBR s hivéssal meg kell adni, melyiket hivjuk (s a szubrutin sorszamat, a 0,

1, 2, 3, 4 sorszamok egyikét jelenti).

Az 51. abran lathaté, hogy melyik szubrutin mit csinal. (Figyeljiik a tarreke-

szek tartalmat, a billentyiizés hatdsat.)

Az 50-lépéses program:

Program

Magyarizat

2nd 2+ R/S RST

2nd Lbl@ RCL 5 = RCL 6 — 2ndx x
INV 2nd £ = =+ INV 2nd ¢> = INV SBR
2nd Lbl 1 SBRA x INV 2ndx +/— +
2nd X = INV SBR

2nd Lbl 2 SBRA x% = 2nd 62 x

INV 2nd 6> = INV SBR

2nd Lbl 3 STO 7 SBR 0 2nd Prd 7
SBRI1 SUM 7 RCL 7 INV SBR

2nd Lbl 4 STO 7 SBR1 INV SUM7
SBR# INV 2nd Prd 7 RCL 7 INV SBR

Adatbevitel
0. alprogram,
m (16 1épés)
1. alprogram,
b (25 lépés)
2. alprogram,
r (34 épés)
3. alprogram,
J (42 1épés)
4. alprogram,
% (50 1épés)
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Adatbevitel, vissza a
program elejere

!

0.alprogram:
irdnytangens, m

!

1.alprogram: ordindata-
tengelymetszet, b

Y

2.alprogram: korreld-
cios egyitthatd negy-
zete, r2

Y

3.dlprogram: adott x
ertékhez tartozo y
regresszios becslés

'

4.alprogram: adott
y-hoz tartozo x
regresszios becslés

51. abra

Az 5 szubrutin hivasa: 2nd 1bl s, a szubrutin vége: INV SBR.
Magyarazat a 3. szubrutinhoz:

¥ = mx+b.
Magyarazat a 4. alprogramhoz:
,_y—b
*=—
m

Példa

Xi Vi
1950 1
1955 2
1960 1,5
1965 2,5
1970 3

Adatbevitel (az y érték bevitele utan sziikséges 2nd X' a programba be van

épitve):
1950 x%: 1 R/S
1955 x%t 2 R/S
1960 x%t 1,5R/S
1965 x%t 2,5R/S
1970 x%t 3 R/S
_Eredmény:
Billentytizés Kijelzé
SBR# 0,09=m
—174,4=b, tehat
SBRI y = 0,09x— 1744
SBR2 0,81 =72
V; 0,9=r
1975 SBR3 3,35=5
4 SBR4 1982,2222=%

22. Igazoljuk, hogy linedris regresszio esetén a korrelacios index a korrela-
cids egyiitthaté abszolat értékével egyenld!
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Az igazolandé Aallitas:

_I/_ﬂﬁl=
1=]/1- 5y = 1R

Az E maradék szorasnégyzete kifejezhetd az Y valtozd szorasnégyzetével és
R3-tel:

DXE) = D*(Y)(1- R%).
Ebbdl az dsszefiiggésbal:

_D¥B

R =1 .
D(Y)

amibdl az igazolandé éllitas mar kovetkezik:

D*(E)

|R| = 1—_D—2~(—6=

L

23. 1gazoljuk n-dimenzios vektorok segitségével a regresszios egyenes egyen-
letére és a korrelacios egyitthatéra adott 1. képleteket!

Adott egy X valtozora mért n-elemii (x,, x5, ..., x,) minta, egy vele korrela-
ciéban levé masik, Y valtozéra mért (y,, y,, ..., ¥,) minta, az értékparok
Osszetartozasat az azonos index jelzi, az x;-hez tartozd érték az y;
(i=1,2,...,n). Legyenek az atlagok:

Z X Z Yi
- =1 - i=1
x= N y ==

n n

Vonjuk ki minden egyes mért értékbdl a megfeleld atlagot, egyesitsiik az igy
kapott n szamot egy-egy n-koordinatas (n-dimenzios) vektorba:

X=(x,—X%X,%x;— X%, ..., X,— %),
Y= (yl_i’ Y2 = Fseens yn_.}_})-
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srer

a) ha x merdleges y-ra, akkor nincs kdzbttiik linedris sszefiiggés;
b) igen szoros az dsszefiiggés, ha az egyik vektor linedrisan fiigg a masiktél
egyik a masik konstansszorosa:

)

y=ax,

ahol az a pozitiv vagy negativ valos szim (konstans);
¢) jo az Osszefiiggés, ha

Yy = axte,

ahol az e hibavektor abszolat értéke kdzeljar 0-hoz,
le| =0,

Ekkor

yAax.

Szeretnénk megallapitani az a szorzo értékét. A b) esetet véve alapul:

y=ax,

~ keérdés, hogy hdnyszorosa y az x-nak. Az y az x irdnyl egységvektornak,

. X ,
vagyis |-—| -nek az |y|-szerese, tehat
X

X
y=|yl—, azaz a=|—yl.
x| x|

Legyen jelen esetben az x és y vektor hajldsszdge 0, ennek koszinusza 1, igy

Xy
cosa = cos0 = =1,
x| lyi
ezért
Xy
— = |yl
(x|

Helyettesitsiik ezt az el6bbi egyenletbe:

=X X _ Xy

X.
x| IxI |x|?
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Koordinatakra attéve:

S (-9 0i—5)
y= i=1 - X.
Z (x;— X%)?

Ez azt jelenti, hogy y tetsz8leges koordinataja aranyos x hozzitartozé koordi-
natéjaval, az aranyossagi tényezd az x elétt allo tort:

yoy o FEmDOD
Z(x;—X)
Ugyanezek az dsszefliggések érvényesek az x és y koordinata kozott, lia a két
vektor hajlasszoge 180° (csak most az emlitett aranyossigi tényez0, a meredek-
ség negativ).

¢) Minél kozelebb jar a két vektor hajldsszoge 0-hoz (minél kbzelebb van
le| a 0-hoz), annal jobb kdzelitésben érvényes x és y kdzott a fenti dsszefiiggés.

Jellemezziik a két vekior kézotti linedris dsszefiiggés erdsségét a koztik levd
sz6g koszinuszaval! Ekkor:

Xy ;'=Z1 (= %) (i~ p)

a=\X\|y%= . e 2
Z (x;—X) Z =7
i=1 i=1

a) Ha a két vektor merdleges, o=90°, cosa = 0. A linearis fiiggetlenséget
a mér6szam 0 volta jelzi. _

b) Azigen szoros linearis Osszefiiggést az mutatja, hogy a mérészam 1 vagy
—1 (cosa = cos 0° = 1 vagy cos o = cos 180° = —1 alapjan).

¢) Haax0°, vagyis cos a kozel van 1-hez, ill. ha a= 180°, vagyis cosa kozel
van (— 1)-hez, akkor jo a linearis fliiggés,

IIA

¥y = ax,

Z(x;— %) i —7)

Sy &

yUy =

adott x esetén a kapott egyenlettel y-ra jo becslést kaphatunk.
Eszrevehetd, hogy a kapcsolat szorossdagdra kapott mérbészam a tapasztalati
korrelicios egyiitthatoval, r-rel egyezik.
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Eszrevehetd, hogy a kapott, y-t becslé egyenlet a regresszids egyenes jol
ismert egyenletével egyezik meyg.

A linedris regresszional kapott eredményeket tehdt harom tton is megkap-
hatjuk: 1. elméleti regresszidval, 2. a legkisebb négyzetek elvével, 3. a-dimen-
zios vektorokkal.

24. a) Mutassuk ki, hogy ha a kétvaltozos linearis regressziénal y-nak a
legkisebb négyzetek elve alapjan legjobban kézelitd linearis becslése az

y=ax+b

masodfaju regressziés egyenessel torténik, akkor ez az egyenes itmegy a
varhato értékekbdl kaphatd (M (X), M (Y)) silyponton!

b) Ezek alapjan keressiik egyvaltozos differencialszamitassal a , legjobban
kozelitd” masodfaju regresszios egyenes egyenletét!

Tegyiik fel, hogy az Y-nak a legkisebb négyzetek elve alapjan legjobban _
kozelitd linearis becslése aX + b. Ekkor

Y =aX+b+E,

itt az E véletlen hiba olyan, hogy varhato értéke M (E)=0.

a) Kimutatjuk, hogy az (M(X), M(Y)) sulypont rajta van az y = ax+b
regresszios egyenesen:

M(Y) = M(aX+b+E) = M(aX)+M®b)+ M(E),
M(Y) = aM(X)+b, '

ez valoban azt igazolja, hogy a silypont rajta van a regressziés egyenesen,
hiszen koordinatdi kielégitik az egyenletét. Ennek alapjan kereshetjik a ma-
sodfaji regresszios egyenes egyenletét a kdvetkezo alakban:

y=ax—MX)+M(Y) = alx—m)+m,.
my my

b) Ekkor a slilyponton dtmend egyenesek koziil keressiik a legkisebb négy-
zetek elve alapjan a legjobban kozelitét! Olyan a értéket keresiink tehat,
amelyre

Q@) = M(Y~a(X—m;)—m,)*] =
= MUY ~m;)*| = 2aM[(X = my) (Y — m)+ &> M[(X — m,)?]

minimalis lesz.
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A minimum ott lehet, ahol az elsé derivalt 0.

fl—Q = ML —my) (Y= m)]+ 2aMI(X—m,)] = O,
(1]

M -my) (¥=my)}
M~ my)’]

Minimum biztosan akkor van, ha a szoban forgd helyen a masodik derivalt
pozitiv:

d

LQ _ mx-myy1 > 0.
da?
Teliat valdoban minimum van. A pontokat legjobban kdzelité egyenes egyenle-
te:

_ M) )
M[(X—m,)°]
Ennek az r darab (x,, y;) (x3, ¥2) ---, {x,, ¥,) pontokbdl torténd becslése (a

1 e
szamlaloban, nevezében — -nel egyszertsitiink):
n

z (x;—X) ;=)
y== (x—%)+7.
(x;—%)°

=

i=1

Ezzel a mdsodfajii regresszios egyenes egyenletének egy egyvdltozos differen-
cidiszdmitdssal torténd levezetését adtuk meg (a szokasos kétvaltozos helyett).
K étdimenziés normal eloszlasnal ez az egyenes egybeesik az els6faji regresszi-
0s egyenessel.,

25, Az (xg; yy) ---» (x5 ¥,) pontokat abrazolva, azok latszdlag egy egyenes
koriil csoportosulnak. A két valtozd kozott linearis sszefiiggest tételeziink fel:

y=ax+b.

Keressiik a korrelacios (regresszios) egyenes egyenletét, masként: a ponthal-
mazt legjobban kdzelité egyenes egyenletét!
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Mit értsiink a pontokat legjobban megkozelité egyenesen?
Nem jél jellemezziik a tényleges y; és a becsiilt p; = ax;+ b értékek eltérését,
ha ezeket az eltéréseket Osszegezzik, hiszen a

M=

i—ax;—b)

i=1

dsszeg akkor is 0, ha minden eltérés 0, de akkor is, ha a pozitiv és negativ
eltérések ,lerontjak™, kiegyenlitik egymast. Hogy nemnegativ eltéréseket kap-
hassunk, célszerii inkabb a mért és az egyenlettel becsiilt y értékek eltérésének
négyzetdsszegét venni. Az az y = ax-+b egyenes kozeliti meg legjobban a
pontokat, amelyre nézve a mért €s az egyenlettel becsiilt y értékek eltérésének
a négyzetdsszege minimaks:

Y (3~ ax;—b)* - min.
i=1

(Ez a Gausstdl szarmazo elv a legkisebb négyzetek elve.)
Olyan a és b értékeket kell tehat meghataroznunk, hogy a fenti dsszeg
minimalis legyen. Az dsszeg az a és b paraméterek fiiggvénye:

Ha; b) = Z yi—ax;— b)29

bizonyithaté, hogy ennek minimuma lesz biztosan ott, ahol az elsérendii
parcialis derivaltjai 0-k lesznek:

Fi=2 3 (iaxi—b)(—x) = 0,
i=1

F’b = 2 i (y,—axl—b)(—l) = 0.

Az elsé egyenletben (—2)-vel osztva, és a tagokat egyenként Gsszegezve:
Zxy,—aZXxi—-bZx, =0

a masodik egyenletben (— 2)-vel osztva, és a tagokat egyenként dsszegezve (az
utolsd tagban b-t #-szer kell 6sszeadni):

2yi—alXx;—nb = 0,
Ayi—alx; b

n
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utObbit az ismeretlen a-ra, b-re kapott elsé egyenletbe helyettesitve:

Eyi_ aZx[-

Zxp—aXx?— Zx; = 0.

n

Gylijtsitk az ismeretlen g-t tartalmazd tagokat az egyik oldalra, a tobbit a
masik oldalra:

Tx)? Ix, By,
a(inz— L{%L) = Zxy,— *—)—c;z—y,

_nZxy— Ix Xy,
n Xxt—(Zx;)?

Ha mar az a ismert, akkor & kiszamithato:

Xyi—alx;
bg yl a ‘xl.

n

Ebbdl az egyenes egyenlete,

y=ax+b
felirhato. Alakitsuk még tovabb a kapott eredményt, hasznaljuk fel, hogy
2y 2%
— =73, = X
n n
—aXx. 2x; .
y:M+ZL_1ﬁ:a(r”1q+£L,
n n n
y=a(x—X)+7.

Az a értékét alakitsuk ugy, hogy X, 7 kertljenek be! Osszunk a szamlaloban,
nevezdben n-nel:

Xx;
Lxyi— 2y
_onXxy—2IxlXy, n _
- 2_ /5y )2 Ty -
nXxi—(Xx;) Sxi— jEx,-
n
2y
inyi——)“cn—yw .
_ n XIxy,—niy
, . Xx;  ExP-nx®
Zxi—xn—
Hn
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Igy a pontokat legjobban kézelitd egyenes egyenlete:

y=(x—3)+J. n

26. Mutassuk ki, hogy a most kapott (Il) egyenlet azonos az (I) képletcso-
portban kapott egyenlettel, vagyis az

— 20— i—7)

T I M

egyenlettel!

Latszik, hogy csak az x egyiitthatéinak az egyenl8ségét kell kimutatnunk.
Az (I) egyenletbdl:

2(x;—xX)(yi—7) — 200y — Xy — x+ X9) _

Z(x;— %)? Z(x?-2x 5+ %%
Zy; Zx;
Zxy;— Xn =i - jn =il +Xxy
n n

Zx;
Zxt—2xn—— + Ex>
n

_Exypi—nXy—nxy+axy  Zxy;—nxy
Zx?—2nx*+nx? Zxt—ne?

(Felhasznaltuk, hogy ) %y = nxy, az Xj szorzatot n-szer kell Osszeadni;
i=1

Y %% = nx?, mert a X jel n Gsszeadast jelent.)
i=1

Ez mar egyezik a (II) egyenletben az irinytangensre (az x egyiitthatora)
kapott kifejezéssel.

- Ugyanigy igazolhato, hogy a korrelacios egyiitthatora is kaphatunk egy
(II) tipusu kifejezést:

455



Y Xy~ nxy
r= i=1 X (D

V(é x%—nx2> (ii yi— ny2>

Feladatainkban a két egyenlettipus koziil mindig azt célszerii hasznalni,
amelyikkel az adott feladatban kdnnyebb szamolni.

27. Adjuk meg a linearis regressziénal kapott normélegyenletek megoldédsat
az ismeretlen regresszids egyttthatokra matrixokkal!
A bizonyitast csak kétvaltozds linearis regresszidra adjuk meg!

A legkisebb négyzetek elvén alapuld levezetésnél az y = ax + b egyenletben
4lld a és b meghatarozasara az alabbi egyenletrendszert kaptuk:

n

Zyi=azxi+b21
i=1 i=1

i=]

Zxy; = aXxt+bXx;

Eszrevehetd, hogy az elsd egyenlet az egyenes y = ax+h egyenletébol
formalisan a X jellel mint operatorral valo ,,szorzas™ Gtjan kaphatd, a masodik
egyenlet formalisan az el6tte levébdl az x;-vel a 2’ jel mogé vald beszorzas utjan
kaphato.

Azért érdemes erre felfigyelni, mert ez a modszer az y = ax*+bx+c¢,y =
= ax?+bx?+ cx+ d stb. alakt nemlinedris regresszios figgvényeknél is érvé-
nyes, konnyil megjegyzési lehetoséget ad az ismeretlen egyiitthatok kiszamita-
sara szolgalo, un. normalegyenletekhez.

Az ismeretlen a és b egyltthatok meghatarozasa matrixokkal is torténhet.

A kiindulé adatokat az alabbi két matrix tartalmazza:

Az y = ax+b ismeretlen egyiitthatdit tartalmazza az alabbi matrix:

Sl
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Szorozzuk meg X transzpondltjit jobbrol az X matrixszal, az eredmény egy
2 - 2-es négyzetmatrix:

1 x;
I 1 o1 1 x 21 Zx;
* — 2 | — i
X*X I:xl Xy ... x,] ..... [).Tx,- ):x,?:l
I x,

(Z l1=n természetesen) » Az y = b+ax egyenletbd] formalisan kénnyen
i=1

kaphat6

2y, = b2l +akx,,
Zxy; = bZx;+aZx?

normalegyenlet-rendszernek a legutobb kapott matrix az egyitthaté matrixa
(az ismeretlenek a és b!), a bal oldali allanddkat az X*Y szorzat allitja eld:

Y1

X*Y:|:l 1o 1] ¥ =|:Zy,» }
X1 Xz .en Xp || e 2x;
Vn
Az egyenletrendszer tomdren igy irhaté:
X*Y = X*Xb.

Az ismeretlen b matrixot Ggy kapjuk meg, hogy mindkét oldalt szorozzuk
balrdl az egyiitthatématrix inverzével;

* - 3 o o b
(X*X)" !X Y—b—[a].

A levezetés azért érdekes, mert a tObbviltozos linedris regresszional is
hasonlé moédszerrel szamithatjuk ki az ismeretlen egylitthatokat.
Keressiik példaul

Y= b0+b1X1+b2Xz+..‘prp

alakban Y regresszios becslését az X, X, ..., X, fiiggvényeként! A mért ada-
tokat az alabbi két matrix tartalmazza:
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Y1 1 X xpy Xp1
vy =72 . X 1 x5 X3 Xp2
Yu 1 Xin Xan xpn

X masodik oszlopaban all az X;-re mért n érték, harmadik oszlopaban az
X,-re mért n érték stb.

A regresszids egyiitthatok b oszlopvektora az Y és X matrixok segitségével
ugyanigy szamithat6, mint elébb:

by
_ b |2 -1
b= = (X*X)"'XY.

b

P

28. Igazoljuk, hogy a Gauss-féle normalegyenletek képzési elve kétvaltozos
masodfokd, harmadfoku, ..., n-edfoku regressziora is érvényes!
A levezetést csak masodfokil regresszidra végezziik el!

Ha ket sztochasztikus valtozora mért (x;; y;) pontparok a sikban egy para-
bola koriil csoportosulnak, akkor a két valtozé kézott az

y = a+bx+cex?

parabolikus regressziot tételezziik fel. Az n darab pontot legjobban kézelitd
parabola egyenletét annak alapjan kivanjuk meghatirozni, hogy a mért és
szamitott y értékek kiilonbségének négyzetdsszege minimalis legyen (legkisebb
négyzetek elve), vagyis

n

Fla,b,¢) = Y (yi—a—bx;—cx?)? — min,

i=1
Bizenyithato, hogy ez teljesiilni fog akkor, ha az a, b, ¢ ismeretlen egyiittha-
ték szerinti parcialis derivaltak 0-val egyenlok:

F,=X2(y;—a—bx;—cx?) (—1) = 0,
Fy = 22(y;—a—bx;—cx}) (—x;) = 0,
F. = 22(y;—a—bx;—cxf) (—x7) = 0.
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Az egyenleteket rendre (— 2)-vel végigosztva, az 6sszegezéseket tagrol tagra
elvégezve az alabbi Un. normalegyenletekhez jutunk:
Xyi—aXl—bEx;—cEx? = 0,
Zxy;—aXx;—bXxt—cZx} =0,
Zxty,—aXxt—bXx}—cZx} = 0.
Ezekbol a-t, b-t és ¢-t meghatarozhatjuk.
Figyeljik meg, hogy a normalegyenleteket formalisan itt is a regresszios
egyenlet
y—a—bx—cx? =0
alakjabol kapjuk gy, hogy formalisan végigszorozzuk az egyenletet X jellel
(elsé egyenlet), a 2 jel mogé x-szel szorzunk (masodik egyenlet), a 2 jel mogeé
x%-tel szorzunk (harmadik egyenlet). Természetesen mindegyik X i-re vonat-
kozik, mogotte is a mért x;, y; értékeket vagy azok szorzatat, hatvanyat kell
Osszegezniink.
Ez k6nnyl megjegyzési lehetdséget ad a normélegyenletekhez. Bizonyitha-
to, hogy ez az eljards magasabb fokti y = a,+a,;x+a,x*+...+a,x" regresz-
sziok esetén is érvényes.

29. Két tanar n= 10 diakot rangsorolt a képességiik alapjan:

Diik AlB|c|D|]E|F|lG|HjIT |
1. rangsor 2 1 3146|5817 (10]9
2. rangsor 3 (2 1146 75| 9(10] 8

Van-e egyezés a két tanar kozott elbiralasban?

A Spearman-féle rangkorrelicids egyiitthatéval szamolunk. Képezziik el§-
szOr a rangkilonbségeket és azok négyzetét!

1. rangsor 2|1 3[4 (6|5 81 7 | 10 9
2. rangsor 3 2 11416 |7 5[ 9 |10 8

Rangkiildnbségek, d; 1 1 (=201 0] 2 |=-3]2 0f-1

Rangkiilonbségek
négyzete, d? 1|1 4/ 01 0| 4 91 4 | 0 1
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A Spearman-féle rangkorrelacios egyltthatd mintabeli becslése az n=10
elemi mintabol:

_6xd _ 624

r=1 = — =
n—n 1000—10

0,85.

Ez kézeljar 1-hez, ennek alapjan jo, pozitiv korrelacio (egyezés) tételezhetd
fel a két birald kozotti véleményadasban.

Felmeriilhet azonban, hogy nem csupan a mintaban kapunk ilyen j6 egye-
zést. Ha a két tanar Osszes elbiralasi rangsorat osszehasonlitjuk, nem lenne-e
az elméleti rangkorrelacios egyiitthatd, R, nullaval egyenld?

Ha n=10, akkor Hy: R=0 esetén a

n—2

1—7?

t=r

probastatisztika kozelitdleg Student-eloszlasa, n—2 szabadsagfokkal. Ezzel
teszteljilk az R=0 feltevést.

l /8
[t] = 0,85 l——()8? = 4,55 = tys = 2,306,

95% biztonsagi szinten elvetjiik az R=0 feltevést, a két megfigyeld egyetériése
szignifikans.
A Student-tablazat megfelel6 részlete:

n=f+1 959

9 2,306

30. Van tiz, egyre nehezebb sulyunk és valakinek a sulyérzékét akarjuk
kiprobalni. Az altala adott rangsorolas a kdvetkezo:

Valédi rangsor 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Adott rangszamok 3121417510169 8
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A kétféle rangszam kozti eltérés és négyzete:

__6:36 _
1000— 10

0,78,

talan még elég jo az illetd silyérzéke (a minta alapjén). Es ha a rangsorolasbeli
egyezésre megint ,,egész sokasagot” vennénk figyelembe, hogy &llja meg helyét
a Hy: R=10 hipotézis?

l/ 8
It} = 0,78 m = 3,5 > tg5 = 2,306.

959, biztonsagi szinten elvetjiik, hogy csak véletleniil kaptunk 0,78 korrelacios
egyitthatot, tehat elvetjilk, hogy a valdsagban R=10 lenne vagyis, hogy rossz
volna az illetd salyérzéke.

31. m=>5 biral6 itélt meg n=7 fagylaltkészitményt. Az izlési rangsorok:

1. rangsor 2 4 3 7 5 1 6
2. rangsor 4 5 2 3 6 1 7
3. rangsor 1 3 2 4 6 5 7
4. rangsor 3 1 4 2 7 6 5
5. rangsor 1 3 5 7 6 2 4
Rangosszegek: 11 16 16 23 30 15 29
Van-e egyetértés (konkordancia) a biralok kozt?
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Ha egyaltaldn nincs egyetértés, az 1in. vart rangdsszeg:

_m(n+1)__i-m§_
2 2

Z 20,

az egy-egy fagylaltnal megfigyelt rangosszeg és a vart rangdsszeg eltéréseinek

négyzetdsszege, S= 328, ugyanis:

Rangdsszegek i1 16 16 23 30} 15 29 )

Eltérések 20-t0l 9 4 4 -3 1{-10 5 -9

Eltérések négyzete | 81 16 16 9] 100} 25 81 | 328

fgy az egyetértés fokat jellemzd konkordancia-egyiitthatd:

128 12328
W= —— = = 0,47.
m(n"—n) 25(343-7)

W=0 a rangszamok Ossze-vissza, teljesen véletlenszerli elhelyezését jelenti,
W=1 a biralok véleményének tokéletes egyezését. W=0,47 kdzepes egyetér-
tést jelent.

Véletlen-¢ ez az érték, W=0 feltehetd-e az egész sokasagban? A korrigalt
W érték:

S—1 327
Weon = L2 = T sem-n A
m*(n° —n) 49 25(343—-7) +2
12 12

az F-probahoz szikséges F érték:

F= (m_ I)Wkorr — 4- 0’47 —
1 - Wkorr 0’53

3.5,

Az f, szabadsagfok:

2
fi=n—-1—-—=6—

m

w N

= 5,6,
az f, szabadsagfok:
2
fr=(m—1) (n—l— —) =4-56=224.
m
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Az F-eloszlas 9. tablazatabdl a sziikséges részlet:

f
f2
5 6
22 2,66 2,55
24 2,62 2,51

A szamitott F= 3,5, a tablazatbeli ennél kisebb. W= 0 tehat 95%-os bizton-
sagi szinten elvetendd, a kapott mintabeli eltérés (0,47) szignifikans (statiszti-
kailag jelentds).

32. Végezziik el az alabbi vizsgalatot, amely oktatédsi kérddivek rangkorre-
lacié- és konkordancia-értékelését mutatja be (szamitogép segitségével)!

Féiskolai hallgatoknak kiosztott kérddiveken felmérték, hogy a hallgatdsag
a tanult targyakat tetszés szempontjabol hogyan rangsorolta, és milyen ered-
ményeket ért el az egyes targyakbol.

TPA/i szamitogép segitségével kiszamitottik, hogy az atlagok és szorasok
alapjan milyen rangsorba sorolhatdk az egyes targyak, homogénnek tekinthe-
td-e az évfolyam véleményadas szempontjabdl, milyen rangkorrelicio van a
tetszés foka és a targyban elért eredmények kozdtt. A szamitogépprogram
folyamatébraja az 52. abran lathato.

Az évfolyam véleményének homogén voltat értékeli az atlagrangsorral valé
rangkorrelaciok vizsgalata, ezeknek a rangkorrelacios egyitthato abszolut
értékeknek az atlaga.

Az oktatassal foglalkozok tobbségét érdeklik az alabbi kérdések:

— szeretik-e az oktatott targyat a hallgatdk,

— mennyire befolyasolja a targybol elért eredményt a targy iranti érdeklo-
dés,

— a targy iranti érdeklodésben, a targy megitélésében mennyire homogén
a hallgatosag.

A masodik kérdésre mindenki azt mondja: vilagos, hogy a targy szeretete
kapcsolatban, korrelacioban van a beldle elért eredménnyel. De hogy milyen
erds korreldcichan, azt elore mar nem lehet megmondani, csak mérés dént-
heti el.

A Banki Donat Gépipari Miiszaki Fdiskola egy évfolyaman a miiszaki
tanirszakos hallgaték mindegyike névtelen adatlapon beadta
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T=2,6

Do(T)<E0

— a tanult 7 targy kedveltségi sorrendjét (1-es rang a legkedveltebb, 2-es a
kevésbe kedvelt, és igy tovabb, 7-es rang a legkevésbé kedvelt targy mellett),

— a tanult targybdl szerzett 2 jegyét (pl. gyakorlati és vizsgajegyét, vagy pl.
2 vizsgaosztalyzatot). Az ezekbdl képezett atlagokat ranggi alakitottuk: 5-Gs
atlag = l-es rang, 4,5-es atlag = 2-es rang, 4-es atlag = 3-as rang, é&s igy
tovabb, 2-es atlag = 7-es rang, tovabbi rang nincs, mert az évismétlésre kény-
szeriillt hallgatok mar nem voltak az évfolyamon. Megjegyezziik, hogy logika-
bé] és magyarbdl nem volt vizsga.

Az indulo adatok az alabbiak:

S{1ES)eX{(1-1IM ]}

SNI)SSNU)XEFIMY

DO(T)<EDD(T)+(X(TM+
£)-X(T+5MEN2

—

® ¥
XA (1) € S(mM

RIT<1-600(TH(M3-M)

ou)@\fi:‘—”-m(uz

M-2
T(T<ER(T) rRM?

H{1 )< DUYXA()

L ¥

.

[ 5&0, & M(N—A)IZJ

@

ls¢s+(sm-z)2

[ W &= 125/M2(N-5)3-(N-5))

]

!

waé(s-u/(u_zt(_vtg-(ra_s% N

'

[ F & (M-)WKI(1-WK)

frrmt />
52. abra @

Logika T(716|614[5(3|6|6|7(7|6|7|3|6|5|7

Magyar S[63(212(3]7|7|4|4|5|7|3|5({3[4]5

S | Matematika| 1| 1|1 (713 |4 1/2]1|2]3}4(2(4|5[1|3
8 | Szamitas-

g |technika (63 (5]4|6/6|2(5/5/5/2(3]|6/|6/4 66
EKémia 4(217|5(7(7]|4(1|3]|6|l6|2]|5]|1]7]7]2
Mechanika (2 |52 (3|1 |2|6|3|2|1[4]1]1|7]1]2]1
Géprajz 31a4(4|1]5|1]5]4]l7]13[1|5]4]|2]2]3]4
£ | Matematikaf 1|2 (2|7 |7|7|4|7(|5|7]7|7|6|6[7]|3]3
_éSzémita’.s-

iteehnika 501)5(3(7|6|a17(3]6|6]4a|3|4|5]|6]2
S kemia [3[3]6]3]s|7[1]s[3]s]s]s]s[3]s5]s]3
gMechanika23536667466575364
%Géprajz 2(5141315(5|6]7[5|6|5|6|5|5{4(4]|2

a) Hogyan alkalmazhatjuk az ismert matematikai statisztikai szamitasokat
az oktatasi kérdoivek vizsgalatara?

b) Az dtlagrangsor a rangkorrelaciot egy Uj mérészammal méri. Mindez
nagy elemszami sokasdgnal szamitdgépes munkat igényel.
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a) Készitsiik el a statisztikahoz az adatmatrixot! A szamitégep az adatokat
egy N=12 sorbol és M =17 oszlopbdl allé matrixként kezeli. A féiskoldn
haszndlt TPA[i szamitogépprogram a mdtrix elemeit sorfolytonosan indexeli:

1. logika X, X3 X3 ... Xy7 | A

2. magyar Xig X19 X290 ---X3a kedvelt-

3. matemat. X35 X36 X37 -..Xsy ségi N—35 sor
................................ rangok

7. géprajz X103X104X105---X110 ~ N sor

8. matemat. X120X121X122---X136 elért
............................... ered- 5 sor

12. géprajz | X187X188X189:+-X204 | menyek)

Az adatmatrix elemeinek beolvasasat a folyamatabra a) része alapjan vé-
gezziik el (N és M beolvasasa, X = X (K) értékek beolvasisa).

b) Sordtlagok, szérdsok, relativ szérasok. Az els6 sor elemeinek atlagat igy
kaphatjuk meg:

M
2 X
1= M

a masodik és a harmadik sor elemeinek atlaga:

M M
2 X+ Z Xom+s

= = 5 _ J=1
fom S BT

altalaban az I-edik sor elemeinek dtlaga:

M
Z Xi— )M+

X = ’—=‘—M—— (I=1273,...,N).

Az I-edik sor elemeinek szordsa a kovetkezé!

M
2
Z X(I~1)M+J

DI= '—’il——““ﬂ}——f% (I: 1;253;"')]\0'
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Mint tudjuk, ez a széras az atlagtol valo eltérést (az adatok 4tlag koriili
,»5zorddasat”) jellemzi.
A relativ szords

megadja, hogy hanyad része a szords az dtlagnak. .

Az egyes sorokban levs adatok dtlaganak, szérdsanak és relativ szordsdnak
kiszdmitdsdt a program a folyamatdbra b) része alapjan végzi, Bz egy ciklusba
dgyazott masik ciklus. A belsd ciklusban a program J=1-t81 17-ig elvégzi az
adatmatrix egy adott, I-edik soraban

— az X, értekek Osszegezését, ezt tarolja az S(J) tiroloban,

— az X7 értékek Osszegezését, ezt tarolja az SN(J) taroloban,

— kiszamitja az I-edik sor elemeinek atlagat, XA(I)-t, szérasat, D(I)-t, rela-
tiv szorasat, H{l)-t a fenti képletek alapjan.

Ezt az eljarast megismételjiik a kiilso ciklus alapjan ahol az [ index valtozik
1-t6l N-ig (1-tdl 12-ig).
c) A rangkorreldcios egyiitthato,

M
6 Y Dy
J=1

R=1-—5

M -M

az egyes tdrgyakra adott kedveltségi rangok és a tirgybél elért eredmény kozitti
korrelacict méri,

~1sRsl, O0=([RI=SL.

Minél kdzelebb van |R| a 0-hoz, annal kevésbé korrelal egymassal a két
rangsor, mig minél kozelebb van |R| az 1-hez, annal erésebb a két rangsor
korrelacidja.

A képletben M a birdlok (oszlopok) szamat jelenti, D; pedig a széban forgd
targy rangjanak és a belSle elért eredmény rangjanak kiildnbségét. Az adat-
matrixban példiul a matematika rangok és eredmények kiilonbségének négy-
zetosszege:

(XBS_X120)2+(X36_X121)2+"'+(X51—X136)2 =
M

= Y Xomes— Xm0
J=1
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Itt az indexben a 2M azért jon létre, mert logikabol és magyarbol csak
rangsor van, vizsgajegy nincs, a matematika rangok eltt 2M matrixelem van.
Ugyanigy a matematikaeredmények elétt 7M matrixelem van, igy jOn létre a
TM+Jindex (J = 1,2,..., M).

A rangok és elért eredmények kiilonbségének négyzetdsszege dltalaban

M

Z (XTM+J—X(T+5)M+J)2
J=1

alakban irhato, ahol T=2, 3, 4, 5, 6.

A Tindexhez tartozo R(T) rangkorrelacios egyiitthato értékének a szamita-
sat is kett8s, egymasba agyazott ciklussal kell megoldani, a bels6 ciklus indexe
J=1,2,..., M, a kiilsd ciklus indexe T=2, 3, 4, 5, 6 (l. a folyamatabra c)
részét). Ugyanebben a részben kiszamittattunk még egy r-probahoz sziikséges
T(T) értéket is. Ugyanis tekinthetjiik ugy, hogy az M = 17 mérés csak egy kis
elemszamu minta az egész sokasagbdl (a teljes hallgatdsagbol). Bizonyithatd,
hogy ha a rangkorrelacids egyiitthatd az egész sokasagban 0, akkor

M-2
1-R?

T(T) = R

M -2 szabadsagfok1, Student-féle, t-closzlasu valtozo. fgy arra a feltevésre,
hogy az egész sokasagban nincs semmiféle korrelacio a két rangsorban, Stu-
dent-probat is végezhetiink.

d) A konkordancia ( ,egyetértési”’) egytitthato:

_ 128
mi(m—n)
A valtozdk jelentése: m a biralok szama (jelen esetben m= M =17), n a rangso-
rolandé targyak szima (jelen esetben ez csak n = N—5 = 12— 5 = 7, hiszen
csak a 7 tantargy rangsoroldsaban akarjuk vizsgalni a véleményadék valaszai-
nak homogén voltat).

Ha azt varjuk, hogy egyaltalan nincs egyetértés a véleménynyilvanitasban,
akkor az un. vart rangdsszeg:

_mnt1)

Z=—""",
2

M(N—4) _17-(12—4)

> = 68. Az S jelenti az egy-egy targy-

ez jelen esetben
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ban megfigyelt rangdsszeg és az emlitett vart rangdsszeg-eltéréseknek a négy-
zelOsszegét (a matrix egy-egy soraban a rangok Osszegébdl ki kell vonni az
mn+1
min+ 1) értéket, ezt az eltérést négyzetre kell emelni, a kapott » db négyzetsza-
mot dssze kell adni).

A W konkordancia- (,,egyetértési”) egyiitthato,

0<w<l,

minél kézelebb van W a 0-hoz, anndl kevésbé van egymdassal korreldcioban a
birdalok véleménye, minél kozelebb van W az 1-hez, anndl 15k életesebben egyezik
a birdlok véleménye (egyeznek a rangszamok ).

Itt is tekinthetjiik Ggy, hogy az M =17 hallgaté valasza csak egy minta az
egész sokasagbol (a teljes hallgatosagbol). Feltehets-¢, hogy a mintabol kapott
W 0-161 valo eltérése ellenére az eyész sokasdgban a konkordancia-egyiitthato 0?

Bizonyithatd, hogy ez esetben az

-1
F= (m )Wkorr
- Wkorr

2 2
F-closzlasu valtozo, n—1— — és m—1)| n—1— — | szabadsagfokkal. (Az
m m

elsd érték a nagyobb szorasnégyzetli becslés szabadsagfokanak, a masodik
érték a kisebb szorasnégyzetii becslés szabadsagfokanak felel meg az Fértékek
tabldzatanak szokasos hasznalatakor. Szilkség esetén linedrisan interpolalni
lehet.) fgy arra a feltevésre, hogy a mintabol kapott W érték ellenére az egész
sokasdgban a konkordancia-egyiitthato 0 volna, F probat végezhetink.

Itt a konkordancia-egyutthatoé korrigalt értéke

_ S—1
korr 2,3 .
m-(n°—n) +9
12

Nézziik a folyamatabra d) részét!
Mivel az adatmatrix egy-egy sordban allé rangdsszegeket a program mar
kiszamitotta (1. az a) részben az S(J) értékeket), ezért az S(J) értékek (a
M(N—4
megfigyelt rangosszegek) és a Z = (—22 {a vart rangdsszeg) eltérésének
négyzetdsszegét egy S tarban Osszegezhetjilkk (/ = 1,2, 3, ..., N—5). Ebbdl
kiszamitjuk W-t, a korrigalt W-t (WK-t), F-et.
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A kiiratassal a program végetér:

TARGYAK X AATLAG SZORAAS REL. SZORAAS
LOG 5.7647 1.3074 0.2268
MAGY 44118 1.6110 0.3651
MAT 2.6471 1.6783 0.6340
SZ. T 4.7059 1.4044 0.2984
KEM 4.4706 2.1994 0.4920
MECH 2.5882 1.8169 0.7020
GEPR 3.4118 1.6109 0.4722
MAT. J 5.1765 2.1209 0.4097
SZ. T.J. 4.5294 1.6845 0.3719
KEM. J. 4.2353 1.4361 0.3391
MECH. J. 4.9412 1.4741 0.2983
GEPR. J. 4.647] 1.3258 0.2853

KONKORDANCIA EGYUTTHATO: W=10.2860

F-ERTEK: F= 6.5892

TARGYAK = RANGKORR. EGYUTTHATOK T ERTEKEK
MAT = 0.8100 T=15.3505
SZ.T = 0.9179 T=28.9584
KEM = 0.9265 T=9.5338
MECH = 0.7696 T=4.6681
GEPR = 0.9007 T=8.0313

A listaban talalhato:

— az egyes targyak rangsoranak, ill. a beldle elért eredménynek az
atlaga, szorasa, relativ szorasa;

- a konkordancia-egyiitthaté, W, a korrigdlt konkordancia
egyiitthatd, WK, az F-prébahoz szilkséges, adatokbdl szamitott F
érték,

— az egyes targyakra adott rangok és a belSliik elért eredmények
kozotti rangkorrelacios egyiitthatok, az R értékek, ill. a hozzajuk
tartozo, t-probahoz sziikséges 7 értékek (ne feledjiik el, hogy a tar-
gyak sorrendje soronként; matematika, szamitastechnika, kémia, me-
chanika, géprajz).
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A futtatasi eredmények ériékelése:

1. Az dtlagok alapjdn a tdargyak kedveltségi sorrendje (a legkedveltebbtdl a
kevésbé kedvelt felé haladva): mechanika, matematika, géprajz, magyar, ké-
mia, szamitastechnika, logika. Ez az dtlagos kedveltségi sorrend, az egyedi
kedveltségi sorrendek ett6l jelentds eltérést mutatnak (a relativ szoras példaul
a mechanika esetében 779, a matematika esetében 70%).

A tantdrgyakbol elért dtlag eredmény alapjan a sorrend (a legjobb, azaz
legkisebb rangt targytol a kevésbé jo, magasabb ranggal rendelkezo targy felé
haladva): kémia, szamitastechnika, géprajz, mechanika, matematika. A relativ
szOrasok itt is elég nagyok, de kisebbek, mint a kedveltségi rangoknal.

I1. A konkordancia-egyiitthats, W= 0,2860, gyenge egyetértésre utal a ked-
veltségi rangsorolasban.
Az adatokbol szamitott F=6,5892. Ezt kell oOsszehasonlitani az

2 2 2 2
n—l——=6-—-—=588 é (m—1)|n—-1——)=16[6——]| =9412

m 17 m 17
szabadsagfoku, tablazatbeli F értékkel:

S
A
5 6
60 2,37 2,25
100 2,30 2,19

A szamitott F érték (6,5892) biztosan nagyobb, mint a tablazatbeli, ezért azt
a feltevést, hogy az egész sokasdgban a konkordancia-eqyiitthaté 0 volna (a bi-
rdlok egydltalan nem értenek egyet), elvetjiik 95%-os biztonsagi szinten (a tab-
lazat erre a szintre készilt).

I1. A tdrgyak rangsora és az elért eredmények erds korrelacidban vannak,
erre utalnak a 0,7696-t6l 0,9265-ig terjedd rangkorreldcios egyiitthatok. 3
rangkorrelacios egyitthato is 0,90 folott van.

Lehet-e, hogy az egész (altalunk nem vizsgalt) sokasdgban a rangkorrelacios
egyiitthat6 mégis 0 volna (nem korreldlnak a rangsorok és az elért eredmé-
nyek)? Erre t-probaval adhatunk valaszt.

A szamitott ¢ értékek rendre nagyobbak, mint a tdbldzatbeli,
m—2 = 15 = fszabadsagfokhoz tartozd ¢ érték:

471



f 95% 99,9 %

15 2,131 4,073

Ezért 99,9%, biztonsagi szinten elveljiik azt a feltevést, hogy az egész soka-
sdgban nem korreldl egymdssal a kedveltségi rangsar és a targybol elért erednié-
nyek rangsora.

Rangkorrelicié az dtlagrangsorral:

Vezessiik be a ,,biralok” altal adott rangsorok egyezésének vizsgalatara a
kovetkezOt! Szamitsuk ki az egves birdlok dltal adott rangsor és az egés:z
évfolyam véleményébdl kialakitott atlagrangsor kozétti rangkorreldcids egyiitt-
hatékat! Az r; rangkorreldcios egyiitthatok abszolut értékének dtlaga,

m

Z [r:l
R— ~ i=1

m

nyilvin 0 és 1 kozotti szam, hiszen minden |r;] 0 és 1 kozé esik
(i=1,2,...,m=17). R=0 akkor és csak akkor, ha minden |r;| =0, tehat nincs
korrelacid a biralok altal adott rangsorok és az atlagrangsor kozdtt. R=1
akkor és csak akkor, ha minden {r;|=1, vagyis mindenki az atlagrangsorral
egyezd vagy tokéletesen ellentétes rangsorolast adott.

Minél kdzelebb van R az 1-hez, annal erdsebb az egyezés az atlagrangsorral.
Minél kézelebb van R a 0-hoz, annal gyengébb. R tehat tekinthetd az atlag-
rangsorral valo egyezés mérdszamanak.

A szikséges szamitdsokat tartalmazza a mellékelt tdblazat. A rangkorrela-
cids egyitthatok kozil csak kettd negativ (két birald véleménye enyhén ellen-
kezik az atlagrangsorral), a tdbbi pozitiv. (A vélemények kisebb-nagyobb
mértékben egyeznek az atlagrangsorral). A rangkorrelaciés egyiitthatok ab-
szolut értékei 0,2 és 1 kozott majdnem egyenletesen oszlanak meg, gyenge—
kozepes—er0s korrelacio az atlagrangsorral egyarant eléfordul. A rangkorrela-
cios egyiitthatok abszolat értékének az atlaga,

R=0,5966

kozepes korrelaciora utal. Mivel a rangkorrelacios egyiitthato értékek szorasa
0,2537, ez R-hoz viszonyitva 43%;-0s relativ szorast jelent. Ez is arra utal, hogy
az atlag, (R) koriil erdsen szorodnak a kapott rangkorrelacios egyiitthatok
abszolut értékei.
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A mellékelt szamitasokat az el6zGekben bemutatott program lefuttatdsa
utan, kiilén végeztiik el.

Feladatkent marad a folyamatabrat ezzel a kiegészitéssel bdviteni (itt az
adatmatrix oszlopait kell kezeltetni a szdmitogéppel).

33. A kovetkezd tablazat az egyes munkasok teljesitménybeli rangsorait
mutatja a kontrollalandé és az wj, kisérleti technologiak alkalmazasa esetén.
(A teljesitményt az egy miiszak alatt gyartott munkadarabok szamaval mér-
ték.)

Technoldgia
Munkés

kontroli 1. IL 111, Iv.

1 1 2 5 4 3

2 5 3 4 2 1

3 1 5 3 4 2

4 2 4 5 1 3

5 4 5 1 2 3
Rangosszegek: 13 19 18 13 12

Feltehet6-e, hogy az 1j technoldgidk nem hoznak javulast vagy romlast a
teljesitményben?

Nullhipotézisiink ellendrzésére y>-probat végziink.

2

X

12 2
Y Sp-3np+1) = (132+19%+ 182+

np(p+1) /=1 5-5-6
+132+12H)-3-5-6 = 3,36 <y3, = 9,5.
A nullhipotézist elfogadjuk, az uj technologiaknak nincs kell6 hatdsa a teljesit-

ményre (sem nem javitanak, sem nem rontanak). A szabadsagfokok szdma
p—1=4volt,

Megjegyzés

a) Ha feltehetd volna az Gj technolégidk szignifikans hatasa, akkor érdemes
lenne az egyes technoldgidkat kiilon-kiilon sszehasonlitani egymassal vagy a
kontrollalandé technolégiaval.
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b) Ha a rang0sszegeket nem , fliggdleges”, oszloponként torténd dsszeadas-
sal készitjiik el, hanem ,,vizszintesen”, soronként dsszegeziink, n-t és p-t felcse-
réljiik, akkor arra kapnank valaszt, hogy van-e szignifikans eltéreés az egyes
munkasok termelékenysége kozt.

4. NEHANY GYAKORLATI ALKALMAZAS

1. Selejtardny-ellenérzé kdrtya. Egy gyartasi folyamat soran a selejtarany a
p=0,02 selejtvalosziniiség korill ingadozik. Ezt a selejtvalosziniséget elfogad-
juk. Ennek ellendrzésére tobbszor n=50-elemii mintat vesziink visszatevéssel.
Maximalisan hany selejtes esetén fogadjuk el a p= 0,02 feltevést?

Annak a valészinlisége, hogy legfeljebb k., selejtes van a mintaban,

kmax kmax lk -1
PX<kp) = 3 (5,?) 0,02+-098%0 % x ¥ —

k=0 k=0 k!

(felhasznaltuk, hogy A=np = 50 - 0,02 = 1). Ennek a valosziniiségnek az érte-
két a 4. tablazatbol tudjuk kiolvasni:

A=np

1,00 368 | 736 | 920 | 981 [ 996 | 999 | 1000

1000 999.9 .
Kodzel —— = 1 | pontosabban: annak a val6sziniisége, hogy p=10,02
1000 1000

esetén maximum 6 selejtes lesz a gyartmanyok kozott n= 50-elemi{i mintiban.
Kb. 0,996 annak a val6sziniisége, hogy maximum 4 selejtes lesz az n=>50-elemil
mintaban. Ha 6-nal 16bb selejtes van, igen nagy, 0,9999 a valosziniisége, hogy
a selejtarAny megnétt. Ha ezt allitjuk, 10000 eset koziil atlagosan 1-szer
tévediink, 9999-szer jot dontiink.

Ennek segitségével selejtarany-ellendrzd kartyat tervezhetiink a p=0,02
selejtvaloszinliség cllendrzésére. Ha 6-nal tobb a selejtesek szama az n= 50-ele-

475



mil mintaban, elvetjik a p=10,02 feltevést, gy tekintjik, hogy a selejtarany
megnétt. A gépet 0jbol beallitjuk. 4 és 6 kozott fokozottabban figyeljik a
gyartast. 4 alatt ¢lfogadjuk a p=0,02 feltevést. A 6 a felsd tiiréshatar, a4 a
figyelmeztetd felsé hatar (53a abra). Ha a pontok a megfeleld tartominyba
esnek, a folyamat statisztikailag kontrollalt.

selejtesek
szama
6 felsd tlréshatar
4 ﬁgyelme.ztetc").hctdr
T ® ® ®
1+ ©® ® ®
-ttt -
1 2 4 6 8 10 minta
sorszama
a)
53a 4dbra

Néha az is eléfordul, hogy nemcsak felsd, hanem also tiiréshatért is szer-
kesztenek, hiszen az a gyartas lényeges javulasara utalhat.

A kildnbozé np értékekhez killonbdzo tiréshatar-értékek tartoznak. Ezek
a tiiréshatarértékek (azonos biztonsagi szint esetén) egy gdrbén vannak.
A 0,999, ill. 0,975-6s valoszinuségi szinten megszerkesztettiik a felsd tlirésha-
tar- és felsé figyelmeztetdhatar-gorbéket. (A biztonsagi szint aprd eltéréseit a
Poisson-eloszlas kézelitd volta okozza.) Also figyelmeztetd-, ill. tiréshatargor-
bét is berajzoltunk (53b abra).

Megemlitjiik, hogy nemcsak a selejtaranyra, hanem a mintaterjedelemre,
atlagra, névleges értéktdl vald eltérésre stb. is szerkesztenek ellendrzokartya-
kat.

Az eljaras fogyatékossdga: csak az elfogadott selejtvaloszintséget figyeli, a
megtiirt selejtvaloszintiséget nem (lasd a mintavételi tervek készitését).

2. Egy gyartasi folyamatnil a megengedett selejtvaloszinfiség p=0,08.
Toébbszor n = 100-elemil mintat véve visszatevéssel, maximum | selejteset tala-
lunk. Allapitsuk meg az 535 abra segitségével, elfogadhaté-e, hogy a selejt-
arany maximum 8% koériil ingadozik!
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felsd figyelmeztetd
tiréshatar  hatar

8 : —7 — 7
6 o |
4 ol ] /V 1

o aiso figyelmez -

L~
1 | tetd natar

-
] / tiréshatar

-

10

08

)

=

Pt

04

0)

00 02 04 060810 2 3 456 810

)

selejtek varhatd szama az n elemU mintaban (np)

b)
53b 4bra

Elfogadhato, az 1 selejt np=8 esctén az also tiréshatar €s az also figyelmez-
tetéhatar kozé esik, Tehat még az is lehet, hogy p<0,08.

3. Tekintsiik selejtszdmnak a kedvenc csapatunk altal kapott golok szamat!
A csapat mérkézésenként varhatd golszama 0,2. Olvassuk le az 53b abrardl,
hogyan mindsitse a vezetd, ha a csapat egy mérkozésen a) 1, &) 2, ¢) 3 golt
kap!

np=0,2. a) Elfogadhatd, b/ fokozottan figyelni kell, ¢) nem fogadhato el,
romlott csapatunk kitling felkésziiltsége.
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4. Egyszeres mintavételi terv. a) Az atado fé] azt allitja, hogy a szallitmany-
ban a selejt valoszinusége, p; = 0,03, a tegfeljebb 5%, selejtet tartalmazo szallit-
manyt az atvevd is elfogadja. n=20-elemil (visszatevéses) mintat valasztva
mennyi annak a valoszinisége, hogy abban a selejtes darabok szama, X legfel-
jebb 4 lesz?

Szamitsuk ki eldszor annak a valdsziniliségét, hogy & selejtes lesz a szallit-
manyban!

20
P(X=k) = ( . ) 0,05% - 0,9520F,

A ,legfeljebb 4 selejtes” valosziniisége az egyes esetek valdszinliségének az
Osszege:

4 720
Px<4) =Y (k) 0,05% - 0,9520*,

k=0

Ennek értékét kiolvashatjuk a 2. tablazatbol.

J4 - n=20
0,05 3 0,9841
4 0,9974 =
= P(X=4)

Igen nagy valosziniiségii tehat, hogy p, = 0,05 selejtvalosziniiség esetén az
n=20-elem{ visszatevéses mintaban a selejtesek szama legfeljebb &, =4 lesz.

Ha tehdt legfeljebb 4 (azaz 0 vagy 1, 2, 3 vagy 4) selejtes darab esetén
atveszem a tételt, ennél tdbbet talalva visszautasitom, akkor tobb, mint 0,99
valosziniiséggel (99%-os biztonsaggal) feltehetem, hogy valoban csak a megen-
gedett (5%) selejtaranyn tételt veszem at, a tobbit elutasitom.

Ha a selejtvalosziniiség még kisebb, mint 0,05, akkor a fentinél még na-
gyobb valésziniiségil, hogy 20-bol legfeljebb 4 selejtes lesz (1. a 2. tablazatot).
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A 99,75% a biztonsagi szint — tehat atlagosan az esetek 0,25%-4ban téved
az atadé. Elofordulhat tehat, hogy megfeleld tételt visszadob a mintavételi
eljaras (els6faju hiba), de csak nagyon kicsi, 25 : 10 000 valosziniiséggel.

Ez igy nagyszerii mintavételi tervnek latszik. Rogton beldtjuk, hogy sajnos
nem az.

b) Az atvevo fél azt szeretné, hogy p,=0,10 megtirt selejtvalészinliségi
(vagy annal nagyobb selejtvaloszinliségil) tételt a mintavételi terv alapjan csak
nagyon kicsi valosziniiséggel vegyen at.

Nézzik meg mindkét tablazatot!

L. tablazat IL. tablazat

n |k =010 oOsszesen 3 Koax n=20
2010 0,1216 0,08 4 0,9817

1 0,2702 0,09 4 0,9710

2 0,2852 0,10 4 0,9568 =

= P(X<4)
3 0,1901 0,8671 0,15 4 0,8298
4 0,0898 0,9569 = 0,20 4 0,6296
= P(X<4)

Az esetek atlagosan 95,79/-aban tehat atvessziik a 109 selejtet tartalmazo
tételt, a meg nem felel6 tétel atvétele (az in. masodfaju hiba) tial nagy valoszi-
niiségll. (A 15%-ot tartalmazo tételt is kb. 839/ valoszintséggel atveszi a terv.)
Az 54. ibra illusztralja, hogy miben jé és miben rossz a mintavételi terv (On.
mintavételi jelleggorbét szerkesztettiink).

¢) Milyen legyen a j6 mintavételi terv (és a mintavételi jelleggorbe)?

Nagy valdszinliséggel engedje 4t a jo (a megengedett selejtvalosziniiségil)
tételt, kis valészinliséggel engedje at a rossz (a megtlirt selejtvaloszindségi)
tetelt.
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Az dtvetel valoszinlisége
* 099% (9568
/ 7

TUl nagy

(p1) (p2)
54. abra

I\ atvetel valdszinlsege

-
selejt-
valoszinUseg

A Gtvetel valoszintsége
™éw. =~ T 101 , [T ..
megfeleld tetel L /Mnntavetell jelleggirbe
} visszautasitdsanak N (n=20, Kmqx=2)
| valdszintisége i :
' T!
[ 0541
' 1
| 1
| |
I TI |
| o) "Jl i
‘ - ———T—— —
= " .
meg nem feleld \pz selejt / o \ 05 10 it
tétel atveteli selej

valdszinliseg P1=006 P, =020

p1 ] [
valoszinusege
a) b)
55ab abra
480

valdsziniség

Az 55¢ abra mutatja a jo mintavételi tervnek megfeleld jé mintavételi
jelleggdrbe alakjat. Az 55b abran felrajzoltuk az n=20, k_,, =2 mintavételi
tervnek megfeleld jelleggorbét. Ez a mintavételi terv azt jelenti, hogy n=20-¢le-
mii (visszatevéses) mintat vesziink, 0, 1 vagy 2 selejtes esetén atvessziik a tételt,
2-nél tobb esetén visszautasitjuk. Az alabbi tablazat mutatja, hogy mekkora
kockazatokat jelent ez p, =0,04 megengedett és p, = 0,20 megtirt selejtarany

esetén:

p selejt- Atvételi valosziniiség Visszautasitas
valoszinfliség (n=120, k_,,=2 esetén valosziniisége
0 1,000
0,02 0,993
p,1=0,04 0,956 0,044 = atado, k,
0,06 0,885 kockazata
0,08 0,788 (els6faju
0,10 0,677 hiba)
0,15 0,405
p2=0,20 0,206 = atvevd, k,
kockazata
(masodfaji
hiba)
0,25 0,091
0,30 0,036
1,00 0,000

A mintavétel képletekkel leirva a kovetkezét jelenti:

— Nagy valoszinlséggel atvesszilk a tételt, ha a selejtes darabok szdma
X<k, megfeleld tétel atvételi valoszinisége:

P(Xé kmax) = z

(Z)P’f (1=p)* =

1-hez kozeli érték = 1—ky;

— kis valésziniiséggel vessziik at a tételt, ha az meg nem feleld (selejtvaldszi-
niiség = p,); meg nem feleld tétel atvételi valdszinlsége:

kmax

k=0

z (,’:) P5(1— pa)" * = 0-hoz kozeli érték = k,.
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d) Az n=20, k= 2 mintavételi terv tehat kis valosziniiséggel engedi at a
meg nem feleld tételt (1 — 0,956 = 0,044 valoszintiséggel), 0,206 valosziniséggel
engedi at a megtirt (p,=0,20 selejtvalosziniiségii) tételt. Ha ez utobbi nem
felel meg az atvevOnek, akkor tovabb kell javitani a mintavételi terven.

e) Brdekesebb ugy kialakitani mintavételi tervet, hogy az atadé és az dtvevd
fél megegyezik:

- az elfogadott selejtvaldszintiségben, p, =0,01;

— a megtlrt selejtvalosziniiségben, p, = 0,04,
Néhany javitott mintavételi terv:

- a megfeleld tétel atvételi valoszinliségében, legyen ez pl. 95%;
— a rossz tétel atvételi valosziniiségében, legyen ez pl. 5%

A fentiek biztositasdra milyen elemszama mintat vegyiink; maximalisan
hany selejtes termék esetén vegyiik at a szallitmanyt?

szam szama, szdma, | sziniiség, l]:’)esl;izf:;z- valc;ggmu- n’ek'a va- mlt%?;,veml Z ( k) 0,01 . 0,99" = 0,95,
n max P ge Dy losmgréuse- értékelése k=0
kfx " 10,04 0,96"* = 0,05.

1. 25 1 0,02 10,9114 0,15 |0,0931 | Elfogadhato terv, K=o \K ’ ’ ’
;a___ 0,15 megen- Az egye}llf:tfendszerben n é§ k,,m az ismeretlenek. Tablazatok segitségével
gé dhetd va%il :zamxtogepéprogra’m ieglt§§g’<':vel egy }anOldéS: nl =261, ]]Cgmax ﬂkS.f X

e , erv na, iztonsagot nyajto, szigoru mintavételi terv. Ennek fejében

2. 100 10 005 (0,986 | 0,10 10,583 | Lejjebb SZOl‘ltO’t n,lk nagy (261) elgei[nszémﬁ minta glejgvizsgé%ését koveteli meg. :
Pyt de ?nnek aran /) Nemcsak a hibas darabok, hanem a hibas méretek, kilogrammok szdma
;’é:gfi‘::g;l? :/ZTZZ stb. is lehet minsité hatar.
sziniisége F“l nagy. 5. Tébbszords mintavételi terv. a) Az egyszeres mintavételi tervet mar ismer-
Ha ez ba), a ’terv tettiik. Ott egyetlen probacsoport alapjan kell donteni, hogy a tétel megfelelé-e
nhem t’,oga.dhfito ’el vagy sem. Lattuk, hogy a megvizsgalandé minta elemszama tul nagy lehet.

3. 200 10 0,03 10,957 | 0,10 10,011 n t’ovabbl n?velese b) Ezen segit a kétszeres mintavételi terv. Ott kisebb els6 csoportot kell
aran les'zorlytot}uk venni, mint az egyszereshez, és masodik prébacsoportot nem kell minden
arossz ,tete’:l %t‘,’et,e' esetben kivenni. A dontéshez sziikséges mintaelemszam altalaban kisebb, mint
L valosznpuseget. az egyszeres probanal.
Ha a gmi::ltalzgtlet:l Bemutatunk egy ilyen kétlépesds probat.
nem nagy -
séges, a terv jo

4. 200 10 0,03 10,957 | 0,08 |0,077 | Az elébbi terv mo- ) ) o i L
dositasa: ?, foko- Ylsszatevessel n1’=20-elemu mintat vesziink. Legyen az elsé mintiban a
zatos leszoritasa- selejtes darabok szama k.
val a rossz tétel at- Ha k,<co=1,a tételt_ étvess;ﬁk.
vételi valoszintisé- Ha c;q<k,<¢,{ =35, jabb mlgtét vesziink.
ge (sajnos) nd Ha llc} =¢y = 5: a tételt elu}asitjuk. o o

5 200 10 0,03 0,957 | 0,07 {0,176 Ha' ujabb mintat kell venniink, akkor #,=25 db-ot kivalasztva vizsgaljuk

a selejtes darabok szamat, k,-t,
Ha k, +k, £ ¢;5 = 6, a tételt atvesszik.
482 Ha k;+k, 2 ¢;0+1 = ¢;; = 7, a tételt elutasitjuk,
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Az els6 mintanal tehat vagy dontiink, vagy eloddzzuk a dontést. A masodik
minta vétele mindenképpen dontésre vezet.
Nézziik meg, hogy mennyi egy tétel atvételének a valdsziniisége:

Pk, <1 vagy (1<k,<5és k,+k, < 6)] =
= P(A+BC) = P(4)+ P(BC) =

— Z (Zi)pkl(l—‘p)"l—kl-*—

—

ki=0
4 6—k1 n _
+ Z [(Zl) pkl(l _p)'ll‘kl z (k2> pkz(l _,_p)m kz:l .
k=2 1 k2=0 2
(.
kitkz2 26

A mésodik szummahoz gondoljuk meg, hogy k, =2 vagy 3, vagy 4, adott
k, értékhez k,-t Ggy kell megvalasztani, hogy k, +k, < 6 legyen, ha pl.

ky=2, akkor k,=0 vagy 1, vagy 2, vagy 3, vagy 4;
k, =3, akkor k,=0 vagy 1, vagy 2, vagy 3;
k,=4, akkor k,=0 vagy 1, vagy 2.
Az egymast kizaré események dsszegének valoszinliscgol viszont az egyes
valésziniiségek Osszegébdl szamithatok ki, a B és C egyiittes bekdvetkezésének
valdszintisége a fiiggetlenség miatt az egyes valoszinlisegek szorzata.

1. tablazat n, =20 II. tablazat n, =25 II. tablazat n, =20

=(,20 Sk P (4)=0,0692
kle 6—k, (21)‘"’“(1 —pmr hz:O (kz P + szorzatok
X (1 _P)m—kz

2 4 0,1369 0,4207 0,0576
3 3 0,2054 0,2340 0,0481
4 | 2 0,2182 0,0982 0,0214
Osszesen: 0,1963

p1=0,05 P(A)=10,7358

+ szorzatok
2| 4 0,1887 0,9928 0,1873
3 3 0,0596 0,9659 0,0576
4 1 2 0,0133 0,8729 0,0116
Osszesen: 0,9923
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A keresett valoszinlségeket az 1. és a I1. tdblazatbol lehet megkapni.
Legyen az eclfogadott selejtvaloszindség: p,=0,05, a megtirt: p,=0,20.
Neézzik meg, hogy a kétlépcsds terv mekkora valoszinlséggel engedi 4t a j6
és a rossz tételeket!
n, =20, ¢i0=1, €11=5,
n,=25, €20 =6, €31 = Cot1 =17,
p.=0,05 p2=0.2

A kétlépcsds terv 0,1963 valoszinliséggel bocsatja at a megtirt selejtvaloszind-
ségll rossz tételt, 0,9923 valdsziniiséggel a megengedett selejtvalosziniiségil j6
tételt. Ha ezek az adatok elfogadhatoak, dolgozzunk ezzel a tervvel!

¢} Ugyanugy alkalmazhatunk tobbszords mintavételt is. Ahanyszoros a
mintavételi terv, annyiadik vizsgalatnal feltétlen déntéshez kell jutnunk.
A szamolas helyett azonban nézze meg az Olvasd az MSZ 247/1-75 ., Tomeg-
cikkek matematikai statisztikai minésitése, Probavételi tervek” c. szabvanyt.
A szabvany hasznalatardl csak izelitt adunk. A szabvany tartalmaz egyszeres,
kétszeres és tobbszoros mintavételi terveket.

A feladatot normalis prébavételi tervvel kell kezdeni, a 10. oldalon meg van
adva, hogy mikor kell ttérni szigoritott tervre vagy enyhitettre.

A szabvanyban az M1 tablazatbol megallapitandé a kulcsjel, ez a vizsgalat-
nak még egy szigorusagat szabalyozza. Az M1 tablazat I1. fokozatud altalinos
vizsgalati szintjéhez tartozo tablazatrészlet itt lathato:

Kulcsjel II. fokozati
Tételnagysag altalanos vizsgalati
szint esetén

- 25 C

26— 50 D

51— 90 E

91- 150 F
151- 280 G
281- 500 H
501- 1200 J
1201- 3200 K
3201- 10000 L
10001- 35000 M
35001-150 000 N
150 001500 000 P
500000 felett Q

Mellékelten kozoljitk a szabvany M6 tablazatat, amely kétszeres tervtipuso-
kat tartalmaz normal vizsgalatra. (A névleges hibaszazalék legnagyobb értéke
10, mig a szaz egységre esO hiba 0,010-161 1000-ig terjed.)
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Prébamennyiség Névieges hibaszazalék normalis vizsgalatnal)
— | ki- legyiitte-
£ | veends | sen 0,010{0,015 {0,025 0,040 | 0,065} 0,10 | 0,15 | 0,25 | 0,40 | 0,65 | 1.0 151254065 (10| 15| 25| 40 | 65 | 100 | 150 | 250 | 400 | 650 | 1000
.‘: db m pm nim nlm nlm nflm nfjm n|lm nlm n|lm n|lmn m npym anm agm nim n|lm njmalm plm nlm nlm anjm n|lm nlm nlm n
A r ’— r v * v * | x| x| x| * | x| x| kx| *x
B 2 2 % 0 200 31 42 5|3 715 9f 7 1111 16}17 22[25
2 4 A 1 2[3 4f 4 5[ 6 7[8 912 13[18 19]26 27|37 38[56 57
c 3 3 * v020314253759711111617222531
3 6 A 1 2|3 4[4 5|6 7|3 912I318|9262737385657/\
b 5 5 * vozoa14253759711111617222531
5 10 AN I234456789121318I9262737385657/\
E 8 8 v* v0203I425375971|111617222531
8 16 A l234456789]2131819262737385657/\
F 13 13 \/* v0203]4253759711“16
13 2 A 123445678912!318192627/\/\/\
G 20 20 V* v 0 20 3|1 42 53 75 9/7nfnie
20 40 A 1234456789121318192627A
H 32 2 v* VOz 0 3)1 42 53 7[5 9711|1116
32 64 A 12 34456789121318192627/\
J 50 50 v* vozoz 1 42 513 7|5 9| 71111 16
50 100 A 1 2|3 4 4 506 7|8 9]12 13]18 19]26 27
K 80 80 \/* v020314 2 503 715 9] 711{1116
80 160 A 1 2[3 4|4 5 678912]318192627/\
L o1 125 V* v02031425 3 715 9 711|016
125 | 250 A 123 44 5|6 7 8 9121318192627/\
M| 200 200 \/* VO203;42537 s 9| 7 11|11 16
200 | 400 I 2/3 4[4 516 7|8 9 121318192627/\
Nl 35| 3is v* VO20314253759 7 11|11 16
315 | 630 FARAN 1 2[3 4|4 5|6 718 91213 118 19|26 27
P 500 500 v * v0203 1 4{2 513 715 91711 1116
500 | 1000 VAN 1 203 4fa4 5|6 708 91z 131819 26 27
o 0| 8w | v0203|425375971|11|6
800 | 1600 1 2(3 4|4 516 718 912 13)18 19|26 27
| 1250 | 1250 o 210 301 4[2 5[3 75 9] 7|16
1250 | 2500 [£_\ 123445678912]318]92627A _J____J_________‘__j
Y anyil alatt legel6szor talalhato tervet kell alkalmazni. Ha a probamennyiség 6. Egy arucikk ellenbrzésénél aitalanos vizsgalati szint I1. fokozatu szigora-
meghaladja a tétel nagysagat, akkor szazalékos vizsgalatra van szitkség. A a saggal akarunk eljarni. Egy tétel 200 db-ot tartalmaz. Elfogadott selejtvaldszi-
nyil felett legeloszor talalhato tervet kell alkalmazni. m a megfelelé darabok niség: p, = 10%, (=0,10). Készitslink kétszeres mintavételi tervet!

szama. n a nem megfelelé darabok szama. * egyszeres tervtipust kell alkalmaz-
ni (vagy alabb levo kétszeres tervtipust, ahol az rendelkezésre all).
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A II. fokozatnak, a 151-280 kozti tételnagysagnak az M1 tablazatban
G kulcsjel felel meg. Az M6 tablizat megfeleld részlete:

Kulcsjel | Kiveend | Névleges hibaszazalék
py=0,10
m (]
G 20 3 7
20 8 9

Ebbdl lathato, hogy a kiveendd probamennyiség az 1. mintanal n, =20, a
masodiknal n, =20. Ha az cls6 mintiban maximalisan 3 selejteset taldlunk, a
tételt dtvessziik, ha 4, 5, 6 darabot, (ij mintat vesziink, ha 7 vagy t5bb a selejt,
a tételt visszautasitjuk. Ha a masodik mintdban és az els6ben egyiitt talalt
selejtes darabok szama legfeljebb 8, a tételt atvesszilk, 9 vagy tdbb selejt esetén
visszautasitjuk.

A szabvinyban megtaldlhatok az adott kulcsjelhez tartozo jelleggdrbék,
alattuk a jelleggdrb¢k néhany pontjanak a tablazata. Példaul a G kulcsjelhez,
10%;-0s selejtvalosziniiséghez tartozd gdrbe néhany pontja;

Atvétel Selejtvalésziniiség,
valdszinlisége, %, Ya
99,0 9,75
95,0 13,1
50,0 23,7
25,0 29.0
10,0 34,1

Ebbdl kiolvashato, hogy a 0,0975 selejtvaloszinlségii, jo tételeket a fenti
kétlépesds terv 0,99 valoszinliséggel, a 0,29 selejtvalosziniségl, rossz tételeket
0,25 valoszinliséggel veszi at a mintavételi terv. (Ugyanezek az ott talalt OC
gorbérdl — Operating Characteristic gérbérdl — is nagyjabol kiolvashatoak.)

7. Mit jelent a G kulcsjelil, normalis vizsgalatnal az n, =20, ¢;0=2, ¢;; =5,
1, =20, c,0=6, c;; =7 kétszeres (kétfokozat) mintavételi terv? p; =109,
P> =30% selejtvaloszinliségli terméket milyen valosziniiséggel enged at a terv?
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Mennyi az atado és atvevd kockazata, vagyis az elséfaju és masodfaji hiba
valosziniisége?

El8szor 20-elemi mintat vesziink, maximum 2 selejtes esetén a tételt atvesz-
szitk, minimum 5 selejt esetén visszautasitjuk, 3 vagy 4 esetén masodik mintat
vesziink (jbdl 20 elemmel). Ha az els6 és masodik mintaban maximum 6 a
selejtes, a tételt elfogadjuk, 7 vagy tobb selejt esetén visszautasitjuk. Az atadod
kockazata (az els6faju hiba valoszinlsége) az clfogadott 109, vagy kisebb
selejtvaloszinliségli tételek visszautasitasanak a valoszintisége, ez 19, Az atve-
v6 kockazata (masodfaji hiba valOszinlisége) a megtirt 30% vagy annal
nagyobb selejtvalésziniiségil tételek elfogadasanak a valosziniisége, ez 227,

8. Mit jelent a kovetkezd, G kulcsjelhez tartozo kétfokozatll mintavételi
terv?

Megfeleld | Nem megfeleld
darabok szdma

Kiveendé

10
il
12
14

o0 00 OO0 OO0 00 OO OO0
WO~ W=D

—_— —

Elészor 8-elemd mintat veszink, 0 selejt esetén elfogadunk, 4 vagy tébb
selejt esetén visszautasitunk. 1-2-3 selejt esetén masodszor is 8-clemii mintat
veszink. Ha az elsé és masodik mintaban egyiittvéve maximum 1 selejtes van,
elfogadunk, ha minimum 6, visszautasitunk. Egyiittvéve 2-3—4-5 selejt esetén
harmadszor is 8-elemil mintat vesziink. Ha az els6, masodik, harmadik minta-
ban egyiittvéve maximum 3 selejtes van, elfogadunk, minimum 8§ selejt esetén
visszautasitunk. Egylittvéve 4-5-6-7 selejt esetén negyedszer is 8-elem{ mintat
veszilnk, és igy tovabb. Megjegyezzik, hogy az atado-atvevd kockazata
p.=0,10, p,=0,30 esetén nagyjabol ugyanannyi, mint az elézo feladatban.
(Az egyszeres, kétszeres, tobbszdras tervtipusok jelleggorbéi azonos kulcsjel
esetén nagyjabol egybeesnek.)
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9. Golyosorso-golyosanya farasztasi vizsgalatinak eredményei (anyag:

C60 orso, csiszoltbekezdésli anyaval farasztva):

Sorszim, i vloscinisis, pi | srhsemedsésse, W10’
1 1/16 = 0,0625 0,256 60
2 1/16 = 0,0625 0,406 56
3 1/16 = 0,0625 0,472 89
4 1/16 = 0,0625 0,506 16
5 1/16 = 0,0625 0,507 02
6 1/16 = 0,0625 0,508 14
7 1/16 = 0,0625 0,524 62
8 1/16 = 0,0625 0,566 12
9 1/16 = 0,0625 0,611 76

10 1/16 = 0,0625 0,620 41
11 1/16 = 0,0625 0,659 75
12 1/16 = 0,0625 0,688 94
13 1/16 = 0,0625 0,91077
14 1/16 = 0,0625 0,973 04
15 1/16 = 0,0625 1,028 04
16 1/16 = 0,0625 1,073 31

(Azigénybevételi szam megmutatja, hogy hanyadik fordulatnal kovetkezett be

a torés.)

Szerkesszilkk meg az N; igénybevételi szam eloszlasfiggvényét! Mekkora a
107, 15,99, 50%, Osszegezett torési valdsziniiséghez tartozé Nyg, Nis.o, Nsg
igénybevételi szim (élettartam)? Mekkora S(N) = Nso— Nys.o?

Mekkora az igénybevételi szam varhato értéke, korrigdlt szorasa?

X=064463,313, s* =23 485,567. A keresett értékek koriilbelill a kévetkezdk:

N1p=40000, ¥,50=45000, N5 =60 000, S(N)=15 000.

10. Egy iparvallalat 14 havi villamosenergia-felhasznalasa (W) és a termelt
mennyiség (T) kdzotti Osszefiiggést (az un. enmergiafelhaszndldsi fiiggvényt)
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keressiik linedris regresszios fiiggvény formajaban! Az adatokat 1. a tablazat-

ban.

W, kWh |42 010

31 654

33858

37263

43 289

51627

49 671

T, kg |36445

30911

33883

31394

49 652

48 418

52722

W, kWh {16 523

54 673

47 500

50 000

66 245

68 696

62753

T, kg |19 348

40 687

48 898

55574

45692

44 989

34 693

Keressiik meg W-t mint T fliggvényét a feltételezett linearis regresszid
alapjin! Becsiljuk meg, hogy T=60 000 kg elérésé¢hez varhatéan hany kWh

energia szitkseges!

W = 0,8698T + 11 240, T= 60000 csetén W'=63 428.

11. Gordiilécsapagyak élettartamat vizsgaltak. A mérési adatok:

Elettartam
osztalyok
(10°
fordulat) | 1 5 | 2.3 |34 |45 |56|67]| 78|89 910
Gyakorisag | 1 2 5 7 10 7 5 3 1

Stiriségfiiggvénnyel szemléltethetd, hogy az élettartam jo kozelitésben nor-

mal eloszlasu.

95% biztonsaggal milyen megbizhatosagi intervallum tartalmazza az élet-
tartam varhatoé értékét? Becsiilje meg annak a valészintiségét, hogy a csapagy

5-10° fordulat alatt elkopik!
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x=5,5732, s*=1,80818 (10°fordulat),

s*

= 32%,

5,0025£m<6,1439,
P(X<5)=F(5)=0@(—0,317)=0,3735,

azaz varhatoan az esetek 37%;-aban lesz az élettartam Stszazezer fordulatnal
kisebb.

Megjegyzés

A gordiilécsapagyak mindségére a csapagygyarak igen nagy hangstlyt
fektetnek, hiszen ez az autok, motorok meghibasodasaval szorosan dsszefiiggd
tényezd. Legtobbszor Weibull-eloszldssal kdzelithetd, néha normalissal, néha
log-normalissal.

12. Egy revolver-esztergapad altal gyartott rudak atmérdjének eloszlasa
clézetes tapasztalatok alapjan jol kozelithetd normal eloszlassal. A mérési
adatok az 4tmér6re (mm-ben): 14,9 — 150 — 15,0 — 15,1 - 15,1 - 15,1 — 15,2
-152-152-152-153-153-153-154 - 15,4 - 15,5.

Meglelelnek-¢ a rudak az cléirdsnak, amely szerint az egész sokasagban a
rudak varhaté ériéke 15,4 mm?

x=15,2, 5*=0,1633,

15,2—15,4
16— =

[t} =
0,1633

= 4,8989>1,, = 2,131,

>199,6 = 4,073,

az my=15,4 feltevést nem fogadjuk el!

13. Bizonyos izzok élettartama normal eloszlassal jol kzelithetd. A kétféle
technologiaval eléallitott izzok élettartamara az alabbi adatokat kaptak (ora-
ban):

I. technologia  II. technologia

x,= 1000, x5 = 1050,
51 =10, s¥=12,
n, =12, n,=13.
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Feltehetd-¢, hogy a két technologia egyforman jo izzokat gyart (pontosab-
ban: azonos normal eloszliasu-e a két valtozo)?

F_ W = ],44<F95 - 2,79,

a szorasok egyezése elfogadhato (a szabadsagfokok: n, — 1 = 12ésn;—1 = 11).

[ 1000 — 1050/
-1e+12 122, 1 1
12+13-2 12 13
a varhat6 értékek egyezését elvetjiik 99°% biztonsagi szinten. A Student-tabla-
zat megfeleld részlete:

t] = = 11,2638 > tgo = 2,807,

n=f+1 90, 999
24 1,714 2,807

A két mintabé! feltehetd, hogy a II. technolégia jobb, nagyobb varhato
élettartami izzokat eredményez.

14. A metrdban cstcsforgalmi idében az elvart atlagos menetid6 (a kovetési
id8 varhatd értéke) két allomdas kdzt my, =3 perc. A mért értékeket egy ora
mutatja, a megfigyelt értékek percben:

12012,112212612612,6[12,712,712712,8/2,8(2,8]29]3,0]3,1]
31131\32\32!32!33133|34F36|37|38\44perc

a) Szemléltessiik, hogy a menetidd kozelithetd normal eloszlassal! &) Sza-
mitsuk ki, mennyi a valosziniisége annak, hogy a menetidé 3 perc folé esik!
c) 95% biztonsagi szinten dontsik el, felteheté-e hogy a varhaté menetidd
valoban my=13 perc!
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a) Az adatokat
2,0-2,5-3,0-3,5-4,04,5

hatarokkal rendelkez6 osztalyokba sorolva, a gyakorisagok:

3-10-10-3-1 (n=27 adat),
ezek normalitasra utalnak. Ha
2,0-2,4-2,8-3,2-3,6-4,0-4,4

hataroknak megfelelo intervallumokba sorolunk, akkor is jol latszik a norma-
litas, mert a gyakorisdgok:

3-6-8-6-3-1.

A siriiséghisztogram felrajzolasit az Olvasé az eddigiek alapjan kdnnyen
elvégzi.
b) x=29963 pere, s*=10,2588,

P(X23) = 1-P(X<3) = 1-p[ 2229993 _ 0,4972.
0,5288

A minta alapjan kozel 509;-ra becsiilhetjiik annak a valosziniiségét, hogy
a szerelvények kovetési ideje nagyobb az eléirt 3 percnél (legaldbbis a megfi-
gyelt idészakban).

c) Feltételezhet$-¢, hogy a teljes izemidé alatt (az egész sokasagban) telje-
siil az my=3 perc el6iras? Egymintas ¢-probaval dontiink:

|/2—7 2,9963~3

lt| =
0,5288

= 0,0364 < 1o,

2,056,

<tgo = 1,315,

az egész iizemidoben mar feltehetSen teljesiil a 3-perces el6iras.

15. Egy manipulator palyakovetési pontossagdnak vizsgalatanal a manipu-
lator megfogojanak egy eldirt egyenestdl valod tavolsagat mérték, kiilonbdzd
idopillanatokban. Az eldirt tavolsag és mindségi elbirdsa 12,8 + | mm. A mért
tavolsagokat osztdlyokba sorolva, a gyakorisagokkal egyiitt az alabbi tablazat
tartalmazza;
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Sorszdm| Osztalyhatdrok, mm Gyakorisag
1, 10,6 — 11,0 4
2. 11,0 - 11,4 13
3. 114-11,8 55
4, 11,8 - 12,2 118
b 12,2 - 12,6 202
6. 12,6 — 13,0 241
7. 13,0-13,4 212
8. 134 - 13,8 121
9. 13,8 - 14,2 29
10. 14,2 — 14,6 12
11. 14,6 — 15,0 5

a) Hatdrozzuk meg az eltérések atlagat, korrigalt szorasat ¢s relativ szora-
sat!

b) A siirliséghisztogram megszerkesztésével mutassuk ki, hogy a meért ada-
tok eloszlasa jo kozelitéssel normal eloszlas!

¢) 95%-os biztonsagi szinten milyen megbizhatosagi intervallumba esik az
egész sokasag varhato értéke?

d) Szamitsuk ki, hogy milyen szazalékban nem teljesitette a manipulator a
minéségi eloirdsokat!

a) Helyettesitsilk az adatokat az x; osztalykézepekkel (f=1,2,..,
n = Xf, = 1012), ekkor:

sy, = 12,7759 mm,
h

X =
1 2 ‘
§* = —Tzﬁ(x(—x) = 0,6594 mm,
pe
.
% = 00516,
X

az 5%-os relativ szoras elég kicsi.
b) A siuriiséghisztogram a normalitast jol mutatja (gyakorisagokbdl mar
lathato). Megszerkesztését az Olvasora bizzuk.
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¢) A megbizhatdsdgi intervallum fél hossza:

= 0,0406 mm,

igy az m varhatd érték megbizhatosagi intervalluma 95%;-0s szinten:
(12,7353; 12,8165).
d) P(11,8<X<13,8) = F(13,8)— F(11,8),

F(13,8) = 9(1,55) = 0,9332,
F(11,8) = @(— 1,48) = 0,0694,

igy a robotkéz (manipulator) beallitasa 86,38%-ban az eldirasnak megfeleld
pontossagot eredményez, 13,62%,-ban nem.

16. Egy gépgyarban egy d méter hosszu tengelyre alkatrészeket kell felhe-
lyezni (szorosan egymas mellé). Ha az eldirasnak megfelelden késziil el az n
darab alkatrész, akkor a tengelyre felfér. Az egyes alkatrészek hossza (tengely-
iranyban) X,, X,, ..., X, kiulon-killén foggetlen, normal eloszlasa véletlen
valtozd, m,, m,, ..., m, varhato értékkel, o,, 5, ..., g, szorassal.

Varhatoan az esetek hany szazalékaban férnek fel az alkatrészek? (Ekkor
ugyanis nem kell potlolagos javitas.)

Beszéltiink mar arrdl, hogy fiiggetlen, normal eloszlasu valtozok X Ssszege
(X = XX;) maga is normal eloszlasu,

m= Zmy
varhato értékkel,
g = Lol

szorasnégyzettel. (A szummazasok mindeniitt /= 1-t6l n-ig mennek).
fgy annak a valésziniisége, hogy az alkatrészek &sszhossza nem lesz na-
gyobb, mint a tengely teljes hossza, a kovetkezo:

P(XSd) = Fld) = & d_zmi)
( = - VZT,Z .
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Ezzel a keresett valoszinliséget megkaptuk. A kapott altalinos képlettel
tobb tengelyméretre, tobb alkatrésztipusra ki lehet szAmitani a raférés valdszi-
niiségét.

17. Egy kis miihely x; m> vizet fogyasztott és a fogyasztisbol y; %-ot
hasznalt fel kozvetleniil a termelés céljaira. A kdvetkezd adatokat mérték:

x,m® 597, 627, 710, 784, 850, 914,
Yo ¥ 448, 45,6, 49,6, 50,7, 52,5 53,8.

Keressiink linearis regressziot a két valtozo kdzott!

A pontokat a legkisebb négyzetck elve alapjan legjobban megkdzelitd figg-
vény:

y = 14,4657 +0,0469x.

Ebbdl lathato, hogy | m? vizfelhasznalas-novekedés a kdzvetlen termelésre
forditott vizfelhasznalast 4,69%-kal néveli.

18. Egy uzem y; GJ hot hasznalt fel és ebbél x,%-ot gépcsarnokai fiitésére
forditotta. Hatdrozzuk meg a mért adatokat legjobban megkdzelitd

y=at+bx+cx?

masodfokil polinom egyenletét! Az adatokat a kovetkezd tablizat mutatja:

¥ x, x% 3 x X3 xty;

175 | 51 26,01 132,651 676,5201 892,5 4551,75

71| 64 40,96 262,044 | 16777216 | 17345 11 100,16

49 | 15 56,25 421,875 | 31640625 | 3367,5 25256,25

483 | 87 75,69 658,503 | 57289761 | 42021 36 558,27

614 | 98 96,04 941,192 | 92236816 | 6017,2 58 968.56

823 | 11,0 121,00 1331,000 | 14641,0000 |  9053,0 99 583,00
1049 | 122 | 148,84 1815848 | 245943456 | 127978 | 15¢ 133,16
1321 | 134 | 17956 | 2406104 | 32341,7936 | 177014 | 23719876
1475 | 149 | 2220 3307,949 | 492904401 | 219275 [ 32746475
2260 | 173 | 29029 | 5177717 | 842582841 | 388720 | 65605540
2910 | 23,3 | 54289 | 12649,337 [294810,5521 | 67803,0 |1 57580990
Osszesen: 11830 | 1296 | 1799,54 | 29104,320 |520407,3774 | 184368,4 |3 18867996
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A normdlegyenletek:

11830 = tla+129,66+1799,54c,
184 368,4 = 129,6a+ 1799,545+29 104,320c,
"3 188 679,96 = 1799,54a+ 29 104,320+ 520 407,3774c,

ahonnan a=2115,312, b= —321,200, ¢=16,776, vagyis y = 2115,312—
—1321,200x + 16,776x2.

19. Hatarozzuk meg a hazai gépipar energiafelhaszndlasi fiiggvényét linea-
ris és parabolikus trenddel (a pontokat a legkisebb négyzetek elve alapjan
legjobban kozelité egyenessel, ill. parabolaval)!

Hogy kisebb szamokkal kelljen dolgozni, a ¢ év helyett vezessiik be az
x = t—1957
valtozét (minden ¢ értékbél levonjuk az atlagat)! Ezaltal azt is elérjiik, hogy
a normalegyenletckben
Zx;=0, Zxi=0

lesz, igy 2 normélegyenletek egyszeriisddnek.
Az energiafelhasznalds adatait és a szamitasokat a kovetkezd tablazat
tartalmazza:

Energiafel-
haszndlas, Trendérték
w
s x =t 2 4 2
Ev. ¢ —1957 = ox W x*w .| parabo-
linearis likus
10% keal/év trend, | 4
Vil
1953 —4 3584 |16 | 256 — 14336 57 344 3233 3664
1954 -3 3422 9 81 - 10 266 30 798 3272 3379
1955 -2 3388 4 16 - 6776 13552 3311 3187
1956 -1 2976 1 1 — 2976 2976 3350 3087
1957 0 2978 | O 0 0 0 3389 3080
1958 +1 3167 1 1 + 3167 3167 3428 3165
1959 +2 3337 | 4 16 + 6674 13348 3467 3343
1960 +3 3725 | 9 81 +11175 33 525 3506 3613
1961 +4 3920 |16 | 256 +15 680 62720 3545 3976
Osszesen: 0 30497 |60 | 708 + 2342 217430
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Linedris esetben a normalegyenletek:

30497= 9q,
2 342= 60.

Innen a=3389, h~39.
A linearis trend:
W, = 3389+ 39x = 3389+ 39(r— 1957),

Parabolikus kézelitéskor a normalegyenletek:

30 497 = 9a+ 60c,
2342 = 60b,
217 430 = 60a+ 708c.

Innen a=3080, b~ 39, c=46,3.
A trendfiiggvény:
W, = 3080+ 39(: — 1957) + 46,3(t— 1957)2.

A mérési pontokra a parabolikus trendfiiggveny jol illeszkedik, a lineéris
kevésbé (56. abra).

10%kcallev
3800
m
-g
S 3600 - , o
ﬁ Evi adatok Linearis trend
8 3400
L
g
8 . 3200
g'T Parabolikus trend
S | 3000 F I | |
0 | | | | f | | |
1953 1955 1957 1959 1961
56. abra
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20. A borkonfekcio-iparban Magyarorszagon jelenleg még haromféle terme-
1ési modszer létezik: a) egyedi termelés (kisipar, egy munkadarabot egy ember
készit el), b) csoportos termelés (tobb ember kdzotti szélesebb munkamegosz-
tassal), ¢) futoszalagos termelés (a futoszalag mentén torténd még szélesebb
munkamegosztassal).

Az alabbiakban vizsgaljuk az El. 41-es taskdnal a futdszalagos és csoportos
termelés fajlagos kéitségeinek alakuldsdt. Az egyik valtozo az el6allitott darab-
szam, a masik valtozo a taska fajlagos anyagkdltsége (Ft/db).

A mérési adatok alapjan adéd6 pontokat abrazolva lathatd, hogy mindkét
esetben jol kozelithetok a pontok egyenessel.

A regresszids egyenesek metszéspontjanak kiszamitasaval adjuk meg az un.
szériahatarpontot (vagyis az! a darabszamot, amely alatt a csoportos termelés
gazdasdgosabb, utdna pedig a futdszalagos).

A szamitégépes futtatast a mar kozolt linearis regresszios programmal
végeztilk. A bemend adatokat és a szamitas eredményét mutatjuk be az
alabbiakban.

Az egymas utdn kdvetkezd (X, Y) adatparok az dsszetartozd darab és Ft/db
fajlagos koltségek.

1. Futészalagos termelés: a mérési pontok szama 13.

X |500(625|750(875(1000|1125|1250 1375|1500 [ 16251750 (1875|2000

y (19,8 16 [15,8(13,8/ 13,8 | 12,9 [12,4| 12 |11,6[11,2] 11 |10,7 10,5

X ATLAG= 1250

Y ATLAG= 13.1923077
MEREDEKSEG M =-543736261E43
KORR.EGYH.=-.916866274

Y ERT. SZORASA = 2.57187793
MARADEKOK SZORASA= 143139226
T ERTEK =-7.57617021
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2. Csoportos termelés: a mérési pontok szama 13,

x 1500]625|750|875(1000(1125]1250(1375|1500(1625|1750 18752000

v 117,6/16,2/114,9] 14 | 13,5} 13 [12,8|11,8|12,4| 12 [11,9]11,8|11,6

X ATLAG= 1258

Y ATLAG= 13.3461539
MEREDEKSEG M =--3 4991099E-03
KORR.EGYH.=-.90651323

Y ERT. SZORASA = 1.80065915
MARADEKOK SZORASA= .768218701
T ERTEK =-7.12156594

A két regresszios egyenes egyenlete:

(Futoszalagos termelés) y = —0,005037(x—1250)+ 13,192 308,
(Csoportos termelés) y = —0,003 490(x — 1250)+ 13,346 154,

azaz y = —0,005037x+ 19,489 01,
y = —0,003 490x+ 17,708 79.

Szamitsuk ki a két egyenes metszéspontjanak abszcisszajat:

1,780 22

X = —————— = 1150,5684.
1,5472527 - 1073
1150 darab vagy kevesebb taska esetén érdemesebb a manualis, csoportos

termelést folytatni, 1151 db vagy tobb taska esetén ra kell térni a futészalagos
termelésre.

21. Egy rendszer harom fiiggetler komponensbdl dll. A komponensek
mindegyike p valoszinliséggel miikddik. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy

a rendszer miikodik, ha a komponensek a) sorosan, b) parhuzamosan kap-
csoltak?
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a) p% b) 1—(1—p)>.

a-hoz: A sorbakapcsolt komponensekbdl allé rendszer csak akkor miko-
dik, ha mindegyik komponens miikodik. Ennek valésziniisége — a komponen-
sek milkddésének fiiggetlensége folytan — a harom miikodési valdszinliség
szorzata.

b-hez: A parhuzamos rendszer miikodik, ha legalabb az egyik komponens
mikodik. Célszeri eloszor a komplementer esemény valosziniiségét meghata-
rozni. Annak a valdszintisége, hogy mindhdrom komponens hibas: (1 — p)?. Itt
megint a fliggetlenséget hasznaltuk ki.

Megjeqyzés

Gyakorlasul és ellendrzésként hatarozzuk meg a ,legalabb az egyik kompo-
nens miikddik” esemény valoszinliségét direkt médon is!

(Bp(1—p)*+3p*(1~p)+p’)

22. Hany héten keresztiil kell jatszani heti egy lottoszelvénnyel, hogy annak
a valoszinlisége, hogy legalabb egyszer legaldbb négyes (aldlatot érjlink el,
z-nél nagyobb legyen? (0<z<1).

Az 1—(1—p)">z egyenlStlenséget kell n-re megoldani, ahol

5\ (85
4]\ 1

(3)

A legalabb négy — 4 vagy 5 — talalat valoszintiségét jeloljiik p-vel.

A legfeljebb hirom taldlat —az elébbi esemény komplementerének — valoszi-
nisége: 1 —p.

Annak a valdsziniisége, hogy n héten keresztiil mindig legfeljebb csak
harom talalatot ériink el az egyes heti hiizasok fiiggetlensége miatt (1 —p)".

Ezen (1 — p)" valdszinliségli esemény komplementer eseménye bekovetkezesi
valosziniiségének kell z-nél nagyobbnak lennie. Ebbdl n kifejezhetd.

+1

23. Csapagygyiiriket készitenek olyan automata geépsoron, amely helyes
bedllitas esetén hibatlan terméket 4llit €l6. A beallitds azonban minden darab
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gyartasa kozben 0,02 valodszinliséggel megvaltozhat, s igy selejtes terméket
kapunk. Az ellenérzés automatikus, és amint selejtes gyartmany késziil, a
gépsor azonnal leall, hogy a beallitast korrigalhassak,

Hatdrozzuk meg két beallitas kozott készillé csapagygyiiritk szamanak
varhat6 értékét!

n=>50.

Jelolje az X valosziniiségi valtozo a két beallitas kdzott elkésziilé munkada-
rabok szamat.

P(X=k)=0981.0,02, (k=1,2,..).
M) = Y k-09871.002=002- Y k-0,98 ",
k=1

k=1

o0
Mivel a ) x* hatvanysor (geometriai sor) |x| <1 esetén konvergens, sot
k=1

egyenletesen konvergens, a tagonkénti derivalassal nyert sorra fennall, hogy

id _ d 2z d 1 1
kx*"t=— % Y= ———1)=
kgl x Y ( l) RETE

Ezt az Osszefiiggést figyelembe véve:

1 1
(1-0,98)> 0,02

M(X) =0,02-
24, Gazmolekulak sebességét olyan X valosziniiségi véaltozonak tekintjiik,

amelynek stiriiségfiiggvénye a Maxwell-eloszlas szerint:

0 ha x <0,

_ )
J) — x2e~M¥* ha x>0, (h=4llando).
n

Szamitsuk ki a gazmolekulak sebességének a varhatd értékét!
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2

hI/E'

A varhaté érték parcidlis integralassal adodik. (Hasznaljuk ki, hogy

M(X) =

lim x?e™*** = 0.)
X— 00
25. Bizonyos munkadarabok elkészitése soran egy-egy tengelyre 10 db egy-
forma méretli alkatrészt helyeznek, szorosan egymas mellé. Az alkatrészek
hossza egymastol figgetlen ingadozast mutat 10 cm koriil, 0,2 szbrassal.
Mekkora az osszeszerelt munkadarabok varhaté hossza és mekkora a
szorasa?

MX)=I=1m; DX) =04cm.

26. Egy Uzem termékeit L., I, és I11. osztaly( mindsitéssel latjak el. A kész-
aruraktarban az lizem A és B jeld termékei az alabbi megoszlasban szerepel-
nek:

Termék I IL 1L
A 500 200 100
B 650 300 50

Ebbodl a halmazbol egy terméket véletlenszeriien kiemelnek. X=0 jelentse,
hogy az A, X=1 pedig, hogy B a termék! Az Y=1, Y=2, ¥ =3 érték jelentse
a kivett termék mindsitését!

a) Szamitsuk ki X+ Y varhato értékét és szorasat!

b) Hatarozzuk meg X és Y korrelacids egytitthatojat!

/2

a) M(X+Y)y=2,DX+Y)= P

I/z
b) R, 1) = = /o=
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27. Egy szovégép 500 szallal dolgozik. A szdlak munka kdzben egymastdl
fiiggetlenil elszakadhatnak. Az egy miiszak alatti szalszakadas valdszinlisége
minden szalra 0,012.

Mennyi annak a valoszinisége, hogy egy miiszak alatt: a) legalabb harom
szal, b) legfeljebb harom szil, ¢) pontosan harom szal szakad el?

a) 0,9745; b) 0,0719; ¢} 0,0464.

Az egy miiszak alatt elszakadd szalak szama binomialis eloszlast alkot.
Jeldljik p;-vel annak a valdszintségét, hogy egy miszak alatt pontosan i darab
szal szakad el. Ezzel a jeloléssel élve, rendre a

600

3
Yops L ops
i=3 i=0

ill. a p; valdszinliségek meghatarozasa a feladatunk.

Mivel n=600 igen nagy szam, és p=0,012 elég kicsi, a binomidlis eloszlas
tagjai jol kozelithetdk a A = mp = 600-0,012 = 7,2 paraméteri Poisson-
eloszlas megfeleld tagjaival. gy

600 b i

7,2
2P et =
i=3

2
l—‘Zp,Azl—- 3

i=0 i=¢ &

I

1-(0,0007+0,0054+0,0194) = 0,9745,
Tovabba

3 7,21'
~ Y _—1e"”2 = 0,0007+0,0054+0,0194 + 0,0464 = 0,0719.
=g U

M
>

Végill

3
Py~ 7—’32'—e'7'2 = 0,0464.

\28. Egy biztositotarsasag 10 000 hasonlé szocidlis helyzetii &s koru biztosi-
tottja januar 1-én 10-10 Ft-ot fizet a biztositd pénztaraba. A biztositott elhala-
lozasa esetén hozzdtartozoja 4000 Ft-ot kap a biztositotol.

Annak a valdszinlisége, hogy egy biztositott személy az év folyamén meg-
hal, 0,002. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a tarsasignak a) sem nyeresé-
ge, sem vesziesége nem lesz; ) nem lesz nyeresége?
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a) 0,0446; b) 0,1667.

a)-hoz: Tulajdonképpen az a kérdés, hogy mi a valosziniisége annak, hogy

a biztositd a befolyt 10 000 - 10 = 103 Ft dsszeget maradéktalanul kifizeti (és
5

5 = 25 halaleset

nem kell a t6kéjebol potolnia sem), vagyis, hogy pontosan

kovetkezik be az év folyaman (egymastol fliggetleniil).

Az n=10 000, p=0,002 paraméterii binomialis eloszlasrol van szo. Ezt a
A=20 paraméterli Poisson-eloszlassal kozelitjiik. Most k=235, igy tablaza-
tunkbol a P(X'=25)=0,0446 értéket olvassuk ki.

b)-hez: Az el6z6 feladathoz képest az a valtozas, hogy a 25 vagy annal t&bb
halaleset bekovetkezési valoszinliségét kell meghatarozni.

Ismét a tablazatbol:
P(X=25)=0,1667 adodik.

29. Valamely aruszallitassal kapcsolatban 0,2 a valoszinlsége annak, hogy
egy gépkocsinak 1 6ranal tobbet kell varnia.

a) Mi a valoszintisége, hogy egy érkezd gépkocsi fél dran beliil sorrakeriil,
ha a varakozasi id6 exponenciélis eloszlash valoszintiségi valtozd?
b) Mennyi varakozasi id6t kell a gépkocsiknak beterveznilik?

a) ~0,5528;, b) =0,62 ora.

1
a)-hoz: P| X< 5) = 1-Y)0,2,
.
b)-hez: M(X) = 1; e =02,
MX) = L
In5

30. Egy automata darabol6 10 cm varhato értékkel dolgozik. A széras a gép
beallitasaval szabalyozhaté. Hatarozzuk meg, hogy mekkora szoras esetén
teljesiil a

P X—M(X)| £0,1) = 0,95
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feltétel! (Az automatakon gyartott termékek mérete normal eloszlasiinak te-
kinthetd.)

o~0,05 cm.

A feltételi egyenlet ugyanis ekvivalens a

2~¢(0’1>—1 = 0,95
a

egyenlettel.

31. Gorgbscsapagyak készitéséhez hengercket (gorgoket) gyartanak.
A gorgdk hossza (X) és atmérdje (Y) olyan normal eloszlasu valoszintliségi
valtozonak tekinthetd, amelyek ingadozasa egymastdl fiiggetlen.

Statisztikai megfigyelések alapjan a 12 mm hossziisiglra tervezett hosszmé-
ret szorasa 0,055 mm, a 6 mm-nek tervezett atmérd szérasa pedig 0,028 mm.

Egy gorgd akkor tekinthetd selejtesnek, ha hosszmérete a tervezett értektol
0,1 mm-nél, Atmérdjének eltérése pedig 0,05 mm-nél nagyobb.

Mennyi a valdszinil selejtszazalék?

Kb. 13,8%.

Jelentse 4 a 119X <12,1, B az 5,955 Y£6,05 eseményt.

Feladatunk a P(4 + B) valoszinliség meghatarozasa!

A De Morgan-féle azonossagot és az események fliggetlenségét felhasznal-
va, a kérdéses valosziniiségre adodik:

P(A+B) = P(AB) = 1— P(4B) = 1 — P(A)P(B).

(Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a valoszintségszamitasban megismert
teteleket alkalmazzuk:

P(A+ B) = P(A)+ P(B)y— P(4- B) = P(A)+ P(B)— P(A)P(B) sit.)
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32. Olyan ellenallasokkal dolgozunk, amelyek egymastol fiiggetlen ingado-
zasokat mutatnak 550 Q varhaté értékkel és 30 Q szérassal, egyenletes elosz-
lasban. A centralis hatareloszlas segitségével adjunk becslést annak a valdszi-
nlisegére, hogy 10, sorbakapcsoit ellenallas eredéje 5600 Q-nal nagyobb!

Az eredd ellenallas olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek varhatd ér-

téke 5500 Q és szorasa m 30 Q. Igy standardizaltja: ¥ = X = 5500

/10-30
N /10
Az X> 5600 2 esemény ekvivalens az ¥ > T eseménnyel. Ennek ellentettje
/1o
az Y £ —3~ esemény, amelynek bekdvetkezési valosziniiségére a centralis ha-
o /10 /10
tarcloszlastétel segitségével a P| ¥ < T ~ Q@ T becslés irhatd fel.

fgy a kérdezett valosziniiség becslése:

P(X>5600) = P(Y> @) =~ 1—0(@) ~ 14,7%.

33. Egy iizemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy dobozba atlagosan
5000 csavar keriil. A csavarok szamanak szorasa a tapasztalat szerint 20 da-
rab. Mit mondhatunk annak valdszinliségérol, hogy egy dobozban a csavarok
szama 4900 és 5100 kozé esik, ha az eloszlast nem ismerjiik?

Legalabb 96% a valdszinlsége annak, hogy a csavarok szama 4900 és 5100
kdzott van.

34. Automata vizsgdlot hasznalva 10° szamu vizsgalat utan milyen bizton-
saggal allithatjuk, hogy a selejt el6fordulasanak relativ gyakorisaga és a tényle-
ges selejtarany legfeljebb 0,01-dal tér el egymastol?
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A feladat a nagy szamok Bernoulli-térvénye alapjan oldhato meg. Adata-
ink: n=10%, ¢ =10"2; p-t nem ismerjilk, és ezért d-ra fels6 becslést adunk.

1
0 = = = = {(),025.
ne 4ne?

< 0,01 esemény bekovetkezési valoszi-

; k
Igy 1-6 = 0,975. Vagyis az 11—0—5 -p
niisége legalabb 97,5%,.

35. Egy ladaban kétféle méretii csavar van dsszekeverve, igen nagy menﬁyi-
ségben. A szamunkra megfelelé csavarok aranya 70%,. A halmazbol véletlen-
szertien kiemeliink 10 000 darabot.

a) Mennyi lesz ezek kozott a céljainknak megfeleld csavarok varhato sza-
ma?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy a megfelelé csavarok szamanak valodi
értéke a varhatod értéktd] annak legfeljebb 5%-aval tér el?

a) 7000; b) legalabb 0,983.
bj-hez: 7000 csavar 5%-a 350.

k
Az |k—7000| <350 esemény ekvivalens az W —0,7| <0,035 eseménnyel.

A p=0,7; n=10% £=0,035 értckekbdl & és igy az 1 —J valdszinliség (also
becslés) kdzvetlen szamitassal adodik.

36. Egy célpontra 200 lévést adnak le. A talalat valészinlisége minden
16vésnél 0,4. Milyen hatarok kozé fog esni 90% valoszinliséggel a taldlatok
szama?

A talalatok szama 90%, valészintiséggel 58 és 102 kodzé fog esni. (Ennél
pontosabb becslés is adhato a centralis hatareloszlas-tétel alapjan.)

509



Elsd megoldas: A nagy szamok Bernoulli-féle térvénye alapjén &t ugy kell
meghatarozni, hogy az

k
— —04
200

<g

esemény legalabb 0,9 valosziniiséggel kdvetkezzen be.

&2 =24 bol  £=0,11 adédik.
no

] k
fgy 0,20< — <0,51.
&y 200

Masodik megoldds: A Moivre-Laplace-formula felhasznalasaval. A taldla-
tok varhaté szama: np=80. A szorés: |npg = /48 = 4 3. A talalatok szama-
nak a varhaté értéktdl valé eltérése legyen 4 [npg.

200
k

80—1-43 <k < 80+143.

Innen @(4) = 0,95; 1=1,645.

Tehat 80— 1,645-4-}/3 < k < 80+1,645- 4 |/3, vagyis 68 <k <92.

fgy > 0,440,62°°"% ~ 209(1)—1 = 0,9.

37. Egy miiszer r parhuzamosan kapcsolt komponensbdl all. Jelolje p annak
a valosziniiségét, hogy egy komponens egy munkaperiédus alatt nem romlik
el! p meghatarozasara ,,n” fiiggetlen munkaperiodust figyeltek meg. Ezalatt a
miiszer k-szor romlott el. Hatdrozzuk meg p maximum-likelihood becslését,
P-t! (Az egyes komponensek meghibasodasa legyen egymastol fliggetlen!)

A miszer mindaddig mitkodik, mig legalabb egy komponense funkcional.
Tehat csak akkor romlik el, ha minden egyes komponense tonkremegy. Ezen
esemeny bekdvetkezésének valosziniisége: z = (1 - p)Y', az egyes komponensek
meghibasodasanak egymastol vald fliggetlensége miatt.

Az n munkaperiodus alatti miiszermeghibasodasok szima a feladat értelmé-
ben k.

A szoban forgd esemény bekovetkezési valosziniisége tehat:

Hl—zyk
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(z paraméterii karakterisztikus valosziniiségi valtozohoz tartozo likelihood-
fuggvény). ‘ ’ '

Feladatunk ezen valosziniiség (mint z fiiggvénye) maximumanak meghata-
rozasa.

f@@) = ZA—2n7,
f@ = k& A=z + -k A=z (- D] =
=21 —zp kL k(1 —2)—z(n—k)],

és ez z€rus, ha z = —.
R

fgy z = (1 —p)-b6l p maximum-likelihood becslése:

r rk
p:I—V;=1—l[;.

38. Oldjuk meg az el6z6 feladatot r sorosan kapcsolt komponensekbdl allo
miszert feltételezve!

1)k
P = "'

39. Valamely fondl szakitdszilirdsagat vizsgalva, 12 mérésbdl az = 3,25 kp
értéket kaptak.
A szoras ismert: ¢=10,30 kp.

a) Allapitsuk meg a mintaatlag megbizhatosagi intervallumat 95%;-os szin-
ten!

b} Legalabb hany mérést kellene végezni ahhoz, hogy 95%-0s megbizhato-
sagi szint esetén a konfidencia-intervallum hossza 0,2 kp legyen?

a) [3,08; 3,42); b) 35. o
a)-hoz: Az empirikus varhato érték (mintaatlag) olyan valésziniiségi valto-
70, amelynek varhato értéke az elméleti varhato értek: m;
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. . e . g e X
szorasa pedig az elméleti szoras V;-edresze, — . Igy standardizaltja:

fn “

i
centralis hatareloszlas-tétel értelmében aszimptotikusan N(0, 1)-eloszlasu va-
l6sziniiségi valtozo.

A feladatban kozolt adatokat fethasznalva, tehat a

P(V,;

osszefliggés alahuzott egyenldségébdt eldszér x-et hatarozzuk meg, majd x
ismeretében az | ¥ —m| konfidenciasugarat.

a

X-325

ag

< x) ~2-&x)—1 =095

Az 5. tablazatbdl: x=1,96. Igy

_ 0,3
|[X—m| < 1,96 ~ 0,17.

2/3

Tehat a varhato értéknek a megadott mintdbol szamitott 95%;-os megbizhato-
sagl intervalluma:

(3,08; 3,42).

b)-hez: Adott valoszinlségi szinten a konfidenciasugar akkor csokkenthetd,
ha tbb informacio all rendelkezésiinkre.

3
1,969L £ 0,1 teljesiil, ha n=35.

n

Tehat legalabb 35 mérest kell végezni ahhoz, hogy 95%-0s megbizhatésagi
szinten 0,1 kp sugart konfidencia-tartomanyt adhassunk meg.

40. a) Hogyan modosulnak a 95%-os megbizhatdsagi intervallum hatarai
az el6z8, 39. feladatban, ha az alapsokasag szérasa nem ismert, hanem azt is
a 12 mérésbdl allapitottak meg. Legyen tehat a korrigalt empirikus szoras:
s¥=0,30 kp.

b) Legalabb hany mérés sziikkséges ebben az esetben ugyanolyan — 0,2 kp -
hosszsagi konfidencia-intervallum biztositasahoz, mint az elézé feladatban?
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a) (3,06;3,44);, b) 44.
a)-hoz: Mivel az alapsokasag szorasat is a mintabol kellett megbecsiilni, a
bizonytalansag megnd. Valtozatlan megbizhatosigi szinten — érthetden — széle-

secbb konfidencia-intervallumot tudunk csak megadni. Az X—m

statisztika
S

T_
I
most (n— 1)-szabadsagfoka Student-eloszlast kovet.
Eredményiink a
X-325
0,30

213

Osszefiiggeslancbol adodik, az el6z6 feladatnal alkalmazott gondolatmenet

sy

< t\ ~ S5,()=0,05

b)-hez: 12-nél nyilvan tobb mérésre van sziikség. A 11 szabadsagfokhoz
tartozd r=2,201 értékkdl dolgozva, a szitkséges mérések szamdat biztosan
majoraljuk. (L. a tablazatot!)

0,3 N i , 4
2,201 - =< 0,1 6sszefiiggésbol n =44 adodik.

e

Megjegyzés

Ha az el6z6 feladat eredményét (n>> 35) felhasznaljuk, a becslés finomithatd:
n=37.

41. Arammérdket gy igazitanak be, hogy a méréket szinkron miikodtetik
egy standard arammérdvel.

Beigazitas utan 10 drammérdbél allo mintat vesznek, és ellendrzik, hogy
konstansaik csak véletlenszeriien térnek-¢ el a standard drammérd konstansa-
tol. Ebbdl a célbol precizios wattmérével és stopperrel pontosan meghataroz-
zak a szoban forgd arammérdk konstansait, majd t-prébaval ellendrzik azt a
feltevést, hogy az eltérések véletlenszertieck. A 10 mérd konstansai:

0,985(0,987
1,003)0,993
0,996 0,991
0,994 1,004
1,0020,985.

A standard mérd konstansa 1. Szignifikdns-e az eltérés 99%-0s szinten?
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Az eltérés ezen a szinten nem szignifikdns. t-statisztikdnk helyette’sit’ési
értéke 2,626. Ez kisebb, mint a kilenc szabadsagfokhoz tartozo k}'iti!(us t er’telt::
3,250. (Az eredmény mégsem megnyugtato, mert kicsi elemszami mintédbol
adodik, és a szignifikanciaszint igen magas.)

42. Egy varosban, adott idépontban 240 parkolGhelyen végeztek felmél"ésf.
A parkolohelyeken talalt gépkocsik szamara nézve az alabbi tablazatot készi-

tették el:

Gépkocsik szama, Parkolohelyek szama,
9, Vi
0<g, <10 11
10 < g, < 20 22
20 < g5 < 30 46
30 < g, < 40 85
40 < gs < 50 43
50 < g < 60 20
60 < g, < 70 13
Osszesen: 240

T . - , o).
A parkolohelyeken allomasozo jarmivek szima normalis eloszlasu-¢ 95%;
os szignifikanciaszinten?

Nem. o
A szignifikanciapréba clvégzéséhez célszerii tablazatot késziteni:
Osztaly-| Minta- o : vart

Sor-| Oszta- ;?zz-y I;ZIia )Z['__34,5 . v i gy'akol:P (vi—240p))’

szam|  lyok p;ll(, gzéz‘a;o;i- = T i s;.f{())pi, 240p,
1.1 [0,10)] 45| 11 -3 —33 99 10,0409 | 9,82 | 0,14
2. [[10,20) | 14,5 22 -2 —44 88 | 0,1106 126,54 | 0,78
3. [[20,30) | 24,5 46 -1 —46 46 | 0,2241 {53,78 | 1,13
4. 1[30,40) | 34,5 85 0 0 0| 0,2787 166,89 | 4,90
5. | [40,50) | 44,5 43 1 43 43 10,2110 |50,64 | 1,15
6. 1[50,60) | 54,5 20 2 40 80 | 0,1000 |24,00 | 0,67
7. | [60,70) | 64,5 13 3 391 117 10,0347 833} 2,62
Osszesen: 240 -1 473 {1,000 11,59
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Az osztalyok szama: 7.

10
£ 345+ — - (—1) & 34,46,
240

Feladatunk tehdt, hogy 959%;-0s szignifikanciaszinten ddntsiik el: szarmazhat-e
a minta N(34,46; 14,07) normal eloszlasbél.

A probat 7—1—-2 = 4 szabadsagfok, aszimptotikusan y*-eloszlast kovetd
statisztikara alapozzuk. (Az osztalyok szamat a mintabol becsiilt két paramé-
ter szamaval is csdkkentettiik a szabadsigfok megallapitdsakor!) A préba
megbizhatosigihoz szilkséges np, = 10 feltétel 1ényegében teljesiil.

A p; valoszintliségeket az 5. tabldzat adatainak felhasznalasaval szamitjuk
ki. Példaul:

10— 34,46
14,07
1-@(1,74) = 1-0,9591 = 0,0409.
p2 = P(I0SX<20) = F20)— F(10) = &(— 1,03)— 9(—1,74) =

= @(1,74)— @(1,03) = 0,9591 —0,8485 = 0.1106.

I

P = P(X<10) = F10) = @ = G(—1,74) =

x*-statisztikink mintabol szamitott helyettesitési értéke (tablazatunk utolsé
oszlopanak &sszege): 11,59. Ez az érték nagyobb, mint a kritikus 9,488 érték.
Ezen a szinten tehat szignifikdns az eltérés a H, hipotézishez képest: nem
tekinthetd normal eloszlasi valosziniiségi valtozonak a parkoldhelyeken eld-

fordul6 gépkocsik szama. (Bar ,,ranézésre” az eloszlas szimmetrikus: kdnnyen
normalisnak tiinhet.)

43. Egy gyar munkavédelmi osztalyan azt a kérdést vizsgaljak, hogy 1 év
alatt az 1 munkasra juto balesetck szama Poisson-eloszlast mutat-e. A vizsga-
latokhoz 400 munkast valasztottak ki, véletlenszerien. Ez a ,,400 elemii min-
ta” az alibbi adatokat szolgdltatta:

Az egy fore es6 )

balesetek szama 0 1 2 3 4 |[>4 _ Osszesen

Annak gyakorisaga | 141 | 150 | 83 18 8 0 400
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Ellenérizziik a hipotézist y2-probaval, 95%-os szignifikancia szinten! (A H,
hipotézis Poisson-eloszlasanak ismeretlen paraméterét annak maximum-hkeli-
hood becslésével, £-sal — a mintaatlaggal — potoljuk!)

A hipotézis 95%-os szinten elfogadhatd,

a

A=x=1,005.

r _ 2
XZ — Z (vi npi)
i=1 hp;

A

statisztikank helyettesitési értéke:

1 [(141 ~400-0,3661)* | (150—400-03678)° |

400 0,3661 0,3678
(83— 400 - 0,1848)2 N (18 — 400 - 0,062)* N
0,1848 0,062
(8—400-0,01557%  (0—400-0,0038)" | _ o8
0,0155 0,0038 .

Vizsgaljuk meg a fenti mintak alapjan, hogy a kiilonbozd sulyossagu sériilések
bekdvetkezése az egyes években azonos eloszlasinak tekinthetb-e, azaz el
lehet-¢ fogadni 99%,-0s szinten a

Ho! p1=qy; P2=43 p3=q;

nullhipotézist, ahol p,, ill. ¢; (i = 1, 2, 3) a kiilénbézd tipusu sériilések bekovet-
kezésének valoszinlségét jeldli az 1974., illetSleg az 1975. évben!

A nullhipotézis (a magas) 99%-os szignifikanciaszinten elfogadhato.
A mintabol szamitott
2 _ 1 d (n.ul'—mvi)z -

2=

8a039
mn ;=1 ﬂ,-"‘V,-

ez kisebb, mint az f=2 szabadsagfoku, 99%-0s szinthez tartozd kritikus Fa
érték: 9,21,

45. Egy egyorsos forgacsoloautomatan gyartott 394 darab golydsolajozé-
torzs atmérd és hossz szerinti eloszlasat az alabbi tiblazat tartalmazza:

(A p; valosziniiségeket A= 1,005 miatt interpolacidval kaptuk a 3. tablazatbol.)
Ezt a helyettesitési értéket kell sszehasonlitani az f=4 szabadsagfoku
kritikus y? értékkel.
A szabadsagfok a csoportok szamanal 2-vel kisebb, hiszen az eloszlas
paraméterét is a mintabol becsultiik.
Mivel 5,28 lényegesen kisebb a 7. tablazatbol kiolvashato 9,488 kritikus
értéknél, azért elfogadhatjuk azt a feltételezést, hogy az egy fére juto {izemi
balesetek szima Poisson-eloszlast mutat.

44. Az 1974. és az 1975. évi baleseti statisztikak kozelité adatait tartalmazza
az alabbi tablazat:

) Hossz, mm 10+
Atmérd, mm

“ 00sis | 5 | Q1L | Dl | oz | O
-0,07-ig 12 14 13 20 17 76
-0,06-t61
_0.05-ig 7 18 34 18 8 85
-0,03-t61
~0.01-ig 13 43 41 24 13 134
-0,00-t41 11 35 34 17 2 99
Osszesen, db 43 110 122 79 40 394

O ériiltek 48 oran beliil 30 napon beliil _

Ev Sima meghalt ‘moghalt A t3bbi

1974 26 500 1350 1800 23 350
1975 26 000 1400 1900 22 700
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Kérdés, hogy az atmérd és a hossz ingadozasa 99,9%-0s szinten fiiggetlennek
tekinthetd-e egymastél?
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Nem fliggetienek.

Az adatokbdl szamitott y2-statisztikara 37,03 adddik, mig a 12 szabadsag-
fok mellett y3 000 =32,9. Ez azt jelenti, hogy e nagy biztonsagot szolgaltato
szinten sem egyeztethetd Ossze a kapott y? érték a szimaéra — fiiggetlenség
esetén — fennalld eloszlassal.

46. Egy vezetdn ismeretlen erdsségil aram halad. Az dramerdsséget 1, 2, 3,
5,7, 10 amperrel megndvelve, a felmelegedés rendre 11, 12, 15, 22, 34, 61 °C-
nak adodott. (Ezek mért adatok, a tényleges dramerdsség és a tényleges
felmelegedeés ettdl eltérhet.)

K észitsiink korrelacids diagramot, s ennek alapjan végezziink kvadratikus
regressziot!

y = 0,56x%—0,63x+11,25.

AJAl | 1] 2| 35| 7110

A-[C 11 L 121152234 |61

6 [ 6
Y x; = 28; Y xi = 188; x3 = 1504,
i=1 i=1 i=1
6 [ 6
Y oxt=13124; ) yi = 155 Y xpe =_1038;
i=1 i=1 i=1

6
Y xty; = 8510.

]
—

A megoldando egyenletrendszer:
13 124a+ 1504b + 188¢ = 8510

1504a+ 188h+ 28c = 1038
188a+ 28b+ 6c = 155

a=0,56;, b=—0,63; c=11,25.

47. Legyen (X, Y) kétdimenzids, normal eloszlasa valtozd, X és Y kiilon-
kiilon standard normal eloszlastak. Mit tudunk mondani Z= X+ Y siiriség-
fuggvényérdl,
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a) ha X és Y fiiggenek egymastol, korrelacios egyiitthatojuk r#0;

b) X és Y flggetlenek, korrelacios egyiitthatojuk r=0?
K ) ha X és Y standard normal eloszlasuak, akkor ¢, X +m, N(m,, g,)-closz-
lasu, a,Y+m, N(m,, o,)-eloszlasi. Mit tudunk mondani a két, altalinos

normal eloszlas( valtozé osszegének, Z = ¢, X +a,Y+m, +m,-nek a siri-
ségfiiggvényérol?

a) Mivel az egyiittes striiségfliggvény:

1 - z(l—l_rz-)(xz —2rxy+yY)
e k]
2r |1 -2

ezért X ¢és Y Osszegének surliségfiiggvénye:

flx, y) =

9= [ flbz—ndt =

1
1 = s [P = 2ri{z ~ ) + (z— 1))
=—fe =) dr.
2r-Y1—r2?

Az e kitevojeben a szogletes zarojelben allo kifejezésben kivélasztunk egy teljes
négyzetet:

= 2rez 4 2rt2 + 22 =2z + 12 = Qr+20— 2+ Dtz 4 2% =

22

ZZ
+z22- —@2r+2) =
4 4

_ 2\ 1 r
S

Az Osszeg siirliségfliggvényében a csak z viltozot tartalmazo tényezd fiig-
getlen az integracios valtozotol, -0, igy az integraljel elé kivihetd:

= (2r+2) (tz—tz+

. 2
| 1—r ——1—.2|+ ~=
1 kvt A=y 2 15
gi(z) = ———=¢ A= 2 fe ’ dr =
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2
2 ® _L(,_E)
1 _4(1+r)J t=r” 2 dr.

- 27r|/l—r2

Fel akarjuk hasznalni, hogy —

I 1-
P T A
-7 2 ﬁ 2

helyetlesnest kell végrehajtanunk. A helyettesitéskor a hatarok nem valtoznak.
Igy a keresett striségfiiggvény:

0 2

2
_ 1 V= = 5ihanr -5
¢:(2) e e “du,
mifi—r |2

22
1 TR
91(2) = —————c¢ ,
' V27 21+ 7)

ez azt jelenti, hogy két olyan standard normdl eloszldst valtozo dsszege, amelyek
korreldciés egyiitthatdja r #0, szintén normdl eloszlasit, m =0 vdrhato értékkel,
o = |2(1 +r) szordssal.

b) Ha a két valtozo fliggetlen, akkor r=0, tehat kér fiiggetlen, standard
normdl eloszlasi vdltozé dsszege szintén normdal eloszidsu, m=0 vdrhaté érték-

00

kel, 6= V_ szordssal.
¢)Z=0,X+o,Y+m (aholm = m;+m,)a
1
z =0\ x+toytm, azaz x = —(z—0yt—m),
0-1 :
t =y, y=1

transzformaciéval és inverz transzformacidval kaphaté meg (o, #0 miatt az
inverz transzformacié mindig 1étezik). A Jacobi-determinans nem 0:

axax |1 _a
K. a o 1
R
== o 1| %

0z Ot
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Z &s T egyiittes slrlségfuiggvényét X és Y

1
1 — T 2yt y?)
fx ) = ——==e M7
2rj1—r?

egyuttes sirlségfiiggvényébdl kaphatjuk meg, x és y helyébe az inverz transz-
formacional szerepld kifejezéseket helyettesitve és a Jacobi-determinans abszo-
it értékével szorozva:

! 'ﬁ[;‘f(z—azt—m)z-g—:(z—~oz.t-m)l+t{|
gz, t) = ————e )
. 2 1—#?

Z = g, X+0,Y+mkeresett stiriiségfliggvénye (un. peremsiiriiségfiiggvény)
ennek f szerinti integralasaval igy kaphato:

o 1

1 z(l_rz)l: 5 (2= —m)’ - *(z gyt —mytt+t :l
1 J € dt.
-r

— o0

g.(2) =

Két normal eloszlasu valtozd Osszegének ez a slirliségfiiggvénye. Ha a két
valtozo, o, X + m, és o, X + m, fiiggetlenek, akkor X és Y és fiiggetlen, korrela-
cios egyiitthatojuk 0. Ekkor a siiriiségfiiggvényiik egyszeriibb alakra hozhatd.
Az r=0 érték behelyettesitésével:

1 < —%[aif(z—m—azl)2+lz]
J- e dt.

2na,

— o

g:(2) =

_ (z—m)?

Emeljiik ki az integral elé a #-t51 fiiggetlen e 201+ 72)

beliil e kitevojében egy teljes négyzet alakithato ki:

-et, igy az integraljelen

_ M o %[M(z m)Z _Z(z my+ +O’z [2:|
+
gl(z) = e Aot +ad) f e oilol+a3) ol dt =

— a0

2
(z— m)z o _ 1 fazl +az
1 2(01 +02) J‘ e [01 hil +a'22 (Z m)

e
27[0’1

na,

dr.

- a0
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2 2

_ QZ*m)z o u1

e 2Aoitad)

! 2
g.(z) = — J e “du=
! 27!'0'1 /a%-i—o’%_

_ (z—m)*
st +o3)

e

1
- [/2—71 o2 + o3

Ez az eredmeény azt jelenti, hogy fiiggetlen, N(m,, 6,)- és N(m,, 0,)-eloszldsu

valtozok i)'sszege maga is normadl eloszlasu, m = m, +m, varhato értékkel,

o’ = g1+ a0 szérdsnégyzettel.

Megjegyzés

A most kapott ismert tételt az un. karakterisztikus fuggvénnyel szoktak
bizonyitani. Ebbdl az el6z6, b) alatti allitas is megkaphaté.

TABLAZATOK



Binomialis eloszlds P(X = k)

pa-py*

k

I. abldz=at

nk

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

0.50

S ] wN - O

w W N = o w W -

=

BwW— o

0,9500
0,0500

0,9025
0,0950
0.0025

0.8574
0,1354
0,0071
0,0001

0,8145
0,1715
0,0135
0,0005
0,0000

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000

0,0000

0,7351
0,2321
0,0305
0,0021
0,0001

0,0000
0,0000

0,6983
0,2573
0,0406
0,0036
0,0002

0,9000
0,1000

0.8100
0,1800
0,0100

0,7290
0,2430
0,0270
0,0010

0,6561
0,2916
0,0486
0,0036
0,0001

0,5905
0,3280
0,0729
0.0081
0,0004

0,0000

0,5314
0,3543
0,0984
0,0146
0,0012

0,0001
0,0000

0,4783
0,3720
0,1240
0,0230
0,0026

0,8500
0,1500

0,7225
0,2550
0,0225

0,6141
0,3251
0,0574
0,0034

0,5220
0,3685
0,0975
0,0115
0,0005

0,4437
0,3915
0,1382
0.0244
0,0022

0,0001

0,3771
0,3993
0,1762
0,0415
0,0055

0,0004
0,0000

0,3206
0,3960
0,2097
0,0617
0,0109

0,8000
0.2000

0,6400
0,3200
0,0400

0.5120
0,3840
0,0960
0,0080

0,4096
0,4096
0,1536
0,0256
0,0016

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064

0,0003

0,2621
0,3932
0,2458
0,0819
0,0154

0,0015
0,0001

0,2097
0,3670
0,2753
0,1147
0,0287

0,7500
0,2500

0,5625
0,3750
0,0625

0.4219
0,4219
0,1406
0,0156

0,3164
0,4219
0,2109
0,0469
0,0039

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146

0,0010

0,1780
0,3560
0,2966
0,1318
0,0330

0,0044
0,0002

0,1335
03115
03115
0,1730
0,0577

0,7000
0.3000

0.4900
0.4200
0,0900

0.3430
0,4410
0,18%0
0,0270

0,2401
0,4116
0,2646
0,0756
0,0081

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284

0.0024

0,1176
0,3025
0,3241
0,1852
0,0595

0,0102
0,0007

0,0824
0,2471
0,3177
0,2269
0,0972

0,6500
0,3500

0.4225
0,4550
0,1225

0.2746
0.4436
0,2389
0,0429

0,1785
0,3845
0,3105
0,1115
0,0150

0,1160
03124
0,3364
0,1811
0,0488

0,0053

0,0754
0,2437
0,3280
0,2355
0,0951

0,0205
0,0018

0,0490
0,1848
06,2985
0,2679
0.1442

0,6000
0,4000

0,3600
0,4800
0,1600

0,2160
0.4320
0,2880
0,0640

0,1296
0,3456
0,3456
0,1536
0,0256

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768

0,0102

0,0467
0,1866
0,3110
0,2765
0,1382

0,0369
0,0041

0,0280
0,1306
0,2613
0,2903
0,1935

0,5500
0,4500

0.3025
0,4950
0,2025

0.1664
(,4084
0,3341
0,0911

0,0915
0,2995
0,3675
0,2005
0,0410

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128

0,0185

0,0277
0,1359
0,2780
0,3032
0,1861

0,0609
0,0083

0,0152
0,0872
0,2140
0,2918
0,2388

0.5000
0.5000

0.2500
0.5000
0,2500

0,1250
0,3750
0,3750
0.1250

0,0625
0,2500
0,3750
0,2500
0,0625

0,0312
0.1562
03125
0,3125
0.1562

0.0312

0.0156
0.0938
0,2344
0.3125
0.2344

0,0938
0,0156

0,0078
0,0547
0,1641
0,2734
0,2734
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1. rablazar 1. folytatdsa I. tdblazar 2. folyratdsa

P p
nk | 005 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 nk |005 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50
5 10,0000 | 0,0002 | 0,0012 | 0,0043 | 0,0115 | 0,0250 | 0,0466 | 0,0774 | 0,1172 | G,164] 5 10,0001 | 0,0025 | 0,0132 | 0,0388 | 0,0803 | 0,1321 | 0,1830 | 0,2207 | 0,2360 | 0,2256
6 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0013 ( 0,0036 | 0,0084 | 0,0172 | 0,0320 | 0,0547 6 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0023 | 0,0097 | 0,0268 | 0,0566 | 0,0985 | 0,1471 | 0,1931 | 0.2256
7 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 [ 0,0002 | 0,0006 | 0,0016 | 0,0037 | 0,0078 7 | 0,0000 | 0,0000 | 60,0003 | 0,0017 | 0,0064 | 0,0173 | 0,0379 | 0,0701 | 0,1128 | 0,1611
8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0037 | 0,0102 | 0,0234 | 0,0462 | 00806
80 | 0,6634 | 0,4305 | 0,2725 | 0,1678 | 0,1001 | 0,0576 | 0,0319 | 0,0168 | 0,0084 | 0,0039 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0018 | 0,0052 | 0,0126 | 0,0269
I {02793 | 0,3826 | 0,3847 | 0,3355 | 0,2670 | 0,1977 | 0,1373 | 0,0896 | 0,0548 | 0,0312
2| 0,0515 | 0,1488 | 0,2376 | 0,2936 | 0,3115 | 0,2965 | 0,2587 | 0,2090 | 0,1569 | 0,1094 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0021 | 0,0054
3 10,0054 | 0,033]1 | 0,083% | 0,1468 | 0,2076 | 0,2541 | 0,2786 | 0,2787 | 0,2568 | 0,2188 11 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0005
4 | 0,0004 | 0,0046 | 0,0185 | 0,0459 | 0,0865 | 0,1361 | 0,1875 | 0,2322 | 0,2627 | 0,2734
120 {0,5404 | 0,2824 { 0,1422 | 0,0687 | 0,0317 | 0,0138 | 0,0057 | 0,0022 | 0,0008 | 0,0002
5 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0026 | 0,0092 | 0,0231 | 0,0467 | 0,0808 | 0,1239 | 0,1719 | 0,2188 1 | 0,3413 | 0,3766 | 0,3012 | 0,2062 | 0,1267 | 0,0712 | 0,0368 { 0,0174 { 0,0075 | 0.0029
6 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0038 | 0,0100 | 0,0217 | 0,0413 } 0,0703 | 0,1094 2 | 0,0988 | 0,2301 | 0,2924 | 0,2835 | 0,2323 | 0,1678 | 0,1088 | 0,063% | 0,0339 { 0,0161
7 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0033 | 0,0079 | 0,0164 | 0,0312 3 | 0,0173 | 0,0852 | 0,1720 | 0,2362 | 0,2581 | 0,2397 | 0,1954 | 0,1419 | 0,0923 | 0,0537
8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0017 | 0,0039 4 10,0021 | 0,0213 | 0,0683 | 0,1329 | 0,1936 | 0,2311 | 0,2367 | 0,2128 | 0,1700 | 0,1208
90 | 0,6302 | 0,3874 | 02316 | 0,1342 | 0,0751 | 0,0404 | 0,0207 | 0,0101 | 0,0046 | 0,0020 5 10,0002 | 0,0038 | 0,0193 | 0,0532 1 0,1032 | 0,1585 | 0,2039 | 0,2270 | 0,2225 | 0.1934
1 | 0,2985 1 0,3874 | 0,3679 | 0,3020 | 0,2253 | 0,1556 | 0,1004 | 0,0605 | 0,0339 | 0,0176 6 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0040 | 0,0155 | 0,0401 | 0,0792 | 06,1281 | 0,1766 | 0,2124 | 0,2256
2 | 0,0629 | 0,1722 | 0,2597 | 0,3020 | 0,3003 | 0,2668 | 0,2162 | 0,1612 | 0,1110 | 0,0703 7 | 0,0000 | 0,0000 | 60,0006 } 0,0033 | 0,0115 | 0,0291 | 0,0591 | 0,1009 [ 0,1489 | 0.1934
3 | 0,0077 | 0,0446 | 0,1069 | 0,1762 | 0,2336 | 0,2668 | 0,2716 | 0,2508 | 0,2119 | 0,1641 8 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0001 | 0,0005 | 0,0024 | 0,0078 | 0,0199 | 0,0420 | 0,0762 | 0,1208
4 | 0,0006 | 0,0074 | 0,0283 | 0,0661 | 0,1168 | 0,1715 | 0,2194 | 0,2508 | 0,2600 | 0,2461 9 | 0,0000 | 60,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0015 | 0,0048 | 0,0125 | 0,0277 | 0,0537
5 | 0,0000 | 0,0008 | 0,0050 | 0,0165 | 0,0389 | 0,0735 | 0,1181 | 0,1672 | 0,2128 | 0,2461 10 | 0,0000 ; 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0025 | 0,0068 | 0,0161
6 10,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0028 | 0,0087 | 0,0210 | 0,0424 | 0,0743 | 0,1160 | 0,164] 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0029
7 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0003 | 0,0012 | 0,0039 | 0,0098 [ 0,0212 | 0,0407 | 0,0703 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002
8 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0013 | 0,0035 | 0,0083 | 0,0176
9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0020 130 | 0,5133 | 0,2542 | 0,1209 | 0,0550 | 0,0238 | 0,0097 | 0,0037 | 0,0013 | 0,0004 | 0,0001

1 10,3512 10,3672 | 0,2774 | 0,1787 | 0,1029 | 0,0540 | 0,0259 | 0,0113 | 0,0045 | 0,0016
0,1109 | 0,2448 | 0,2937 | 0,2680 | 0,2059 | 0.1388 | 0,0836 | 0,0453 | 0,0220 | 0,0095
0,0214 | 0,0997 | 0,1900 | 0,2457 | 0,2517 { 0,2181 | 0,1651 | 0,11067 | 0,0660 | 0,0349

100 | 90,5987 [ 0,3487 { 0,1969 | 0.1074 | 0,0563 | 0,0282 | 0,0135 | 0,0060 | 0,0025 | 0,0010
1 103151 | 0,3874 | 0,3474 | 0,2684 | 0,1877 | 0,1211 | 0,0725 | 0,0403 | 0,0207 | 0.0098

L L VER o8 ]

2 | 0,0746 | 0,1937 | 0,2759 [ 0,3020 | 0,2816 | 0,2335 [ 0,1757 | 0,1209 | 0,0763 | 0,0439 0,0028 | 0,0277 | 0,0838 | 0,1535 | 0,2097 { 0,2337 | 0,2222 | 0,1845 | 0,1350 | 09,0873
3 | 0,0105 | 0,0574 | 0,1298 | 0,2613 | 0,2503 | 0,2668 | 0,2522 | 0,2150 | 0,1665 | 0,1172
4 10,0010 { 0,0112 | 0,0401 | 0,0881 | 0,1460 | 0,2001 | 6,2377 | 0,2508 | 0,2384 | 0,2051 5 10,0003 | 0,0055 | 0,0266 | 0,0691 | 0,1258 | 0,1803 | 0,2154 | 0,2214 | 0,1989 | 0,1571
6 | 0,0000 | 0,0008 | 0,0063 | 0,0230 | 0,0559 | 0,1030 | 0,1546 | 0,1968 | 0,2169 | 0,2095
5 | 0,0001 | 0,0015 | 0,0085 | 0,6264 | 0,0584 | 0,1029 | 0,1536 | 0,2007 | 0,2340 | 0,2461 7 | 0,0000 | 60,0001 | 0,0011 | 0,0058 | 0,0186 | 0,0442 | 0,0833 | 0,1312 | 0.1775 | 0,2095
6 | 0,0000 | 0,0001 | 0.0012 | 0,0055 | 0,0162 | 0,0368 | 0,0689 | 0,1115 | 0,1596 | 0,2051 g | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0011 | 0,0047 | 0,0142 | 0,0336 | 0,0656 | 0,1089 | 0,1571
7 10,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0008 } 0,0031 | 0,0090 | 0,0212 | 0,0425 | 0,0746 | 0,1172 9 §0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0034 | 0,0101 | 0,0243 | 0,0495 | 0.0873
8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 ]| 0,0014 | 0,0043 | 0,0106 | 0,022 | 0,0439 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0600 | 0,0000 | 0,0001 | 0.0006 | 0,0022 | 0,0065 | 0.0162 | 0.0349
9 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0016 | 0,0042 | 0,0098 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 [ 0,0003 | 0,0012 | 0,0036 | 0.0095
10 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,06000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 12 | 0.06000 | 0,0000 { 0,0000 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 00001 | 0,0005 | 00016

13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0001
110 |0,5688 | 0,3138 | 0,1673 | 0,0859 | 0,0422 | 0,0198 | 0,0088 | 0,0036 | 0,0014 | 0,0005

1 |0,3293 | 0,3835 | 0,3248 | 0,2362 | 0,1549 | 0,0932 [ 0,0518 | 0,0266 | 00125 | 0,0054 14 0 | 04877 | 0,2288 | 0,1028 | 0,0440 [ 0,0178 | 0,0068 | 0,0024 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0001
2 | 0,0867 | 0,2131 | 0,2866 | 0,2953 | 0,2581 | 0,1998 | 0,1395 § 0,0887 | 0,0513 | 0,0269 1 | 03593 ] 0,3559 | 0,2539 | 0,1539 | 06,0832 | 0,0407 | 0,0181 | 0,0073 | 0,0027 | 0,0009
3 10,0137 | 00710 | 0,1517 | 0.2215 ] 0,2581 | 0,2568 | 0,2254 | 0.1774 | 0,1259 | 0,0806 0,1229 | 0,2570 | 0,2912 | 0,2501 | 0,1802 | 0.1134 | 0,0634 | 0,0317 | 0,0141 | 0,0056
4 10,0014 | 0,0158 | 0,0536 | 0,1107 | 90,1721 | 0,2201 | 0,2428 | 0,2365°| 0,2060 | 0,1611 0,0259 | 0,1142 | 0,2056 | 0,2501 | 0,2402 | 0,1943 | 0,1366 | 0,0845 | 0.0462 | 0,0222
0,0037 | 0,0349 | 0,0998 | 0,1720 | 0,2202 | 0,2290 | 0,2022 | 0,1549 | 0,1040 | 0,0611

F NV )
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1. wdbidzat 3. folviatisa ' 1. tdbldzat 4. folvtardsa

P . P
nk ]005 0,10 0,15 020 025 030 Jo035 J040 J045 [0.50 nk | 005 0,10 015 1020 (025 030 1035 |040 |045 |0.50
5 | 0,0004 | 0,0078 { 0,0352 | 0,0860 | 0.1468 | 0,1963 | 0,2178 | 0,2066 | 0,1701 | 0,1222 5 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 00000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002
6 | 0,0000 | 0,0013 | 0,0093 | 0,0322 | 0,0734 | 0,1262 | 0,1759 | 0,2066 | 0,2088 | 0,1833 16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 00000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
7 10,0000 | 0,0002 | 0,0019 | 0,0092 { 0,0280 | 0,0618 | 0,1082 | 0,1574 | 0,1952 | 0,2095
8 0,0000 { 90,0000 | 0,0003 | 0,0020 | 0,0082 | 0,0232 | 0,0510 | 0,0918 [ 0,1398 | 0,1833 170 0,4181 | 0,1668 | 0,0631 | 0,0225 | 0,0075 | 0,0023 | 0,0007 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000
9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0018 | 0,0066 | 0,0183 | 0,0408 | 0,0762 | 0,1222 1 0,3741 | 0,3150 | 0,1893 [ 0,0957 | 0,0426 | 0,0169 | 0,0060 | 0,0019 | 0,0005 | 0,0001
2 0,1575 | 0,2800 | 0,2673 { 0,1914 | 0,1136 | 0,0581 | 0,0260 | ,0102 | 0,0035 | 0.0010
10 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0014 | 0,0049 | 0,0136 | 0,0312 | 0,0611 3 0,0415 | 0,1556 | 0,2359 | 0,2393 | 0,1893 | 0,1245 | 0,0701 | 0,0341 | 0,0144 | 0,0052
11 | 0,00004| 0.0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0010 [ 60,0033 | 0,0093 | 0,0222 4 10,0076 | 0,0605 | 0,1457 | 0,2093 | 0,2209 | 0,1868 | 0,1320 | 0,0796 | 0,0411 | 0,0182
12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0019 | 0.0056
13 0,0000 i 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0009 5 0,0010 | 0,0175 | 0,0668 | 0,1361 | 0,1914 | 0,2081 | 0,1849 | 0,1379 | 0,0875 | 0,0472
14 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0001 6 0,0001 | 0,0039 | 0,0236 | 0,0680 | 0,1276 | 0,1784 | 0,1991 | 0,1839 | 0,1432 | 0,0944
7 0,6000 [ 0,0007 | 0,0065 | 0,0267 | 0,0668 | 0,1201 | 0,1685 | 0,1927 | 0,184]1 | 0,1484
150 | 0,4633 | 0,2059 | 0,0874 } 0,0352 | 0.0134 | 0,0047 { 0,0016 | 00005 | 0,0001 | 0.0000 8 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0014 | 0,0084 | 0,0279 | 00644 | 0.1134 | 0,1606 | 0,1883 | 0,1855
1 | 03658 | 0.3432 | 0,2312 | 0,1319 | 0,0668 | 0,0305 | 0,0126 [ 0,0047 | 0,0016 | 0.0005 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0021 | 0,0093 | 0,0276 | 0,0611 | 0,1070 | 0,1540 | 0.1855
2 | 01348 | 02669 | 0,2856 | 0,2309 | 0,1559 | 0,0916 } 0,0476 | 0,0219 | 0,0090 | 0,0032
3 | 0,0307 | 0.1285 | 0,2184 | 0,2501 | 0,2252 | 0,1700 | 0,1110 | 0,0634 | 0,0318 | 0,0139 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0025 | 0,0095 | 0.0263 | 0.0571 | 0,1008 | 0.1484
4 {00049 | 0,0428 | 0,1156 | 0,1876 | 0,2252 | 0,2186 | 0,1792 | 0,1268 | 0,0780 | 0,0417 11 ] 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0026 | 0,0090 | 0,0242 | 0,0525 | 0.0944
12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006, | 0,0024 { 0,0081 | 0,0215 } 0,0472
5 0,0006 | 0,0105 | 0,0449 | 0,1032 [ 0,1651 | 0,2061 | 0,2123 | 0,1859 | 0,1404 | 0,0916 13 10,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 { 0,0005 | 0,0021 | 0,0068 | 0,0182
6 | 0.0000 | 0.0019 | 0,0132 | 0,0430 | 0,0917 | 0.1472 | 0,1906 | 0.2066 | 0,1914 | 0,1527 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0016 | 0,0052
7 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0030 | 0,0138 | 0,0393 | 0,0811 [ 0,1319 | 0,1771 | 0,2013 | 0,1964
8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0035 { 0.0131 | 0,0348 | 00710 { 0,1181 { 0.1647 | 0,1964 15 | 0,0000 § 90,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 } 0.0010
9 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 { 0,0007 | 0.0034 | 0,0116 | 00298 | 0,0612 | 0,1048 § 0,1527 16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 ! 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001

17 10,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000
1¢ | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0607 | 0,0030 | 0,0096 [ 0,0245 | 0,0515 | 0,0916

11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0001 | 0,0006 | 0,0024 [ 0,0074 | 0,0191 | 0,0417 18 0 | 0,3972 | 0,1501 | 0,0536 | 0,0180 [ 0,0056 | 0,0016 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0000 { 0,0000
12 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0016 | 0,0052 | 0.0139 1 103763 | 0,3002 | 0,1704 | 0,0811 | 0,0338 | 0,0126 | 0,0042 | 0,0012 | 0,0003 | 0,0001
13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0032 2 | 0,1683 | 0,2835 | 0,2556 | 0,1723 | 0,0958 | 0,0458 | 0,0190 | 0,0069 | 0,0022 | 0,0006
14 | 0,0000 ; 0.0000 | 0,0600 | 0,0000 [ 0,000 | 6,0000 | 0,0000 [ 0,0000 | 0,0001 [ 0,0005 3 10,0473 { 0,1680 | 0,2406 | 0,2297 | 0,1704 | 0,1046 | 0,0547 | 0,0246 | 0,0095 | 0.0031
4 ] 6,0093 | 0,0700 | 0,1592 | 0,2153 | 0,2130 | 0,1681 | 0,1104 | 0,0614 | 0,0291 | 0,0117
15 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000
5 10,0014 | 0,0218 | 0,0787 | 0,1507 | 0,1988 | 0,2017 | 0,1664 | 0,1146 | 0,0666 | 0,0327
16 0 | 0,4401 | 0.1853 | 0,0743 | 0,0281 | 0,0100 | 0,0033 | 0,0010 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 6 | 0,0002 [ 0,0052 [ 0,0301 | 0,0816 | 0,1436 | 0,1873 | 0,1941 | 0,1655 | 0,1181 | 0.0708
1 {03706 | 0,3294 | 0,2097 | 0,1126 | 0,0535 | 0,0228 | 0,0087 | 0,0030 | 0,0009 [ 0,0002 7 | 0,0000 | 0,0010 | 0,0091 | 0,0350 | 0,0820 | 0,1376 | 0,1792 | 0,1892 | 0,1657 | 0,1214
2 10,1463 | 0,2745 | 0,2775 | 0,2111 | 0.1336 | 0,0732 | 0,0353 | 0,0150 | 0,0056 | 0,0018 8 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0022 | 0,0120 [ 0,0376 | 0,0811 | 0,1327 | 0,1734 | 0,1864 | 0,1669
3 [ 0,0359 | 0,1423 | 0,2285 | 0,2463 | 0,2079 | 0,1465 | 0,0888 | 0,0468 | 0,0215 | 0,0085 9 | 0,0000 { 0,0000 { 0,0004 | 0,0033 | 0,0139 | 0,0386 | 0,0794 | 0,1284 | 0.1694 | 0,1855
4 | 0,0061 | 0,0514 | 0,1311 | 0,2001 | 0,2252 | 0,2040 | 0,1553 | 0,1014 | 0,0572 | 0,0278
16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0008 | 0,0042 | 0,0149 | 0,0385 | 0,0771 | 0,1248 | 0.1669
5 | 0,0008 | 0,0137 | 0,0555 | 0.1201 | 0,1802 | 0,2099 | 0,2008 | 0,1623 | 0,1123 | 0.0667 11 [ 0,6000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0001 | 0,0010 | 0,0046 | 0,0151 | 0,0374 | 0,0742 | 0.1214
6 10,0001 | 0,0028 | 0,0180 | 0,0550 { 0.1101 | 0,1649 | 0,1982 | 0,1983 | 0,1684 | 0,1222 121 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 { 0,0000 | 0,0002 [ 0,0012 | 0,0047 | 0,0145 | 0,0354 | 0,0708
7 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0045 | 0,0197 | 0,0524 | 0,1010 | 06,1524 | 0,1889 | 0,1969 | 0,1746 13 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0012 | 0,0045 | 0,0134 | 0,0327
8 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0055 | 0,0197 | 0,0487 | 0,0923 | 0,1417 | 0,1812 | 0,1964 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 06,0000 | 0,0002 { 0,0011 | 0,0039 | 0,0117
9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,002 | 0,0058 | 0,0185 | 0,0442 | 0,0840 | 0,1318 ] 0,1746
15 ] 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 { 0,0009 | 0,0031
10 | 0,0000 | 0,0000 | G,0000 | 0,0002 | 0,0014 | 0,0056 | 0,0167 | 0,0392 | 0,0755 | 0.1222 16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0006 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006
11 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0013 | 0,0049 | 0,0142 | 0,0337 | 0,0667 17 [ 0.0000 { 6,0000 | 0,0000 } 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,6002 | 0,0011 | 0,0040 | 0,0115 | 0,0278 18 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 [ 00000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0029 | 0,0085
14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0018




1. tablazat 5. folytatdsa

nk [005 Jo10 Jo0,15 J020 [025 ]030 [035 ][040 1045 050
190 }03774 | 0,1351 | 0,0456 | 0,0144 | 0,0042 | 0,0011 | 0,0003 | 0,0001 | 0,6000 | 0,0000
1 |06,3774 | 0,2852 | 0,1529 | 0,0685 | 0,0268 | 0,0093 | 0,0029 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0000
2 | 0,1787 | 0,2852 | 0,2428 | 0,1540 | 0,0803 | 0,0358 | 0,0138 | 0,0046 | 0,0013 | 0,0003
3 ] 0,0533]0,1796 | 02428 | 0,2182 | 0,1517 | 0,0869 | 0,0422 | 0,0175 | 0,0062 | 0,0018
4 {00112 ] 00798 | 0,1714 | 0,2182 | 0,2023 | 0,1491 | 0,0909 | 0,0467 | 0,0203 | 0,0074
s | 0,0018 | 0,0266 | 0,0907 | 0,1636 | 0,2023 | 0,1916 | 0,1468 | 0,0933 | 0,0497 | 0,0222
6 | 0,0002 | 0,0069 | 0,0374 | 0,0955 | 0,1574 | 0,1916 | 0,1844 | 0,1451 | 0,0949 | 0,0518
7 | 0,0000 | 0,0014 | 0,0122 | 0,0443 | 0,0974 | 0,1525 | 0,1844 | 0,1797 | 0,1443 | 0,0961
8 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0032 | 0,0166 | 0,0487 | 0,0981 | 0,1489 | 0,1797 | 0,1771 | 0,1442
9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0007 | 0,0051 | 0,0198 | 0,0514 | 0,0980 | 0,1464 | 0.1771 | 0,1762
10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0013 | 0,0066 | 0,0220 | 0,0528 | 0,0976 | 0,1449 | 0,1762
11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0003 | 0,0018 | 0,0077 | 0,0233 | 0,0532 | 0,0970 | 0,1442
12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0022 | 0,0083 | 0,0237 | 0,0529 | 0,0961
13 | 0,0000 | 90,0000 } 0,0000 | 0,0000 | 0.0001 | 0,0005 | 0,06024 | 0,6085 | 0,0233 | 0,0518
14 | 0,0000 | 00000 [ 0.0000 | 00000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 00024 | 0,0082 | 0,0222
15 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0022 | 0,0074
16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0018
17 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003
18 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
19 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
200 | 0,3585 10,1216 | 0,0388 | 0,0115 | 0,0032 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1 10,3774 | 0,2702 | 0,1368 | 0,0576 | 0,0211 | 0,0068 | 0,6020 | 0,0005 | 0,0001 | 0,0000
2 10,1887 | 0,2852 | 0,2293 | 0,1369 | 0,0669 | 0,0278 | 0,0100 | 0,0031 | 0,0008 | 0,0002
3 10,0596 | 0,1901 | 0,2428 | 0,2054 | 0,1339 | 0,0716 | 0,0323 | 0,0123 | 0,0040 | 0,0011
4 [0,0133 | 0,0898 [ 0,1821 | 0,2182 | 0,1897 | 0,1304 | 0,0738 | 0,0350 | 0,0139 | 0,0046
5 10,0022 | 0,0319 | 0,1028 | 0,1746 | 0,2023 | 0,1789 | 0,1272 | 0,0746 | 0,0365 | 0,0148
6 | 0,0003 | 0,0089 | 0,0454 | 0,1091 | 0,1686 | 0,1916 | 0,1712 | 0,1244 | 0,0746 | 0,0370
7 | 0,0000 | 0,0020 | 0,0160 | 0,0545 | 0,1124 | 0,1643 | 0,1844 | 0,1659 | 0,1221 | 0,0739
g | 0,0000 | 0,0004 | 0,0046 | 0,0222 | 0,0609 | 0,1144 | 0,1614 | 0,1797 | 0,1623 | 0.1201
9 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0011 | 0,0074 | 0,0271 | 0,0654 | 0,1158 { 0,1597 | 0,1771 | 0,1602
10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0020 | 60,0099 | 0,0308 | 0,0686 | 0,1171 | 0,1593 | 0,1762
1t | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0030 { 0,0120 | 0,0336 | 0,0710 | 0,1185 | 0,1602
12 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0008 | 0,0039 | 0,0136 | 0,0355 | 0,0727 | 0.1201
13 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,6000 | 0,0002 | 0,0010 | 0,0045 | 0,0146 | 0,0366 | 0,0739
14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0012 | 0,0049 | 0,0150 | 0,0370
15 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0003 | 0,0013 | 0,0049 { 0,0148
16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0013 | 00046
17 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011
18 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002
19 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000
20 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000

Binomialis eloszlas 2 P(X=k)

A binomialis eloszldsnal szereplé valésziniiségek dsszegének,

kmax n
a 3y k 21— p)"~* bsszegnek az értékei

k=0
(pl. az n darabbél 4ll6 mintaban k_,, vagy kevesebb
hibas darab eléfordulasanak a valdsziniiségei)

2. tablazat
A A o - .
tételben | tételben A mintaban levd dsszes darab szima,
levo levé n
hibas |hibas db
dgrabqk szAma
reszara- | max, 5 6 7 8 9 10 15 20 25
nya, p max
0,005 0 0,9752 1 0,9704 | 0,9655 | 0,9607 | 0,9559 | 0,9511 | 0,9276 | 0,9046 | 0,8882
1 0,9998 | 0,9996 | 0,9995 | 0,9993 | 0,9991 | 0,9989 [ 0,9975 | 0,9955 | 0,9931
2 - - - - - - 0,9999 | 0,9999 | 0,9997
0 0,9510 | 0,9415 | 0,9321 | 0,9227 | 0,9135 | 0,9044 | 0,8601 | 0.8179 | 0.7778
0,01 1 0,9990 | 0,9985 | 0,9980 { 0,9973 | 0,9966 [ 0,9957 | 0,9904 | 0,9831 | 0,9742
2 - - — 10,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9996 | 0,9990 | 0,9980
3 - - - : : - - 10999
0 0,9039 | 0,8858 | 0,8681 | 0,8508 | 0,8337 | 0,8171 | 0,7386 | 0,6676 | 0.6035
1 0,9962 | 0,9943 | 0,9921 | 0,9897 | 0,9869 | 0,9838 | 0,9647 | 0,9401 | 0.9114
0,02 2 0,9999 | 0,9998 | 0,9997 | 0,9996 | 0,9994 | 0,9991 | 0,9970 | 0,9929 | 09868
3 - - - - - 09998 | 09994 | 0.9986
4 - - - - - - - - | 09999
0 0,8587 | 0,8330 | 0,8080 | 0,7837 | 0,7602 | 0,7374 | 0,6333 | 0,5438 | 0.4670
1 0,9915 | 0,9875 | 0,9827 | 06,9777 [ 0,9718 | 0,9655 | 0,9270 | (,8802 | 0,8280
0,03 2 0,9997 [ 0,9995 | 0,9991 | 0,9986 | 0.9980 | 0,9972 | 0,9906 | 0,9790 | 0,9620
3 - - - 0,9999 [ 0,9999 | 0,9999 | 0,9992 | 0,9973 | 0,9938
4 - - - - - 0,9999 | 0,9997 | 0.9992
5 - - - - 0.9999
0 0,8154 { 0,7827 | 0,7514 | 0,7214 | 0,6925 | 0,6648 | 0,5421 | 0,4420 | 0,3604
1 0,9852 | 0,9784 | 0,9706 | 0,9619 | 0,9522 | 0,9418 | 0,8809 | 0,8103 | 0,7358
0,04 2 0,9994 | 0,9988 | 0,9980 | 0,9969 | 0,9955 | 0,9938 | 0,9797 | 0,9561 | 0.9235
3 - 0,9999 [ 0,9998 | 0.9997 | 0,9996 | 0,9976 | 0,9926 | 0,9835
4 - - - - - - 0,9998 | 0,9990 | 0,9972
5 - - - - - - - 0,9999 | 0.9996
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2. rablazat 1. folyiatdsa
dblazar 1. folvia 2. tibldzat 2. folvtatdsa

A N - ,
lé}efl“l?gn té}elt:en A mintaban levo onsszes darab szama, téte/l\ben téte/I\ben A mintiban levé Osszes darab szdma,
evd evd X X n
s ks ik do
g | 3 6 7 8 ? 10 15 S vhszard. | max, | s 6 7 8 9 10 s 20 25
; e nya, p | Ko
0 o am faoms foson oo e o 020 o o o s om0 oz o
0.05 2 | 09988 | 09978 | 0.9962 | 09942 | 0.9916 | 0.9885 | 0,9638 | 0.9245 | 0,8729 L 109326 10,5048 | 08745 1 0.8423 | 0,808 | 0,7746 | 0,6035 | 0,4516 | 0,3286
: ) 55099 | 05098 | .5096 | 9994 | 09990 | 09945 | 09841 | o96ss 2 | 09937 | 09882 | 09807 | 0.9711 | 09595 | 0.9460 | 0.8531 | 0,7334 | 0.6063
! I R ” PP 09999 | 09994 | 0.9974 | 09928 3| 09997 | 0,9992 | 0,9982 | 0,9966 | 0.9942 | 0.9912 | 0.9601 | 0.9007 | 0.8169
) - ] 3 | 09999 | 09997 | 09988 0.09 4 - ~ | 09999 | 0,9997 | 0,9995 | 0.9990 | 0.9918 | 0.9710 | 0.9314
6 , - - - - - _ _ | 09998 5 - - - - - 10,9999 | 0,9987 | 09932 | 0,9790
. p . _ _ 7 — | 09998 | 0,9987 | 0.9846
7 - - - - - - ~ | 0.9998 | 0.9989
0 |0,7339 | 0,6899 | 0,6485 | 0,6096 | 0,5730 | 0,5386 | 0,3953 | 0,2901 | 0,2129 8 - - N - 0.3998
1 | 09681 09541 | 0.9382 | 0,9208 | 0,9022 | 0,8824 | 07738 | 0,6605 | 0,5527
2 | 09980 | 09962 | 0,9937 | 0,9904 | 0,9862 | 0,9812 | 0,9429 | 0,8850 | 0,8129
0,06 3 | 09999 | 0,9998 | 0,9996 | 0,9993 | 0,9987 | 0,9980 | 0,9896 | 0,9710 | 0,9402 0 10,5905 05314 | 04783 | 04305 1 0.3874 | 0,3487 | 0.2059 | 0.1216 | 0.0718
: " " " e | oo00s | 0mte | 6.9944 | 0580 1109185 | 08857 [ 0,8503 | 0,8131 | 0,748 | 0.7361 | 0,5490 | 0,3917 { 02712
. i - i 7 5 | ooos | 00991 | 00965 2 | 09914 | 09842 | 09743 | 09619 | 0,9470 | 0.9208 | 0.8159 | 0.6769 | 0.5371
: - i ) - . i 728 1 5009 | 09995 3 | 09995 [ 09987 | 09973 | 09950 | 09917 | 0.9872 | 0.9444 | 0.8670 | 0.7636
¢ - i - - - i gl pyes 4 ~ 09990 | 0,9998 | 0.9996 | 0.9991 | 0.9984 | 0.9973 | 0.9568 | 0.9020
: 0.10 5 - - - ~ | 09999 | 0,9999 | 0.9978 [ 0.9887 | 0.9666
6 - - - ~ 109997 | 0.9976 | 0.9905
0 | 06957 | 0.6470 | 0,6017 | 0,596 | 0.5204 | 0,4840 | 0.3367 | 0,2342 | 0,1630 ol ] - ) i - I el el
1 | 09575 | 09392 | 09187 | 0,8965 | 0.8729 | 0,8483 | 0,7168 | 0,5869 | 0,4696 o B} . - ) - - I R Do
2 {09969 | 0.9942 | 0,9903 | 0.9853 | 0.9791 | 0,9717 | 09171 | 08390 | 0,7466 :
0.07 3 | 09999 | 09997 | 0,9993 | 0,9987 | 0.9977 | 0.9964 | 0,9825 | 0,952 | 0,9064
‘5‘ - - T 09999 | 0.0998 1 0.9997 ggg;g ggg;? 83;;2 0 04437 | 03771 ! 0,3206 | 0,2725 | 02317 | 0,1969 { 0,0874 | 0,0388 | 0.0172
; j - i - - B R Dot By 1| 08352 | 0,765 | 0.7166 | 0,6572 | 0,5995 | 0.5443 | 0,3186 | 0.1756 | 0.0931
: - - i - i i P e 2 | 09734 | 09527 | 09262 | 0,8948 | 0.8591 | 08202 | 0.6042 | 0.4049 | 0.2537
: 3 {09978 | 0,9941 [ 09879 | 0.9786 | 0.9661 | 0.9500 | 0,8227 | 0,6477 | 0.4711
4 09999 | 0,9996 | 0,9988 | 09971 | 0,9944 | 0,9901 | 0.9383 | 0,8298 | 0.6821
0 | 06591 | 0.6064 | 0,5578 | 0,5132 | 0.4722 | 0.4344 | 0,2863 | 0,1887 | 0,1244 0.15 2 - T [ 09999 09998 10,9954 ggzgg g;ﬁgi gg;g gg;gz
1 | 0.9456 | 0,9227 | 0.8974 | 0.8702 | 0,8417 | 0,8121 | 0,6597 | 0,5169 | 0,3947 ; . i - ] T  h00a | 099a1 | 0onas
2 | 0.9955 | 09915 | 0,9860 | 0,9780 | 0,9702 | 0,9599 | 0.8870 [ 0,7879 | 0.6768 g R i i} - 109999 | 09087 | 00000
3 | 09998 | 09995 | 0.9988 | 0.9978 | 0.9963 | 0.9942 | 0.9927 | 0,9294 | 08649 o ) ) - i} ] TP 0sees [ o000
0,08 4 , ~ 109999 | 0,9999 | 09997 | 0,9994 | 0.9950 | 0,9817 | 0,9549 0 ) ) ) ) . - N Rl Byt
5 ) - - - - ~ | 09993 | 0,992 | 0,9877 i ) il i} ) - ] I st
6 - - - - ~ 109999 | 0,9994 | 0,9972 .
7 - - - - - - - | 09999 | 0,9995
8 - - - . - - - ~ | 09999
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2. tablazat 3. folyvtatasa

Poisson-eloszlas P(X =k)

6t e?b en tété‘l\ben A mintaban levé 6nsszes darab szama,
levd levd
hibas thibas db
darabok| szama
részara-| max, 5 6 7 8 9 10 15 20 25
nya, p ‘max
0 0,3277 | 0,2621 | 0,2097 | 0,1673 | 0,1342 | 0,1074 | 0,0352 | 0,0115 | 06,0038
1 0,7373 | 0,6554 | 0,5767 | 0,5033 | 0,4362 | 0,3758 | 0,1671 | 0,0692 | 0,0274
2 0,9421 | 0,9011 | 0,8520 ] 0,7969 | 0,7382 | 0,6778 | 0,3980 | 0,2061 | 0,0982
3 0,9933 | 0,9830 | 0,9667 | 0,9437 | 0,9144 | 0,8791 | 0,6482 | 04114 | 0,2340
4 0,9997 | 0,9984 | 0,9953 | 0,9896 | 0,9804 | 0,9672 | 0,8358 | 0,6296 | 0.4207
5 - 0,9999 | 0,9996 | 0,9988 | 0,9969 | 0,9936 | 0,9389 | 0,8042 | 0.6167
0,20 6 - - - 0,9999 | 0,9997 | 0,9991 | 0,9819 | 0,9133 | 0,7800
7 - - - 0,9999 | 0,9958 | 0.9679 | 0,8909
8 - - - - - - 0,9992 | 0,9900 | 0,9532
9 - - - - - 0,9999 | 0,9974 | 0,9827
10 - - - - - - 0,9994 | 0.9944
11 - - - - - - - 0,9999 | 0,9985
12 - - - - - - - 0,9996
13 - - - - - - 0.9999

534

Y L _
e o (A=np)

3. tabldzar
k| o1 | 02 | 03 | o4 | os | 06 |07 | 08 | 09 | Lo
0 0,9048 | 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0.4493 } 0.4066 | 0,3679
1 0,0905 | 0,1637 | 0,2222 | 0,2681 | 0,3033 | 0,3293 | 0.3476 | 0,3595 | 0,3659 | 0,3679
2 0,0045 | 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,0988 | 0,1217 | 0,1438 | 0,1647 | 0,1839
3 0,0002 | 0,0011 | 0,0033 | 0,0072 | 0,0t26 | 0,0198 | 0,0284 | 0,0383 | 0,0494 | 0.0613
4 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030 | 0,0050 | 0,0077 | 0,0111 | 0,0153
S 0,0000 | 0,0000 | 6,0000 | 06,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0007 | 0,0012 | ¢,0020 | 0,0031
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 6,0001 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0005
7 0,0000 { 0,6000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.000!
kolow |2 |13 | e | s [ one | w7 |18 | oL | 20
0 0,3329 1 0,3012 | 0,2725 | 0,2466 | 0,2231 | 0,2019 | 0,1827 | 0,1653 | 0,1496 | 0,1353
1 0,3662 | 0,3614 | 0,3543 | 0,3452 | 0.3347 | 0,3230 | 03106 | 0,2975 | 0,2842 | 0,2707
2 0,2014 | 0,2169 } 0,2303 | 0,2417 | 0,2510 | 0,2584 | 0,2640 | 0,2678 { 0,2700 | 0,2707
3 0,0738 | 0,0867 | 0,0998 | 0,1128 | G,1255 | 0,1378 | 0,1496 | 0,1607 | 0,1710 | 0.1804
4 0,0203 | 0,0260 | 0,0324 | 0,0395 | 0,0471 | 0,0551 | 0,0636 | 0,0723 | 0,0812 | 0,0902
5 0,0045 | 0,0062 | 0,0084 | 0,0111 | 0,0141 | 0,0176 | 0,0216 | 0,0260 | ©,0309 | 0,0361]
6 0,0008 ; 0,0012 | 0,0018 | 0,0026 | 0,0035 | 0,0047 | 0,0061 | 0,0078 | 0,0098 | 0,0120
7 0,0001 { 0,0002 | 0,0003 { 0,0005 | 0,0008 | 0,0011 | 0,0015 | 0,0020 | 0,0027 | 0,0034
8 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0609
9 0,0000 | 0,0000 ; 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002
kolo2 |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 0
0 0,1225 | 0,1108 | 0,1003 | 0,0907 | 0,0821 | 0,0743 | 0,0672 | 0,0608 | 0,0550 | 0,0498
1 0,2572 | 0,2438 { 0,2306 | 0,2177 | 0,2052 | 0,1931 | 0,1815 | 0,1703 | 0,1596 | 0,1494
2 0,2700 | 0,2681 | 0,2652 | 0,2613 | 0,2565 | 0,2510 | 0,2450 | 0,2384 | 0,2314 | 0,2240
3 0,1890 | 0,1966 | 0,2033 | 0,2090 | 0,2138 | 0,2176 | 06,2205 | 0,2225 | 0,2237 | 0,2240
4 0,0938 { 0,1082 | 0,1169 | 0,1254 | 0,1336 | 0,1414 | 0,1488 | 0,1557 | 0,1622 | 0,1680
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3. wdblizat 1. folytatisa

3. tablazat 2. folytatdsa

k 21 1 022 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 28 | 29 3,0

5100417 [ 0,0476 | 0,0538 | 0,0602 | 0,0668 | 0,0735 | 0,0804 | 0,0872 | 0,0940 | 0,1008
6 | 00146 | 0,0174 | 0,0206 | 00241 | 0,0278 | 0,0319 | 0,0362 | 0,0407 | 0,0455 | 0,0504
7 | 0,004 | 0,0055 | 0,0068 | 0,0083 | 0,0099 | 00118 | 0,0139 | 0,0163 | 0,0188 | 0,0216
8 | 0,0011 | 0,0015 | 0,0019 | 0,0025 | 0,0031 | 0,0038 | 0,0047 | 0,0057 | 0,0068 | 0,0081
9 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0007 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0014 | 0,0018 | 0,0022 | 0,0027
10 | 0,0001 | 0,0001 | 6,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0008
11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002
12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
k| oa |32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

0 | 00450 | 0,0408 | 0,0369 | 0,0334 | 0,0302 | 0,0273 | 0,0247 | 0,0224 | 0,0202 | 0,0183
1| 0,1397 | 01304 | 0,1217 | 0,1135 | 0,1057 | 0,0984 | 0,0915 | 0,0850 | 0,0789 | 0,0733
2| 02165 | 0,2087 | 0,2008 | 0,1929 [ 0,1850 | 0,1771 | 0,1692 | 0,1615 | 0,1539 | 0,1465
3 [ 02237 | 0,2226 | 0,2209 | 0,2186 | 0,2158 | 0,2125 | 0,2087 | 0,2046 | 0,2001 | 0,1954
4 | 0,1734 | 01781 | 0,1823 | 0,1858 | 0,1888 | 0,1912 | 0,1931 | 0,1944 | 0,1951 | 0,1954
5 | 0,075 | 0,140 | 0,1203 | 0,1264 | 0,1322 | 0,1377 | 0,1429 | 0,1477 | 0,1522 | 0,1563
6 | 0055500608 | 0,0662 | 0:0716 | 0,0771 | 0,0826 | 0,0881 | 0,0936 | 0,0989 | 0,1042
7 {00246 | 0,0278 | 0,0312 | 0,0348 | 0,0385 | 0,0425 | 0,0466 | 0,0508 | 0,0551 | 0,0595
8 10,0095 | 00111 | 00129 | 00148 | 0,0169 | 0,0191 | 0,0215 | 0,0241 { 0,0269 | 0,0298
9 | 0,0033 | 0,0040 | 0,0047 | 0,0056 | 0,0066 | 0,0076 | 0,0089 | 0,0102 | 0,0116 | 0,0132
10 | 0,010 | 0,0013 | 0,0016 | 0,0019 [ 0,0023 | 0,0028 | 0,0033 | 0,0039 | 0,0045 | 0,0053
11 {0,003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0009 { 0,0011 | 0,0013 | 0,0016 | 0.0019
12 {0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006
13 | 0.,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002
14| 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | ©,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
k 4.1 4.2 43 44 4,5 4.6 47 48 49 3.0

00,0166 | 0,0150 | 00136 | 0,0123 | 0,0111 | 0,0101 | 0,0091 | 0,0082 | 0,0074 | 0,0067
10,0679 | 0,0630 | 0,0583 | 0,0540 | 0,0500 | 0,0462 | 0,0427 | 0,0395 | 0,0365 | 0,0337
2 10,1393 [ 0,1323 | 0,1254 | 0,1188 | 0,1125 | 0,1063 | 0,1005 | 0,0948 | 0,0894 | 0,0842
3 10,1904 | 0,1852 | 0,1798 | 0,1743 | 0,1687 | 0,1631 | 0,1574 | 0,1517 | 0,1460 | 0,1404
4 10,1951 | 0,1944 | 0,1933 | 0,1917 | 0,1898 | 0,1875 | 0,1849 | 0,1820 | 0,1789 | 0,1755

536

ko| o4l | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | S0
5 0,1600 | 0,1633 | 0,1662 | 0,1687 | 0,1708 | 0,1725 | 0,1738 | 0,1747 | 0,1753 | 0,1755
6 0,1093 | 0,1143 | 0,1191 | 0,1237 | 0,1281 { 0,1323 | 0,1362 | 0,1398 | 0,1432 | 0,1462
7 0,0640 | 0,0686 | 0,0732 | 0,0778 | 0,0824 | 0,0869 | 0,0914 | 0,0959 | 0,1002 | 0,1044
8 0,0328 | 0,0360 | 0,0393 | 0,0428 | 0,0463 | 0,0500 | 0,0537 | 0,0575 | 0,0614 | 0,0653
9 0,0150 | 0,0168 | 0,0188 | 0,0209 | 0,0232 | 0,0255 | 0,0280 | 0,0307 | 0,0334 | 0,0363
10 0,0061 | 0,0071 | 0,0081 | 0,0092 | 0,0104 | 0,0118 | 0,0132 | 0,0147 | 0,0164 | 0,0181
11 0,0023 | 0,0027 | 0,0032 | 0,0037 | 0,0043 | 0,0049 | 0,0056 | 0,0064 | 0,0073 | 0,0082
12 0,0008 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0014 | 0,0016 | 0,0019 | 0,0022 | 0,0026 | 0,0030 | 0,0034
13 0,0002 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0009 | 0,0011 { 0,0013
14 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 { 0,0002 | 0,0003 : 0,0003 | 0,0004 | 0,0005
15 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 { 0,0001 { 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002
k| sl | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58| 59 | 60
0 0,0061 | 0,0055 | 0,0050 | 0,0045 | 0,0041 [ 0,0037 | 0,0033 0,0030 0,0027 | 0,0025
1 0,0311 | 0,0287 | 0,0265 | 0,0244 | 0,0225 | 0,0207 | 0,0191 | 0,0176 | 0,0162 | 0,0149
2 0,0793 | 0,0746 | 0,0701 | 0,0659 | 0,0618 | 0,0580 | 0,0544 | 0,0509 | 0,0477 | 0,0446
3 0,1348 | 0,1293 | 0,1239 | 0,1185 | 0,1133 { 0,1082 | 0,1033 | 0,0985 | 0,0938 | 0,0892
4 0,1719 | 0,1681 | 0,1641 | 0,1600 | 0,1558 | 0,1515 | 0,1472 ; 0,1428 | 0,1383 | 0,1399
5 0,1752 | 0,1748 | 0,1740 | 0,1728 | 0,1714 | 0,1697 | 0,1678 | 0,1656 | 0,1632 | 0,1606
6 0,1490 § 0,1515 | 0,1537 | 0,1555 | 0,1571 | 0,1584 | 0,1594 | 0,1601 | 0,1605 § 0,1606
7 0,1086 1 0,1125 | 0,1163 | 0,1200 | 0,1234 } 0,1267 | 0,1298 | 0,1326 | 0,1353 0,1377
8 0,0692 | 0,0731 | 0,0771 | 0,0810 | 0,0849 | 0,0887 | 0,0925 | 0,0962 | 0,0998 0,1033
9 0,0392 | 0,0423 | 0,0454 | 0,0486 | 0,0519 | 0,0552 | 0,0586 | 0,0620 | 0,0654 0,0688
10 0,0200 | 0,0220 | 0,0241 | 0,0262 | 0,0285 | 0,0309 | 0,0334 [ 0,0359 { 0,0386 | 0,0413
11 0,0093 | 0,0104 | 0,0116 | 0,0129 | 0,0143 | 0,0157 | 0,0173 | 0,0190 | 0,0207 0,0225
12 0,0039 | 0,0045 | 0,0051 | 0,0058 | 0,0065 | 0,0073 | 0,0082 | 0,0092 | 0,0102 | 0,0113
13 0,0015 | 0,0018 | 0,0021 | 0,0024 | 0,0028 | 0,0032 | 0,0036 | 0,0041 | 0,0046 | 0,9052
14 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0013 [ 0,0015 | 0,0017 0,0019 | 04,0022
15 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0009
16 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 0,0003 | 0,0003
17 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,000} | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
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3. tablazat 3. folytatdsa . 3. wibldzat 4. folyratdsa

4 A
k 6.1 6,2 6,3 6.4 6,5 66 | 6
s & ] 52 1 66 67 | 63 | 69 | 70 e Loz |12 | 13 | 14 | 15| 16 | 27 | 28 | 79 | 80
0 | 0,0022 | 0,0020 | 0,0018 | 0,0017 [ 0,0015 | 0,0014 | 0.0012 | 0.00 0009
t | 00137 | 00126 | 00116 | 00106 | 00098 | 0.009 | 0 085 0’00_‘[; g%}lg 8' 10 | 00740 | 00770 | 0,080¢ | 0,0829 | 0,0858 | 0,0887 | 0,0914 | 0,0941 | 0,0967 | 0,0993
2 | 0,0417 | 00390 | 0.0364 | 0.0340 | 0,0318 | 0.0296 | 0.0276 | 0.0258 | 0.0240 0'0006“223 1 00478 | 00504 | 0,0531 | 0,0558 | 0,0585 | 0,0613 | 0,0640 | 0,0667 | 0,0695 | 0,0722
3| 0,0848 | 0.0806 | 0.0765 | 0.0726 | 0.0688 | 0.0652 | 0.0617 | 0. g - 12 | 00283 | 00303 | 0,0323 | 0,0344 | 0,0366 | 0,0388 | 0,041 | 0,0434 | 0,0457 | 0,0481
4 [ 01294 | 01249 | 01205 | 00162 | 01115 | 01076 | 0103 | 0,092 | 0oms | G 13 | 00154 | 00168 | 00181 | 0,0196 | 0,0211 | 0,0227 [ 0,0243 | 0,0260 [ 0,0278 | 0,0296
> ' ; ; 0912 14 | 0,0078 | 0,0086 | 0,0095 | 0,0104 | 0,0113 | 0,0123 | 0,0134 [ 0,0145 | 0,0157 | 0,0169
¢ | 01605 | ntcor | otsos | orsne | orsne | oremn | opses | Brsds | Ot3ia | 01277 IS T O | O O | G0 | 000ss | 00007 | 00081 | 00045
7 101399 | 01418 | 01435 | 01450 | 01462 | 0692 | 010 | wrome | o5t 0-1490 16 | 00016 | 0.0019 | 00021 | 0,0024 | 0,0026 | 0,0030 | 0,0033 | 0,0037 | 0,0041 | 0,0045
8 10,1066 | 0,109 | 0,130 | 0.1160 | 0.1188 | 01215 | 0.1240 | 0.1263 | 0.1284 oAnog 17 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0,0010 | 0,0012 | 0,0013 | 0,0015 | 0,0017 { 0,0019 | 0,0021
, ) \ s ) 13 18 | 0.0003 | 0.0003 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 | 00006 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0009
9| 0:0723 10,0757 | 0,0791 | 0,0825 | 0.0858 | 0,0891 | 0,0923 | 00954 | 0.0985 | 01014 19 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 00003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004
10| 00441 | 0.0469 | 0,0498 | 0,0528 [ 0.0558 | 0,0588 | 0,0618 | 0,0649 ‘
: S . : S : 00679 | 0.0710
1 - 20 | 0.0000 | 00000 | 0,0001 | 0.0001 | 0,0001 | 0,0001 | 00001 | 0,0001 | 0.0001 | 0,0002
0.0245 10,0265 | 0,0285 ] 0,0307 | 0,030 f 0.0353 | 0.0377 | 0.0401 | 0,0426 | 0.0452 21| 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,000!

12 0,0124 10,0137 | 0,0150 { 0,0164 | 0,0179 | 0,0194 | 0,0210 | 0,0227 | 0.0245 | 0.0264
13 0,0058 | 0,0065 | 0,0073 | 0,0081 | 0,0089 | 0.0098 | 00108 | 0,0119 | 0.0130 | 0.0142

14100025 | 0.0029 | 0,0033 | 0.0037 | 00041 | 0.0046 | 0,0052 | 0,0058 | 0.0064 | 0.0071 A
15 | 0,0010 | 0,0012 [ 00014 | 0,0016 | 0,0018 | 0,0020 | 0,0023 | 0,0026 | 0,0029 | 0,0033 k 8.1 82 83 8.4 85 8.6 8.7 8.8 89 9.0
:g 3‘8&?‘1‘ g'%; 3’3333 S0 oe | o007 | 00008 1 04010 | 0.0011 1 0,013 | 00014 o | 00003 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001
’ k . 0.0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 | 0 ' ’ ’ ’ ’ ’ ’ ' ’ ’
18 | 0.0000 | 00001 [ 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0,0002 | 0.0002 o‘m 1 | 0,0025 | 0,0023 | 0,0021 | 0,0019 [ 0,0017 | 0,0016 | 0,0014 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0011
19 | 00000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 6.0001 2 | 0.0100 | 0,0092 | 0,0086 | 0,0079 | 0,0074 | 0.0068 | 0,0063 | 0,0058 | 0.0054 | 0,0050-
' ’ ’ 3 | 0.0269 | 0.0252 | 0,0237 | 0,0222 | 6,0208 | 0,0195 | 00183 | 0,0171 | 0,0160 | 0,0150
A 4 | 0.0544 | 00517 | 0,0401 | 0,0466 | 0,0443 | 0,0420 | 0,0398 | 0,0377 | 0,0357 | 0,0337
k 71 22 23 4 75 16 s 10,0882 | 0,0849 | 0,0816 | 0,0784 | 0,0752 | 0,0722 | 0,0692 | 0,0663 | 0,0635 | 0,0607
£ Ll Li 73 74 7.5 16 7.7 8 9 3.0 6 | 01191 [0,1160 | 0,1128 | 0,1097 | 0,1066 | 0,1034 | 0,1003 | 0,0972 | 0,0941 | 0,0911
0 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 | 6,0004 | 0,0004 | 0,0003 7| 01378 | 01358 | 0,1338 | 01317 0,1294 | 0,1271 | 01247 | 01222} 0,117, 0,117}
1| 0,0059 | 0,0054 | 0,0049 | 0,0045 | 0.0041 | 0.0038 | 0.0035 | 0.0032 | 0.0029 | 0.0027 g 0,395 {0,1392 | 0,1388 | 0.1382 | 0,1375 | 0,1366 | 0,1356 | 0,1344 | 0,1332 | 0,1318
§ g,gigs 0,0194 | 0,0180 | 0,0167 | 0,0156 | 0,0145 | 0.0134 | 0.0125 | 0.0116 | 0.0107 9 | 0,125 | 0,1269 | 0,1280 | 0,1290 | 0,1299 } 0,1306 | 0,1311 | 0,1315 [ 0,1317 | 0,1318
0492 | 0,0464 | 0,0438 | 0,0413 [ 0,0389 [ 0,0366 | 0,0345 | 0 '
4 | 0.087 | 00836 | 00799 | 00764 | 0,079 | 00696 | 0.0683 | o00s g’gggg P 10 | 0,1017 | 0,1040 | 0,1063 | 0.1084 | 0,1104 | 0,1123 | 0,1140 | 0,157 | 0,1172 | 0.1186
' ’ ’ ’ ’ 11| 0,0749 | 0,0776 | 0,0802 | 0,0828 | 0,0853 | 0,0878 | 0,0902 [ 0,0925 | 00948 | 0,0970
s | 01241 | 0,1204 | 0,167 | 0,130 | 0,1094 | 0.1057 | 0.1021 | 0,0986 | 0.0951 | 0.0016 12| 0,0505 | 0,0530 | 60555 | 0,0579 | 0,0604 | 0,0629 [ 0,0654 | 0,0679 ] 0,0703 | 0,0728
6 | 0,468 | 0,1445 | 01420 | 01394 | 0.1367 | 0.1339 | 0.1311 | 0.1282 | 0.1252 | 01221 13 | 0,0315 | 0,0334 | 0,0354 | 0,0374 | 0,0395 | 0,0416 | 0,0438 | 0,0459 | 0,0481 | 0,0504
7| 0,1489 | 0,1486 | 0,1481 | 0,1474 | 0.1465 | 0.1454 | 0.1442 | 0,1428 | 0.1413 | 0.1396 14 | 00182 | 0,0196 | 0,0210 | 0,0225 | 0,0240 | 0,0256 | 0,0272 | 0,0289 | 0,0306 | 0,0324
8 | 0,1321 | 0,1337 | 0,1351 | 0,1363 | 0,1373 | 0,1382 | 0,1388 . ’ )
9 ’ ' 0.1392 1 0,1395 1 0,139 15 | 0.0098 | 0.0107 | 0,016 | 0,0126 | 0.0136 | 0,0147 | 0,0158 [ 0,0169 | 0,0182 | 0,0194

Q1042 [ 01070 ] 0.1096 | O.1121 | 01144 | O,1167 | 0.1187 | 0,1207 | 01224 | 0.1241 16 | 0.0050 | 0.0055 | 0.0060 | 0.0066 | 0,0072 [ 0,0079 | 0,0086 | 0,0093 [ 00101 | 0,0109
17 | 0.0024 | 0.0026 | 0.0029 | 0,0033 { 0,0036 | 0.0040 | 0.0044 | 0,0048 | 0,0053 | 0,0058
18 | o00n1 | 0.0012 | 0.0014 | 0.0015 | 0,0017 | 0,0019 | 0,0021 | 0,0024 | 0,0026 | 0.0029
19 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0006 | 0,007 | 0,0008 | 0,0009 | 0,0010 | 00011 | 0,0012 | 0.0014

20 00002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0006
21 0,0001 | 0,0001 { 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 0,0003
22 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,001 | 0.0001
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3. tdbldzat 5. folyiardsa

3. tablazat 6. folytarasa

A
k 9.1 92 9,3 94 95 9.6 9,7 9,8 9,9 10
0 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 [ 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000
1 0,0010 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 0,0005
2 0,0046 | 0,0043 | 0,0040 | 0,0037 | 0,0034 | 0,0031 | 0,0029 | 0,0027 | 0.0025 0,0023
3 0,0140 | 0,0131 | 0,0123 | 0,0115 | 0,0107 | 0,0100 ]| 0,0093 | 0,0087 | 0.008! 0,0076
4 0,0319 | 0,0302 | 0,0285 | 0,0269 | 0,0254 | 0,0240 | 0,0226 0,0213 | 0,0201 | 0,0189
5 0,0581 | 0,0555 | 0,0530 | 0,0506 | 0,0483 { 0.0460 | 0,0439 0,0418 | 0,0398 | 0,0378
6 0,0881 | 0,0851 | 0,0822 | 0,0793 | 0,0764 | 0,0736 | 0,0709 | 0,0682 | 0.0656 0,0631
7 0,1145 | 0,1118 { 0,1091 | 0,1064 { 0,1037 | 0,1010 | 0,0982 0,0955 | 0,0928 | 0.0901
8 0,1302 | 0,1286 | 0,1269 { 0,1251 | 0,1232 { 0,1212 | 0,1191 | 0,1170 | 0,1148 0,1126
9 0,1317 { 0,1315 | 0,1311 | 0,1306 | 0,1300 | 0.1293 | 0,1284 0,1274 | 0,1263 | 0,1251
10 0,1198 | 0,1210 | 0,1219 1 0,1228 | 0,1235 | 0,1241 | 0,1245 | 0,1249 } 0,1250 | 0,1251
11 0,0991 | 0,1012 | 0,1031 | 0,1049 | 0,1067 | 0,1083 [ 0,1098 | 0,1112 | 0.1125 | 0,1137
12 0,0752 | 0,0776 | 0,0799 | 0,0822 | 0,0844 | 0,0866 | 00888 | 0,0908 | 0,0928 | 0,0948
13 0,0526 | 0,0549 | 0,0572 | 0,0594 | 0,0617 | 0,0640 | 0,0662 | 0,0685 | 0,0707 | 0,0729
14 0,0342 | 0,0361 | 0,0380 | 0,0399 | 0,0419 0,0439 0,0459 { 0,0479 | 0,0500 | 0,0521
15 0,0208 | 0,0221 | 0,0235 | 0,0250 | 0,0265 | 0,0281 | 0,0297 | 0,0313 | 0,0330 | 0,0347
16 0,0118 | 0,0127 | 0,037 | 0,0147 | 0,0157 | 0,0168 | 0,0180 0,0192 | 0,0204 | 0,0217
17 0,0063 | 0,0069 | 0,0075 | 00081 | 0,0088 | 0,0095 | 0,0103 | 0,0111 | 0.0119 | 00128
18 0,0032 | 0,0035 | 0,0039 | 0,0042 | 0,0046 | 0,0051 { ©0,0055 | 0,0060 | 0,0065 | 0.0071
19 0,0015 1 0,0017 | 0,0019 | 0,0021 | 0,0023 | 0,0026 | 0,0028 | 0,0031 | 0,0034 | 0.0037
20 0,0007 | 0,0008 { 0,0009 [ 0,0010 | 0,0011 | 0,0012 | 0,0014 | 0,0015 | 0,0017 | 0.0019
21 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0004 { 0,0005 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0.0009
22 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0.0004 | 0.0004
23 0,0000 | 0,0001 | 90,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002
24 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
kol (2| B | s |1 | b || 2
i} 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 | 0,0000
2 0,0010 [ 0,0004 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,6000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 0,0000
3 0,0037 | 0,0018 | 0,0008 | 0,0004 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
4 0,0102 | 0,0053 | 0,0027 | 0,0013 | 0,0006 | 0,0003 [ 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
5 0,0224 | 0,0127 | 0,0070 | 0,0037 | 6,0019 | 0,0010 | 0,0005 | 0,6002 0,0001 | 0,0001
6 0,0411 [ 0,0255 { 0,0152 | 0,0087 | 0,0048 | 0,0026 | 0,0014 | 0,0007 | 0.0004 | 0,0002
7 0,0646 | 0,0437 | 0,0281 | 0,0174 | 0,0104 | 0,0060 | 0,0034 | 0,0018 | 0,0010 | 0,0005
8 0,0888 | 0,0655 | 0,0457 | 0,0304 | 0,0194 | 0,0120 | 0,0072 | 0,0042 | 0,0024 | 0,0013
9 0,1085 | 0,0874 | 0,0661 | 0,0473 | 0,0324 | 0,0213 0,0135 | 0,0083 | 0,0050 | 0,0029
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koloun |2 ;3| | s | e | 1| s | 19| 2
10 0,1194 } 0,1048 | 0,0859 | 0,0663 | 0,0486 | 0,0341 | 0,0230 [ 0,0150 { 0,0095 | 0,0058
11 0,1194 | 0,1144 | 0,1015 | 0,0844 | 0,0663 | 0,0496 | 0,0355 | 0,0245 | 0,0164 | 0,0106
12 0,1094 | 0,1144 | 0,1099 | 0,0984 | 0,0829 | 0,0661 | 0,0504 { 0,0368 | 0,0259 | 0,0176
13 0,0926 | 0,1056 | 0,1099 | 0,1060 | 0,0956 | 0,0814 | 0,0658 | 0,0509 | 0,0378 | 0,0271
14 0,0728 | 0,0905 | 0,1021 | 0,1060 | 0,1024 | 0,0930 | 0,0800 | 0,0655 | 0,0514 | 0,0387
15 0,0534 | 0,0724 | 0,0885 | 0,0989 | 0,1024 | 0,0992 | 0,0906 | 0,0786 | 0,0650 | 0,0516
16 0,0367 | 0,0543 | 0,0719 | 0,0866 | 0,0960 | 0,0992 | 0,0963 | 0,0884 | 0,0772 | 0,0646
17 0,0237 | 0,0383 | 0,0550 | 0,0713 | 0,0847 | 0,0934 | 0,0963 | 0,0935 | 0,0863 | 0,0760
18 0,0145 | 0,0256 | 0,0397 | 0,0554 { 0,0706 | 0,0830 | 0,0909 | 0,0936 | 0,0911 | 0,0844
19 0,0084 | 0,0161 | 0,0272 | 0,0409 | 0,0557 | 0,0699 | 0,0814 | 0,0887 | 0,0911 | 0,0888
20 0,0046 | 0,0097 | 0,0177 | 0,0286 | 0,0418 | 0,0559 | 0,0692 | 0,0798 | 0,0866 0,0888
21 0,0024 | 0,0055 | 0,0109 | 0,0191 | 0,0299 | 0,0426 | 0,0560 | 0,0684 | 0,0783 | 0,0846
22 0,0012 | 0,06030 | 0,0065 | 0,0121 | 0,0204 | 0,0310 | 0,0433 | 0,0560 | 0,0676 | 0,076%
23 0,0006 | 0,0016 | 0,0037 | 0,0074 | 0,0133 | 0,0216 | 0,0320 | 0,0438 | 0,0559 | 0,0669
24 0,0003 | 0,0008 | 0,0020 | 0,0043 | 0,0083 | 0,0144 | 0,0226 | 0,0328 | 0,0442 | 0,0557
25 0,0001 | 0,0004 | 0,0010 | 0,0024 | 0,0050 | 0,0092 | 0,0154 | 0,0237 | 0,0336 | 0,0446
26 0,0000 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0013 | 0,0029 | 0,0057 | 0,0101 | 0,0164 | 0,0246 | 0,0343
27 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0034 | 0,0063 | 0,0109 | 0,0173 | 0,0254
28 0,0000 | 0,0000 { 0,0001 | 0,0003 | 0,0009 | 0,0019 | 0,0038 | 0,0070 | 0,0117 | 0,0181
29 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0011 | 0,0023 | 0,0044 | 0,0077 | 0,0125
30 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 [ 0,0006 | 0,0013 | 0,0026 | 0,0049 | 0,0083
31 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 { 0,0007 | 0,0015 | 0,0030 | 0,0054
32 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,000% | 0,0001 | 0,0004 | 0,0009 | 0,0018 | 0,0034
33 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0010 | 0,0020
34 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 60,0000 { 0,0001 | 0,0002 | 0,0006 | 0,0012
35 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,6003 { 0,0007
36 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 9,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004
37 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 } 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002
38 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
39 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 ; 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
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Poisson-eloszlis 2 P(X = k)

A Poisson-eloszlasndl szerepld valosziniiségek dsszegének 1000-szerese, 1000 Y

fmax e"}“lk

k=0
4. tabidzat

4. tablazar 1. folytatdsa

(ahol A=np)
k'l\ll
A=
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,02 | 9% | 1000
004 | 961 | 999 | 1000
006 | 942 | 998 | 1000
008 | 923 | 997 | 1000
000 | 90s | 995 | 1000
0,15 861 990 | 999 | 1000
020 | 819 | 982 | 999 | 1000
025 | 779 | 974 | 998 | 1000
030 | 741 | 963 | 996 | 1000
0,35 705 | 951 | 994 | 1000
040 | 670 | 938 | 992 | 999 | 1000
045 | 638 | 925 | 98 | 999 | 1000
05 | 607 | 910 | 98 | 998 | 1000
055 | 577 | 894 | 982 | 998 | 1000
060 | 549 | 878 | 977 | 997 | 1000
0,65 520 | 861 | 972 | 996 | 999 | 1000
070 | 497 | 844 | 966 | 99a | 999 | 1000
075 | 472 | 827 | 959 | o993 | 999 | 1000
08 | 449 | 809 | 953 | o991 999 | 1000
085 | 427 | 791 | 945 | 989 | 993 | 1000
090 | 407 | 772 | 937 | 987 | 998 | 1000
0,95 387 | 754 | 920 | 984 | 997 | 1000
1,00 { 368 | 736 | 920 | 981 996 | 999 | 1000
1,1 333 | 699 | 900 | 974 | 995 | 999 | 1000
12 300 | 663 | 819 ] 966 | 992 | 998 | 1000
13 2713 | 627 | 857 | 957 | 989 | 998 | 1000
1,4 247 | 592 | 833 | 946 | 986 | 997 | 999 | 1000
15 23 | ss8 | 809 | 93a | 981 | 996 | 999 | 1000
16 202 | 525 | 783 | 9m 976 | 994 | 999 | 1000
1.7 183 | 493 | 757 F 907 | 970 | 992 | 998 | 1000
1.8 165 { 463 | 731 | 891 964 | 990 | 997 | 999 | 1000
1.9 150 | 434 | 704 | 85 | 956 | 97 | 997 | 999 | 1000
2.0 135 | 406 | 677 | 857 | 947 | 983 | 995 | 999 | 1000
542

kmll
A=mp T 1 2 3 4 5 6 7 8 9

22 i | 35| 623 | s19 | 98 | 975 | 993 | 998 | 1000
24 091 | 308 | 50| 779 | 904 | 964 | 988 | 997 | 999 | 1000
26 074 | 267 | s18 | 76 | 877 | 951 | 983 | 995 | 999 | 1000
2,8 o6l | 231 | 469 | 692 | 8a8 | 935 | 976 | 992 | 998 | 999
30 0s0 | 199 | 423 | 647 | 815 | 916 | 966 | 988 | 996 | 999
32 oa1 | 171 | 380 | 603 | 781 | sos | 955 | 983 | 994 | 998
34 033 | 147 | 340 | ss8 | 7a4 | sm | 942 | 977 | 982 | 997
3,6 07 | 126 | 303 | sis | 706 | saa | 927 | o969 | 988 | 99
38 022 | 107 | 269 | 473 | 668 | 816 | 909 | 960 | 984 | 994
4.0 o18 | o092 | 28 | 433 | 629 | 785 | 889 | o0 | 979 | 992
42 ots | o718 | 210 | 395 | se0 | 753 | 867 | 936 | 972 | 989
44 o2 | oe6 | 185 | 359 | sst | 720 | saa | 921 | 96a | 985
4.6 o0 | os6 | 163 | 326 | 513 | es6 | 88 | 905 | 955 | o980
48 008 | o048 | 143 | 204 | 476 | €51 | 791 | 887 | 944 | 975
50 007 | o040 | 125 | 265 | 440 | 616 | 762 | 867 | 932 | 9es
52 006 | 03 | 109 | 238 | 406 | s81 | 732 | 845 | 918 | 960
54 00s | 020 | 095 | 213 | 373 | s46 | 702 | s22 | 903 | 951
56 004 | o024 | o082 | 191 | 342 | si2 | 670 | 797 | 886 | 941
58 003 | o021 | o2 | 10| 33| a8 | 638 | 771 | 867 | 929
6,0 002 | o17 | o062 | 151 | 285 | 446 | 606 | 744 | 847 | 916
62 | o002 | o015 | osa | 134 | 259 ara | s:a | 716 | s26 | 902
64 | 002 | o2 | o46 | 119 | 235 | 384 | 542 | 687 | 803 | 886
66 | oo1 | o0 | os0 | 105 | 203 ] 355 | su | ess | 780 | 869
68 | oo1 | o009 | o3& | o003 | w92 1 327 | 480 | e | 755 | 850
70 | oot | o007 | o030 | osz | 1731 301 | 4s0 | se9 | 720 | 830
72 | oo1 | oos | o025 | o712 | 156 | 276 | a20 | seo | 703 | 810
74 | oo1 | o0s | e22 | o063 | 140 | 253 | 392 | s39 | 676 | 788
76 | o001 | ooa | o019 | o055 | 125 | 231 | 365 | s10 | 648 | 765
78 | o000 | oo4 | o016 | oa8 | 112 | 2w | 338 | a81 | 620 | 7
80 | o000 | o003 | o4 | o042 | 100 | 1901 | 33| 453 | s93 | 77
85 | oo0o | o002 | o009 | o3 | o74 | 150 | 256 | 38 | s23 | 653
90 | o000 | oo1 | oo6 | o021 | oss | 116 | 207 | 324 | 456 | s87
95 | o000 | o001 | ooa | o015 | od0 | o089 | 165 | 269 | 302 | 522
100 | o000 | ooo | o003 | ot | o2 | o067 | 130 | 220 | 333 | 458
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4. tabldzar 2. folytatdsa

4. téblazar 3. folytatdsa

k
‘max
A=np
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10,5 000 000 002 007 021 050 102 179 279 397
11,0 000 000 001 005 015 038 079 143 232 341
11,5 000 000 001 003 011 028 060 114 191 289
12,0 000 000 001 002 008 020 046 090 155 242
12,5 000 0060 000 002 005 015 035 070 125 201
13,0 000 000 000 001 004 011 026 054 100 166
13,5 000 000 000 001 003 008 019 041 079 135
14,0 000 000 000 000 002 006 014 |- 032 062 109
14,5 000 000 000 000 001 004 010 024 048 088
15,0 000 000 000 000 001 003 008 018 037 070
krnux
A=np
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

2.8 1000

3,0 1000

3,2 1000

34 999 1000

3,6 999 1000

3.8 998 999 1000

4,0 997 999 1000

4,2 996 999 1000

4,4 994 998 999 1000

4,6 992 997 999 1000

48 990 996 999 1000

5,0 986 995 998 999 1000

52 982 993 997 999 1000

54 977 990 996 999 1000

5,6 972 988 995 998 999 1000

5,8 965 984 993 997 999 1000

6,0 957 980 991 996 999 999 1000

6,2 949 975 989 995 998 999 1000

6.4 939 969 986 994 997 999 1000

6,6 927 963 982 992 997 999 999 1000

6,8 915 955 978 990 996 998 999 1000

7,0 901 947 973 987 994 998 999 1000

7,2 887 937 967 984 993 997 999 999 1000

7,4 871 926 961 980 991 996 998 999 1000

7.6 854 915 954 976 989 995 998 999 1000

7,8 835 902 945 971 986 993 997 999 1000

i=np o
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
8,0 816 888 936 966 983 992 996 998 999
8,5 763 849 909 949 973 986 993 997 999 1000
9,0 706 803 876 926 959 978 989 995 998 999
9,5 645 752 836 898 940 967 982 991 996 999
10,0 583 697 792 864 917 951 973 986 993 998
10,5 521 639 742 825 888 932 960 978 988 994
11,0 460 579 689 781 854 907 944 968 982 991
11,5 402 520 633 733 815 878 924 954 974 986
12,0 347 462 576 682 772 844 899 937 963 979
12,5 297 406 519 628 725 806 869 916 948 969
13,0 252 353 463 373 675 764 835 890 930 957
13,5 211 304 409 518 623 718 798 861 908 942
14,0 176 260 358 464 570 669 756 827 883 923
14,5 145 220 311 413 518 619 711 790 853 901
15,0 118 185 268 363 466 568 664 749 819 875
km!l
A=np
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
8.5 1000
9,0 1000
9,5 999 1000
10,0 998 999 1000
10,5 997 999 999 1000
11,0 995 998 999 1000
11,5 992 996 998 999 1000
12,0 988 994 997 999 999 1000
12,5 983 991 995 998 999 999 1000
13,0 975 986 992 996 998 999 1000
13,5 965 980 989 994 997 998 999 1000
14,0 952 971 983 991 995 997 999 999 1000
14,5 936 960 976 986 992 996 998 999 999 1000
15,0 917 947 967 981 989 994 997 998 999 1000
Ko
A=np
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
16 000 001 004 010 022 043 077 127 193 275
17 000 001 002 005 013 026 049 085 135 201
18 000 000 001 003 007 01s 030 055 092 143
19 000 000 001 002 004 009 018 035 061 098
20 000 000 000 001 002 005 011 021 039 066
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4. tablazat 4. folytatdsa

Normal eloszlas

o) = l/%e

_x?

2

P(x) = } (1) du

A=np *oe
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
21 000 000 000 000 001 003 006 013 025 043
22 000 000 000 000 001 002 004 008 015 028
23 000 000 000 000 000 001 002 004 009 017
24 000 000 000 000 000 000 001 003 005 011
25 000 000 000 000 000 000 001 001 003 006
kmlx
A=np
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
16 368 467 566 659 742 812 868 911 942 963
17 281 371 468 564 655 736 805 861 905 937
18 208 287 375 469 562 651 731 799 855 899
19 150 215 292 378 469 561 647 725 793 849
20 105 157 221 297 381 470 559 644 721 787
21 072 111 163 227 302 384 471 558 640 716
22 048 077 117 169 232 306 387 472 556 637
23 031 052 082 123 175 238 310 389 472 555
24 020 034 056 087 128 180 243 314 392 473
25 012 022 038 060 092 134 185 247 318 394
Knax
A=np
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
16 978 987 993 996 998 999 999 1000
17 959 975 985 991 995 997 999 999 1000
18 932 955 972 983 990 994 997 998 999 1000
19 893 927 951 969 980 988 993 996 998 999
20 843 888 922 948 966 978 987 992 995 997
21 782 838 883 917 944 963 976 985 991 994
22 712 777 832 877 913 940 959 973 983 989
23 635 708 772 827 873 908 936 956 971 981
24 554 632 704 768 823 868 904 932 953 969
25 473 553 629 700 763 818 863 900 929 950
Ko
A=np
34 35 36 37 38 39 40 41 42 43
19 999 1000
20 999 999 1000
21 997 998 999 999 1000
22 994 996 998 999 999 1000
23 988 993 996 997 999 999 1000
24 979 987 992 995 997 998 999 999 1000
25 966 978 985 991 994 997 998 999 999 1000

5. tablazar

X w(x) &(x) x o(x) P(x) X @(x) B(x)
0,00 0,3989 0,5000 0,60 0,3332 0,7257 1,20 0,1942 0,8849
01 3989 5040 61 3312 7291 21 1919 8869
02 3989 5080 62 3292 7324 22 1895 8888
03 3988 5120 63 3271 7357 23 1872 8907
04 3986 5160 64 3251 7389 24 1849 8925
05 3984 5199 65 3230 7422 25 1826 8944
06 3982 5239 66 3209 7454 26 1804 8962
07 3980 5279 67 3187 7486 27 1781 8980
08 3977 5319 68 3166 7517 28 1758 8997
09 3973 5359 69 3144 7549 29 1736 9015
0,10 0,3970 0,5398 0,70 0,3123 0,7580 1,30 0,1714 0,9032
11 3965 5438 71 3101 7611 31 1691 9049
12 3961 5478 72 3079 7642 32 1669 9066
13 3956 5517 73 3056 7673 33 1647 9082
14 3951 5557 74 3034 7703 34 1626 9099
15 3945 5596 75 3011 7734 35 1604 9115
16 3939 5636 76 2989 7764 36 1582 9131
17 3932 5675 77 2966 7794 37 1561 9147
18 3925 5714 78 2943 7823 38 1539 9162
19 3918 5753 79 2920 7852 39 1518 9177
0,20 0,3910 0,5793 0,80 0,2897 0,7881 1,40 0,1497 0,9192
21 3902 5832 81 2874 7910 41 1476 9207
22 3894 5871 82 2850 7939 42 1456 9222
23 3885 5910 83 2827 7967 43 1435 9236
24 3876 5948 84 2803 7995 44 1415 9251
25 3867 5987 85 2780 8023 45 1394 9265
26 3857 6026 86 2756 8051 46 1374 9279
27 3847 6064 87 2732 83078 47 1354 9292
28 3836 6103 88 2709 8106 48 1334 9306
29 3825 6141 89 2685 8133 49 1315 9319
0,30 0,3814 0,6179 0,90 0,2661 0,8159 1,50 0,1295 0,9332
31 3802 6217 91 2637 8186 51 1276 9345
32 3790 6265 92 2613 8212 52 1257 9357
33 3778 6293 93 2589 8238 53 1238 9370
34 3765 6331 94 2565 8264 54 1219 9382
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3. tablazat 1. folytatdsa

5. téblazar 2. folytatdsa

x o(x) D(x) x (%) D(x) x (x) D(x)
35 3752 6368 95 2541 8289 55 1200 9394
36 3739 6406 96 2516 8315 56 1182 9406
37 3725 6443 97 2492 8340 57 1163 9418
38 3712 6480 98 2468 8365 58 1145 9429
39 3697 6517 99 2444 8389 59 1127 9441
0,40 0,3683 0,6557 1,00 0,2420 0,8413 1,60 0,1109 0,9452
41 3668 6591 01 2396 8438 61 1092 9463
42 3653 6628 02 2371 8461 62 1074 9474
43 3637 6664 03 2347 8485 63 1057 9484
4“4 3621 6700 04 2323 8508 64 1040 9495
45 3605 6736 05 2299 8531 65 1023 9505
46 3589 6772 06 2275 8554 66 1006 9515
47 3572 6808 07 2251 8577 67 0989 9525
48 3555 6844 08 2227 8599 68 0973 9535
45 3538 6879 09 2203 8621 69 0957 9545
0,50 0,3521 0,6915 1,10 0,2179 06,8643 1,70 0,0940 0,9554
51 3503 6950 11 2155 8665 71 0925 9564
52 3485 6985 12 2131 8686 72 0909 9573
53 3467 7019 13 2107 8708 73 0893 9583
54 3448 7054 14 2083 8729 74 0878 9591
55 3429 7088 15 2059 8749 75 0863 9599
56 3410 7123 16 2036 8770 76 0848 9608
57 3391 7157 17 2012 8790 77 0833 9616
58 3372 7190 18 1989 8810 78 0818 9625
59 3352 7224 19 1965 8830 79 0804 9633
1,80 0,0790 0,9641 2,20 0,0355 0,9861 2,80 | 0,0079 0,9974
81 0775 9649 22 0339 9868 82 0075 9976
82 0761 9656 24 0325 9875 84 0071 9977
83 0748 9664 26 0310 9881 86 0067 9979
84 0734 9671 28 0297 9887 88 0063 9980
85 0721 9678 30 0283 9893 90 0060 9981
86 0707 9686 32 0270 9898 92 0056 9982
87 0694 9693 34 0258 9904 94 0053 9984
88 0681 9699 36 0246 9909 96 0050 9985
89 0669 9706 38 0235 9913 98 0047 9986
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x »(x) P(x) x . o(x) P(x) % @(x) P(x)
1,90 0,0656 0,9713 2,40 0,0224 0,9918 3,00 0,00443 0,99865
91 0644 9719 42 0213 9922 10 00327 99903
92 0632 9729 44 0203 9927 20 00238 99931
93 0620 9732 46 0194 9931 30 00172 99951
94 0608 9738 48 0184 9934 40 00123 99966
95 0596 9744 50 0175 9938 50 00087 99976
96 0584 97150 52 0167 9941 60 00061 99984
97 0573 9756 54 0158 9945 70 00042 99989
98 0562 9761 56 0151 9948 80 00029 99993
99 0551 9767 58 0143 9951 90 00020 99995
2,00 0,0540 0,9772 2,60 0,0136 0,9953 4,00 0,000134 | 0,999968
02 0519 9783 62 0129 9956 50 000016 999997
04 0498 9793 64 0122 9959 5,00 000002 999997
06 0478 9803 66 0116 9961
08 0459 9812 68 0110 9963
10 0440 9821 70 0104 9965
12 0422 9830 72 0099 9967
14 0404 9838 74 0093 9969
16 0387 9846 76 0088 9971
18 0371 9854 78 0084- 9973
e, e ™ értékei
6. tablazat
¢ hatvanyai
x ex e —Xx X ex e —X x ex e —-Xx
0,00 1,0000 1,0000 0,50 1,6487 0,6065 1,0 2,718 0,3679
0,01 1,0101 0,9900 0,51 1,6653 0,6005 1,1 3,004 0,3329
0,02 1,0202 0,9802 0,52 1,6820 0,5945 1,2 3,320 0,3012
0,03 1,0305 0,9704 0,53 1,6989 0,5886 1,3 3,669 0,2725
0,04 1,0408 0,9608 0,54 1,7160 0,5827 1.4 4,055 0,2466
0,05 1,0513 0,9512 0,55 1,7333 0,5769 1,5 4,482 0,2231
0,06 1,0618 0,9418 0,56 1,7507 0,5712 1,6 4,953 0,2019
0,07 1,0725 0,9324 0,57 1,7683 0,5655 1,7 5,474 0,1827
0,08 1,0833 0,9231 0,58 1,7860 0,5599 1,8 6,050 0,1653
0,09 1,0942 0,9139 0,59 1,8040 0,5543 1,9 6,686 0,1496
0,10 1,1052 0,9048 0,60 1,8221 0,5488 2,0 7,389 0,1353
0,11 1,1163 0,8958 0,61 1,8404 0,5434 2,1 8,166 0,1225
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6. tablézat 1. folytatdsa

¢ hatvinyai

z*-eloszlds

(x* értékek a y*-proba aikaimazasahoz)

\ s e~ X & [ X & e
0,12 1,1275 0,8869 0,62 1,8589 0,5379 2,2 9,025 0,1108
0,13 1,1388 0,8781 0,63 1,8776 0,5326 2.3 9,974 0,1003
0,14 1,1503 0,3694 0,64 1,8965 0,5273 2,4 11,023 0,0907
0,15 1,1618 0,8607 0,65 1,9155 0,5220 2,5 12,182 0,0821
0,16 1,1735 0,8521 0,66 1,9348 0,5169 2,6 13,464 0,0743
0,17 1,1853 0,8437 0,67 1,9542 0,5117 2,7 14,880 0,0672
0,18 1,1972 0,8353 0,68 1,9739 0,5066 2,8 16,445 0,0608
0,19 1,2096 0,8270 0,69 1,9937 0,5016 2,9 18,174 0,0550
0,20 1,2214 0,8187 0,70 2,0138 0,4966 3,0 20,086 0,0498
0,21 1,2337 0,8106 0,71 2,0340 0,4916 3,1 22,20 0,0450
0,22 1,2461 0,8025 0,72 2,0544 0,4868 32 24,53 0,0408
0,23 1,2586 0,7945 0,73 2,0751 0,4819 33 27,11 0,0369
0,24 1,2713 0,7866 0,74 2,0960 04771 34 29,96 0,0334
0,25 1,2840 0,7788 0,75 2,1170 04724 3,5 33,12 0,0302
0,26 1,2969 0,7711 0,76 2,1383 0,4677 3,6 36,60 0,0273
0,27 1,3100 0,7634 0,77 2,1598 0,4630 3.7 40,45 0,0247
0,28 1,3231 0,7558 0,78 2,1815 0,4584 3.8 4470 0,0224
0,29 1,3364 0,7483 0,79 2,2034 0.4538 3.9 49,40 0,0202
0,30 1,3497 0,7408 0,80 2,2255 0,4493 4,0 54,60 0,0183
0,31 1,3634 0,7334 0,81 2,24719 0,4449 4.1 60,34 0,0166
0,32 1,3771 0,7261 0,82 2,2705 0,4404 4.2 66,69 0,0150
0,33 1,3910 0,7189 0,83 2,2933 0,4360 4,3 73,70 0,0136
0,34 1,4030 0,7118 0,84 2,3164 0,4317 44 81,45 0,0123
0,35 1,4191 0,7047 0,85 2,3397 0,4274 4,5 90,02 0,0111
0,36 1,4333 0,6977 0,86 2,3632 0,4232 4.6 99,48 0,0101
0,37 1,4477 0,6907 0,87 2,3869 0,4190 4,7 109,95 0,0091
0,38 1,4623 0,6839 0,88 2,4109 0,4148 4.8 121,51 0,0082
0,39 1,4770 0,6771 0,89 2.4351 0,4107 49 134,29 0,0074
0,40 1,4918 0,6703 0,90 2,4596 0,4066 50 148,41 0,0067
0,41 1,5068 0,6637 0,91 2,4843 0,4025 51 1640 0,0061
0,42 1,5220 0,6570 0,92 2,5093 0,3985 52 181,3 0,0055
0,43 1,5373 0,6505 0,93 2,5345 0,3946 53 200,3 0,0050
0,44 1,5527 0,6440 0,94 2,5600 0,3906 5,4 2214 0,0045
0,45 1,5683 0,6376 0,95 2,5857 0,3867 55 244,7 0,0041
0,46 1,5841 0,6313 0,96 2,6117 0,3829 5,6 270,4 0,0037
0,47 1,6000 0,6250 0,97 2,6380 0,3791 5,7 298,9 0,0034
0,48 1,6161 0,6188 0,98 2,6645 0,3753 58 330,3 0,0030
0,49 1,6323 0,6126 0,99 2,6912 0,3716 5.9 365,0 0,0027
0,50 1,6487 0,6065 1,00 2,7183 0,3679 6,0 4034 0,0025
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7. tabldzat
Szabadség- Valosziniiség szazalékban
fok 90,0 95,0 97,5 99,0 99,5 9.9 99,95
1 2,7 3,84 5,02 6,63 7,88 10,8 12,1
2 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6 13,8 15,2
3 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8 16,3 17,7
4 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9 18,5 20,0
5 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7 20,5 22,1
6 10,6 12,6 14,4 16.8 18,5 22,5 24,1
7 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3 24,3 26,0
8 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0 26,1 219
9 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6 279 29,7
10 16,0 18,3 20,5 232 25,2 29.6 31,4
11 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8 31,3 33,1
12 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3 32,9 34,8
13 19,8 22,4 24,7 2,7 29.8 34,5 36,5
14 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3 36,1 38,1
15 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8 37,7 39,7
16 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3 39,3 41,3
17 24,8 27,6 30,2 334 35,7 40,8 42,9
18 26,0 28,9 . 31,5 348 37,2 423 44,4
19 27,2 30,1 329 36,2 38,6 438 46,0
20 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0 453 47,5
21 29,6 32,7 35,5 38,9 414 46,8 49,0
22 30,8 339 36,8 40,3 428 483 50,5
23 32,0 35,2 38,1 41,6 442 49,7 52,0
24 33,2 364 39.4 43,0 45,6 51,2 53,5
25 34,4 37,7 40,6 443 46,9 52,6 54,9
26 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3 54,1 56,4
27 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6 55,5 57,9
28 379 41,3 44,5 48,3 51,0 56,9 59,3
29 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3 58,3 60,7
30 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7 59,7 62,2
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t-eloszlas

Tablazat a ¢ értékek kiszimitasara adott %11 statisztikai biztonsag

és adott 7 szdmil mérés esetén (Student-eloszlas)

8. tablizat
- Statisztikai biztonsig
a=f+1
80%, 90%, 95% 98%, 99% 99,9%,
2 3,078 . - 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
3 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,598
4 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,941
5 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
6 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
7 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
8 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
9 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
10 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
11 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
12 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
13 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
14 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
15 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
16 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
17 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
18 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
19 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
20 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
21 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
22 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
23 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
24 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767
25 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
26 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
27 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
28 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
29 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
30 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
31 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
41 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
61 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
121 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373
) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291
552

F-eloszlas

Az F-préba kritikus értékei 95 biztonsagi szinten (f; a nagyobbik empirikus szorasnégyzetii

minta elemszamanak, f, pedig a masik minta elemszimanak eggyel kisebbitett értéke)

9. tablazat

f
£ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38
311003 | 955 | 928 | 912 | 901 | 894 | 88 | 88 | 881
4 1m | 654 | 659 | 630 | 626 | 616 | 609 | 604 | 600
s | 661 | 579 | 541 | s19 | 505 | 495 | a8 | 48 | 478
6 5,99 514 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
8| 532 | 446 [ a07 | 384 | 369 | 358 | 35 | 344 | 339
9 | s12 | 426 | 386 | 363 ] 348 | 3371 320] 323 | 318
10| 49 | 410 | 371 ] 348 1 333 | 3220 | 314 | 307 | 302
11| 484 | 398 [ 359 | 336 ] 320 | 309 | 301 § 295 | 290
12| 475 | 388 | 349 | 326 | 311 | 300 2021 28 | 28
13| 467 | 380 | 341 | 318 | 302} 20 | 284 | 277 | 27
14| 460 | 374 | 334 | 311 | 296 | 285 | 277 | 270 | 265
15 4.54 3,68 329 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59
16 | 449 | 363 | 324 | 301 | 285 | 274 | 266 | 259 | 2,5
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,55 2,48 2,43
20 | 435 | 349 | 300 | 287 | 2m | 260 | 252 | 245 | 240
2| 430 | 344 | 305 | 28 | 266 | 255 | 247 | 240 | 235
24| 426 | 340 | 300 | 278 | 262 | 251 | 243 ] 236 | 230
26 | 422 | 337 | 298 | 274 | 25 | 247 | 239 | 232 | 227
2w | 420 | 334 | 295 | 27 | 25 | 244 | 236 | 229 ] 224
2| 415 ] 330 | 290 | 267 | 25 | 240 | 232 | 225 | 219
36 | 411 | 326 | 28 | 263 | 248 | 236 | 228 | 221 [ 215
40 | 408 | 323 | 284 | 261 | 245 | 234 | 225 | 218 | 212
60 | 400 | 315 | 276 | 252 | 237 | 225 | 217 | 210 | 204
1001 394 | 300 | 270 | 246 | 230 | 219 | 210 | 203 | 197
200 § 38 | 304 | 265 | 241 | 226 | 214 | 205 | 198 | 192
o | 384 | 29 | 260 | 237 | 2210 | 209 | 200 ! 194 | 188
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9. thblizat 1. folytatdsa A mérések szaminak megillapitasa normal eloszlds esetén

i N
10 12 16 20 24 30 50 100 o Adott %(: %) esetén adott biztonsagi szinthez sziikséges mérések szamanak,
$ n
U | 242 | 204 | 246 | 248 | 240 | 250 | 252 | 253 | 254 rniek az értékei 100-ig )
2 | 1939 | 1941 | 1943 | 1944 | 1945 | 1946 | 1947 | 1949 | 19,50 10. tabldzat
3| 878 | 874 | 869 | 866 | 8,64 X , , i _ .
4 5.96 591 5.84 5.80 5,77 isi i;g 2(532 iég 95% biztonsag 999 biztonsig 99,9% biztonsag
5| 474 | 468 | a60 | 456 | 453 | 450 | 444 | 440 | 436 f=n-1 . : ¢
6 4,06 4,00 3,92 3,87 3,84 3,81 3,75 3,71 3,67 T el Ve
7| 363 | 35 | 349 | 344 | 341 | 338 | 332 | 328 | 323 fn o fn
8 | 334 | 328 | 320 | 315 | 3,12 | 308 | 303 | 208 | 293
9 | 313 | 307 | 298 | 293 | 29 | 28 | 28 | 276 | 27 1 12,71 7 636,62
1 | 297 | 201 | 28 | 277 | 274 | 270 | 266 | 259 | 254 2 3,04 373 2
1| 28 | 279 | 270 | 265 | 261 | 257 | 250 | 245 | 240 3 1,86 2,3 7,5
12| 276 | 269 | 260 | 254 | 250 | 246 | 240 | 235 | 230 4 1,39 1,83 43
13| 267 | 260 | 251 | 246 | 242 | 238 | 232 | 226 | 221 5 1,15 1,52 3,08
14 | 260 | 2531 244 | 239 | 235 | 231 | 224 | 219 | 213 6 1 1,34 2,44
15 | 255 | 248 | 239 | 233 | 229 | 225 | 218 | 212 | 207 7 09 1,18 2,05
16 | 249 | 242 | 233 | 228 | 224 | 220 23| 200 | 2m 8 0,82 1,07 1,78
17 | 245 | 238 | 229 | 223 ] 219 | 215 | 208 | 202 | 196 9 0,75 1 1,58
18 | 241 | 234 | 225 | 219 | 215 | 211 | 204 | 198 | 192 10 0,706 0.94 1,45
9 | 238 | 23 | 220 | 215 | 211 | 207 | 200 1 194 | 18 1 0,665 0,885 1,34
20 | 235 | 228 | 218 | 212 | 208 | 204 | 196 | 19 | 184 12 0,63 0,836 1,25
2| 230 | 223 | 213 207 | 203 | 108 | 191 | 184 | 178 13 0,60 0,79 117
24 | 226 | 218 | 209 | 202 | 198 | 194 | 18 | 1.8 | 173 14 0,575 0,763 1,1
26 | 222 | 215 | 205 ] 19 | 1951 19 | 182 | 17 | 169 15 0,55 0,730 1,05
8| 219 | 22| 200 ] 196 | 1o ] s | 11| 112 | 165 16 053 | 0,704 101
R o2 | 200 | 197 | wer | 186 1 182 | 17| 167 | 1.5 17 0,512 0,680 0.96
36 | 210 | 203 | 193 | s | us2 i 1,78 | 160 | 162 | 155 18 0,496 0,657 0,926
a0 | 207 | 200 | 19 | 188 | 179 1,74 | 166 | 159 | 1.5 19 0,48 0,637 0,892
60 | 19 | 12| 18| 175 | 10| 165 | 156 | 148 | 1,30 20 0,467 0.617 0,862
00 | 192 | 185 | 175 | 168 | 163 | 1,57 | 148 | 1390 | 128 21 0,455 0,603 0,833
200 | 187 | 180 | 189 | 162 | 157 | 152 | 142 | 132 | 119 2 0,442 0,576 0,810
w | 183 | 175 | 164 | 157 | 1,52 | 146 | 135 | 124 | 100 23 0,432 0,560 0,78
24 0,415 0,556 0,766
25 0,412 0,548 0,748
26 0,404 0,535 0,730
27 0,393 0,522 0,713
8 0,387 0,514 0,695
29 0,38 0,502 , 0,680
30 0,373 0,428 0,668
40 0,318 0,378 0,562
50 0,283 0,344 0,489
60 0,259 0,316 0,458
70 0,238 0,295 0411
80 0,223 0,288 0,382
9 0,21 0,278 0,360
100 0,198 0,262 0,339
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Kolmogorov-féle egymintas proba A Wilcoxon-féle kétmintds proba kritikus értékei 97,5%-o0s

1. tdbldzat egyoldali, ill. 95%-os kétoldali szintre
n 0,95 0,99 n 0,95 0,99 13. tdbldzat
21 0,2827 0,343 m
8 0,4543 0,5419 27 0,2809 0,3367
. : slel7]s 1 wlis]we]17]18]1

9 0,4300 0,5133 23 0,2749 0,325 . o M B Il il M
10 0,403 0,4889 24 0,2693 0,3229 sl 2] 3V s 6] 7| sl olulizlula|is|i)is]ie]2

6l 3| sl 6| s|w|ulnlwlic{i7]19]|2]|2|2]25]|2
i; g’g?,;i g‘ﬁ;z ;2 0,2640 0.3166 70 5| 6t g0 12 |1al16|18|20] 2222 |28|3]3]34
3 03614 s o 0,2591 0,3106 8l 6| sl10| 3| 15|17 |222]2]|2 |31 |34)3]3]|a
14 0,248 oalre o g’ii;; g’;g;?’ ol 711215172023 26|28)31|38]|37|3 |a2]|as|as
s 03376 0402 2 0247 02907 1 8|t f1a|17] 20|23 26|20 (33|36 |30]a2]as]|as]|s2]ss

16 0,3273 0,3920 30 0,2417 0,2899 137 12 | 16 | 20 | 24 [ 28 § 33 | 37 | 41 [ 45 | 50 | 54 [ 59 | 63} 67 | 72 | 77

i; g:gégg 8’;382 3(5) g’ﬁg? 3’323‘1’ 141317 |22 26|31 36|40 | a5 |50 ]55|59|64|60f7417]583
o 0aord o e oz o2l 150 14 [ 19 | 24 | 20 | 34 |30 | 44 | 49 | 54 | 50 | 64 | 70| 75| 80 | 85 | 90
" ool ety p o158 b2 1615 | 21 |26 |31 |37 |42 |47 |53 |59 64| 70| 75|81 {869 |9

- . ' . 1717 | 22| 28 | 34 |30 [4s|s1|s7]63 |60 | 75|81 |87 93] 99105

18] 18 1 24 | 30 | 36 [ 42 | 48 | S5 | 61 | 67 | 74 | 80 | 86 | 93 [ 99 | 106 | 112
191 19 { 25 | 32 | 38 | 45 | 52 | 58 | 65 | 72 | 78 | 85 | 92 | 99 | 106 | 113 [ 119
20020 { 27 | 34 [ 41 | 48 | 55 [ 62 | 69 | 76 | 83 | 90 | 98 | 105 | 112 | 119 | 127

Kolmogorov—Szmirnov-féle kétmintds préba

12. tdbldzat . , o e .x P sqs ooy e
A Wilcoxon-féle kétmintds proba kritikus értékei 99,5%-os

" 095 | 0% " 095 | 0% " 095 | 099 egyoldali, ill. 99%-os kétoldali szintre

7 6 6 15 8 9 2 10 1 m

8 6 7 16 8 10 2 10 12

o ¢ ; 1 . 10 e " ” alslel7]s]olwo[nuln]nlulis]w]ir]i]n]w

}(1) ; g :2 g :g ig :g i sloof 1| 1] 2| 3| a| s| el 7] 78| 9]lw|u|n]n

12 ; 5 % o i 8 i - 6 1| 2] 3| 4| s| 6| 7] ofw0|nnj2||15|e|17]1s

3 ; o o o 0 2 i 3 7l 1] 3| a6l 7| o025 68|02 2]

1 g o > it 0 30 0 5 g 2| 4| 6| 7| o {1315 17| ]20]|2|22%]2]|3
ol 30 s| 7| 9ol |3|16]|18]20|2]2]27[2/3n33]3%
0| 4| 6| 9ol f16|18]2{2 2|2 |31]|3a]3]3]a
| s 7|0 |e| 8|2 24|27 30 |33]|36[3|4a]|es]|s
2| 6| o2 1s|s |2 24|27 3|33 |a|u|le]|s|x
13 7w |3 17|20 2a]27 |31 34|38 a|as|a]|3]5]|60
14| 7| as s 22|26 (30|34 |38 |42 )a6|50]|5a| 8| 636
15 8|12 16 |2 | 24|29 {33 |37 a2|a6]|51]55|60]64]060]|7
6| of 13|18 | 2227|3136 |4 |as|50|55 6065|7747
17| 10 {15 | 19 [ 24| 29|34 [ 39 | aa | a9 |55 60| 65|70 | 75|81 ]3s6
| 11|16 21 |26 |31 [ 37 |az|ar| 53|58 64|70 75]81|87]092
19| 12| 17| 228 |33 |39 [a5 |51 |57 |63 60| 74|81 |87]093]099
200 13 {18 | 24 | 30 | 36 | 42 |48 | 54 |60 | 67| 73| 79|86 | 92 | 99 |105
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A Kolmogorov-préba.

A K(z) Kolmogorov-fiiggvény értékei

14, tablazat

y K(») y K(») y K(y) y K(y) y k() y K(»)
0,61 01492 {1,000 0,7300 {1,40{ 09603 {|1.80] 0,9%693 [2,20] 0,93874
0,62| 01632 {1,011 0,7406 {|1,41] 09625 ||1.81] 0,92715 [[2,21] 09886
0,63| 0,1777 {1,021 0,7508 | 1,42| 09645 ||1,82] 0,92735 {2.22] 0.9%896
0,64 01927 [1,03] 07608 [ 1.43| 0,9665 [|1,83] 0,92753 {2,23| 0,9%04
0,65| 02080 [1,04| 07704 || 1,44| 09684 |1,84] 0,92770 {2.24] 0.9*12
0,661 02236 [1,05] 0,7798 [ 1,45 09701 [1,85] 0,9%787 {[2,25] 0,920
0,28 | 0,0°1 0,67 0,2396 || 1,06| 0,7889 |1.46| 09718 [|1,86| 092802 ||2,26| 0,9*26
0,29 0,0% 068! 02558 1,07} 07976 | 1.47| 09734 |[1,87] 092814 227 0,9*34
0,30 0,0% 0,69 02722 | 1,08| 08061 || 1,48 09750 |[1,88] 0,92830 ||2,28 0,9%40
0311 0,021 Jfo,70| 0,2888 [ 1,09 08143 1,49 0,9764 [1,89] 092842 [|2,29 0,9%44
032 0,046 [0,71| 03055 |1,10| 08223 1,50 0,9778 [1,90] 0,92854 [|230| 0,9%49
0,33| 0,001 [o0,72| 03223 J1,11| 08299 1,51 09791 {1,91] 0,9%864 [|2,31 0,9*54
0,34 0,0%171 [0,73] 0,3391 §1,12| 08373 1,52 09803 {1,92] 092874 [|232 09458
0,35 0,0303 [[0,74] 0,3560 |[1,13| 08445 [1,53] 09815 {1,93] 0,9%884 [2,33| 0,962
0,361 0,0%511 0,75 0,3728 |[1,14| 08514 [1,54| 09826 [1,94] 0,9%892 [|2.34| 0,9%65
0,37) 0,0°826 10,76| 0,3896 §1,15| 08580 |1,55] 0,9836 [1,95] 0,9%°004 [2,35] 0,9%8
0,38 0,07128 [0,77| 04064 || 1,16| 0,8644 j1,56| 09846 | 1,96] 09079 [2,36] 0,9%70
0,39| 0,02193 0,78 | 04230 ] 1,17| 0,8706 | 1,57| 09855 |1,97| 0.9°149 [|2,37] 0,9%73
0,40 | 0,02281 [[0,79| 04395 [1,18| 0,8765 [ 1,58| 0,9864 [[1,98: 0,9°213 2,38 0,9*76
0,41 0,0%397 J0.80| 0,558 [ 1,19] 0,8822 [ 1,59| 0,9873 [[ 1,99 0,93273 12,39 0,9*78
0,42] 002548 |10.81| 04720 [1,20]| 0,8877 [1,60| 0,9880 [2,00] 0,9°329 ||2,40| 0,9*80
0,43 0,02738 [0.82| 0,4880 [1,21]| 0,893¢ [ 1,61 0,9888 [2,01| 0,9%380 [|2,41| 0,9%82
044 0,02973 [0,83| 0,5038 |1.22| 08981 [ 1,62] 09895 [|2,02] 0,9%428 ||2,42| 0,984
045] 00126 [ 084 05194 [1.23| 09030 [ 1,63] 0,9%015 |2,03| 0,9%474 ||2,43| 0,986
0,46 0,0160 0,851 0,5347 | 1,24] 09076 | 1,64| 092078 12,04 | 0,9°516 [2,44] 0,987
047] 0,0200 [086] 0,5497 1,25 09121 [ 1,65] 0,92136 [i2,05| 0,93552 [[2,45( 0,988
048] 0,0247 [0.87] 0,5645 [|1,26] 0,9164 | 1,66 0,92192 §2,06| 0,9°588 [ 2,46 0,989
0,49] 0,0300 [088] 0,5791 [ 1,27| 0,9205 |[1,67| 092244 [2,07] 0,9%620 [2,47| 0,9°
0,50| 00360 [0,89| 0,5933 [ 1,28} 0,9245 | 1,68| 092293 ||2,08| 0,9%650 (2,48 0,9°1
0,51| 00428 [090[ 0,6073 [1,29] 09283 |1,69| 0,92339 [|2,09] 0,9%680 [12,49] 0,9°2
0,52| 0,0503 [o91| 06209 [1,30] 09319 |1,70| 0,92383 |[2,10| 0,9%705 [12,50] 0,9°25
0,53| 0,0585 [0,92| 06343 | 1,31 09354 |1,71| 0,92423 |[2,11] 0,9%723 [12,55] 0,956
0,54] 0,0675 [0.93| 06473 |1,32| 0,9387 | 1,72] 0,9%61 [2,12] 0,9°750 [2,60| 0,974
0,55] 0,0772 [l0.94| 06601 [1,33| 0,9418 ||1,73| 0,9%497 | 2,13 | 0,9°770 [[2,65| 0,984
0,561 0,0876 [0.95| 06725 [[1,34] 09449 | 1,74 | 092531 [ 2,14 0,9%790 [[2,70( 0,9%0
0,57} 00986 [l096| 0,6846 [[1,35] 09477 || 1,75| 0,92562 [2,15| 0,9%806 [[2,75( 0,9%4
0,581 0,1104 [l0,97| 0,6964 [[1,36] 09505 11,76 | 0,9%592 [2,16| 0,9°822 [[2,80( 0,957
0,59| 0,1228 [o0s98| 0,707 |1,37| 09531 |1,77| 0,9%20 |[2,17| 0,9°838 [[2,85| 0,982
0,60| 0,1357 [os9| 0,7191 [[1,38] 09556 ||1,78] 0,9%46 [2,18] 0,9°852 [290| 0,97
1,39] 0,9580 1,79 0,9%670 2,19 | 0,9°864 [12,95] 0,974
3,00] 0,977
558

A korrelicio

acios egyiitthato kritikus értékei

15. tabldzat

Pontok"szama, Sza;?:il‘s_a_ngok 80%, 902, 952, 999 99,90/
3 1 0,951 ,988 997 1,000 1,000
4 2 0,800 ,900 950 990 999
5 3 0,687 ,805 ,878 959 991
6 4 0,608 ,729 811 917 974
7 5 0,551 ,669 ,755 875 951
8 6 0,507 ,621 707 834 925
9 7 0,472 ,582 ,666 798 ,898

10 8 0,443 ,549 632 ,765 872
11 9 0,419 ,521 ,602 ,735 847
12 10 0,398 479 576 , 708 823
13 11 0,380 ,476 ,553 ,684 ,801
14 12 0,365 457 532 ,661 ,780
15 13 0,351 ,441 514 641 ,760
16 14 0,338 426 497 ,623 ,742
17 15 0,327 412 482 ,606 ,725
18 16 0,317 400 468 ,590 ,708
19 17 0,308 ,389 ,456 575 ,693
20 18 0,299 378 444 ,561 ,679
21 19 0,291 369 433 549 ,665
22 20 0,284 360 ,423 ,537 ,652
23 21 0,277 352 ,413 526 ,640
24 22 0,271 344 404 515 ,629
25 23 0,265 337 ,396 505 ,618
26 24 0,260 330 ,388 ,496 ,607
27 25 0,255 323 ,381 ,487 ,597
28 26 0,250 17 ,374 479 ,588
29 27 0,245 31 ,367 471 579
30 28 0,241 ,306 ,361 ,463 L570
31 29 0,237 ,301 ,355 ,456 ,562
32 30 0,233 ,296 ,349 449 ,554
42 40 0,202 257 ,304 ,393 ,490
62 60 0,165 211 250 ,325 408
122 120 0,117 150 ,178 232 ,294
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